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SUR LES MODULES DE CO VARIANTS

PAR MICHEL BRION

RÉSUMÉ. — Soit G un groupe réductif d'automorphismes d'une algèbre A=®^°=o^n graduée, de type fini
et normale. Les composantes isotypiques du G-module A sont des modules gradués sur l'algèbre B des
invariants de G dans A. On établit des propriétés géométriques de ces B-modules; on en déduit les deux
premiers termes du développement asymptotique de la multiplicité dans An d'un G-module simple donné,
quand n -+ oo. Lorsque A est l'algèbre des fonctions polynomiales sur un G-module suffisamment grand, on
montre qu'aucun module de covariants n'est libre; de plus, la propriété de Cohen-Macaulay n'est vérifiée que
pour un nombre fini de ces modules.

ABSTRACT. — Let G be a reductive group of automorphisms of a normal, fmitely generated, graded algebra
A==®^=oAn. Thé isotypical components of thé G-module A are graded modules over thé algebra B of G-
invariants in A. We establish some géométrie properties of thèse B-modules; we deduce thé two first terms in
thé asymptotic expansion as n -> oo, of thé multiplicity in An of a given simple G-module. When A is thé
algebra of polynomial functions on a sufficiently large G-module, we show that no module of covariants is
free; moreover, oniy fmitely many modules of covariants are Cohen-Macaulay.

0. Introduction

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, et G un groupe
réductif (non nécessairement connexe) sur k. On suppose que G opère rationnellement,
par automorphismes dans une fc-algèbre graduée A = 9^=o -^n ^e ^yPe ^m^ intègre,
et que G préserve la graduation. Le comportement du G-module An quand n —> oo a
été étudié dans [Br-Di], à la suite de R. Howe qui traitait le cas d'un groupe G fini (cf.
[Ho]). Un des buts du présent travail est de préciser le résultat de [Br-Di] ; en gros, on
détermine les deux premiers termes du développement asymptotique de la multiplicité
dans An d'un G-module simple donné (cf. 4.1 Corollaire 1, et 4.4 Remarque 1). Pour
cela, on établit des propriétés géométriques des modules de covariants, sur l'algèbre
B des invariants de G dans A. On en déduit aussi que si A est l'algèbre des fonctions
polynomiales sur un G-module suffisamment grand, alors aucun module de covariants
non trivial n'est libre (cf. 4.3 Corollaire 1) ; de plus, la propriété de Cohen-Macaulay
n'est vérifiée que pour un nombre fini de ces modules (cf. 4.4 Théorème). D'autre part,
d'après [VdBl], les modules de covariants "assez petits" sont de Cohen-Macaulay.
Mais il n'existe pas (à ma connaissance) de caractérisation des modules de covariants
qui sont de Cohen-Macaulay. On propose en 4.4 une condition nécessaire (lorsque A
est comme ci-dessus, et que G est semisimple connexe) : le degré de la série de Poincaré
du module de covariants doit être majoré par le degré de la série de Poincaré de B.
L'auteur ignore si cette condition est suffisante.
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2 M. BRION

Dans la première partie de cet article, on définit les modules de covariants et on
en rappelle quelques propriétés (cf. aussi [Kr], [Ba-Ha]). Les puissances extérieures
de ces modules sont étudiées dans la deuxième partie, qui repose sur des résultats
de Luna (cf. [Lui], [Lu2], [SI]). La troisième partie est consacrée au comporte-
ment asymptotique d'un module N , gradué fini sur une ^-algèbre B graduée de
type fini. On établit un lien (assez technique) entre les deux premiers termes
du développement asymptotique de la fonction n —> dim(A^,), convenablement
régularisée, et ceux du développement asymptotique en t = 1 de la série de Poincaré
W) = E^L-oo dim(A^) f\ En posant

FNW ' FB(t)-1 = r{N) + s(N) ( !-<)+ 0((1 - t)2) ,

on montre que r(N) est le rang de N , et que s(N) ne dépend que de la puissance
extérieure d'ordre r(N) du B-module N . Enfin, dans la quatrième partie, on combine
les résultats précédents pour déterminer l'invariant numérique s d'un module de
covariants, et on en déduit les applications annoncées plus haut.

L'auteur remercie J. Berlin, J. Dixmier, M. Lejeune et G. Schwarz pour des
discussions utiles, ainsi que le rapporteur pour ses suggestions.

1. Modules de covariants

1.1. Soient G un groupe réductif sur k^ et A une Â^-algèbre commutative, de type
fini, dans laquelle G opère par automorphismes ; on suppose de plus que le G-module
A est rationnel, et on dit que A est une G-aîgèbre. On pose B = A° ; c'est une k-
algèbre de type fini (cf. [Kr] 11.3.2). Pour tout G-module M, rationnel de dimension
finie, on pose

B(M)=(A0kMf .

C'est un jB-module fini (cf. loc. cit.), appelé module des covariants de type M.
On note A l'ensemble des classes d'isomorphisme de G-modules simples, rationnels

de dimension finie. Pour tout A G A, on choisit un tel module M\^ et on pose
B(A) := -B(MA). On note

<^A : B(\) 0fc M^ —— A

la restriction à B(A) 0^. M^ de l'application

A 0fc Mx ^k M^ —> A : a 0 v 0 / —> a f{v)

L'énoncé suivant est bien connu (cf. [Kr] 11.3); on en donne une démonstration pour
me moire.

PROPOSITION. — L'application ^ = OÀÇÀ ^À '• ^À€À B(\) 0k M^ —> A est un
isomorphisme de B-G-modules.

On rappelle qu'un 5-module N est un B-G-module si G opère linéairement dans
N , et si g « (6 • n) = b ' (g ' n) pour tous g ç G, b ç B, n e N .
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SUR LES MODULES DE CO VARIANTS 3

Preuve. — II est clair que ^ est un morphisme de B-G-modules ; montrons que <3>
est bijective. Pour tout A e A, l'application ^\ se factorise en

^A : B(\) 0k M; = (A 0k Mx 0k M^)° —— (A 0k W)0

suivie de
<S> : (A 0k k[G})° —— A

où G opère dans A 0^ MA 0fc M;; par g(a 0 r 0 f) = ga 0 gr 0 f, l'application ^A
est induite par

FA : MA 0k M; —^ fc[G] , r 0 f —— {g —— /(^~^)) .

Le groupe G opère dans A 0k k[G] par ̂  (a 0 /)(>) = ga0 f(g~lx} . Enfin, ^ est
définie par ^(a 0 f) = a f(e) où e est l'élément neutre de G.

Puisque CA€A FX : OA€A MA 0fc M;; —— k[G] est un isomorphisme, il en est de
même de CA€A ^x- D'autre part, <I> est un isomorphisme, d'où la proposition.

COROLLAIRE (cf. aussi [Ba-Ha] §4). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le B-module A est plat.
(ii) Le B-module A est projectif.
(iii) Pour tout A e A, Je B-module B(\) est projectif.
(iv) Pour tout G-module rationnel M, Je B-module B(M) est projectif.

Preuves.
(iv) <—> (m) résulte du fait que tout G-module rationnel est semi-simple.
(in') =^ (ii) suit de la proposition, et (ii) => (i) est clair.
(i) =^ (iii). Soit À e A. On déduit de la proposition que le B-module B(\) 0k M^

est plat, donc aussi B(\). On conclut grâce au fait que B(\) est un B-module fini.

1.2. Soit X (resp. Y) le spectre de la Â^-algèbre A (resp. B). L'inclusion de B dans
A définit un morphisme TT : X —^ Y appelé le quotient par G; on note Y = X / / G .
Pour tout point fermé y de Y, on pose A(y) := A/yA. C'est une G-algèbre, formée
des fonctions régulières sur TT-^/), et A(y)0 = k ; donc pour tout A e A, la dimension
du fc-espace vectoriel A(y)G(X) = (A(y) 0k Mx)° est finie. On la note mx(y), c'est
aussi la multiplicité de M^ dans A(y).

PROPOSITION (cf. aussi [Ba-Ha] 3.3). — On suppose Y irréductible. Soit U Rouvert
(non vide) de Y formé des points où TT est plat. Alors mx(y) est le rang du B-module
B(\), pour tout y ç:U et tout A e A.

preuve. — Soit y C U. Puisque A est un G-module rationnel, on peut choisir un
G-sous-module M de A, tel que l'application canonique A —> A(y) se restreint en
un isomorphisme de M sur A(y). La multiplication de A définit alors un morphisme
de B-G-modules

/ : B 0k M —> A ,
qui induit un isomorphisme de ( B / y B ) 0k M sur A / y A = A(y). Le By -module Ay
est plat et somme directe de By-modules finis, donc il est libre; d'où / induit un
isomorphisme de By 0k M sur Ay comme By-G-modules. Par suite, pour tout A ç A,
le By-module B(\)y est libre, de rang m\(y).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



4 M. BRION

COROLLAIRE (cf. aussi [Sel] Prop. 4.6), — On suppose que X est irréductible, et
que l'orbite générique de G dans X est fermée, isomorphe à G / H . Alors, pour tout
G-module M, rationnel de dimension finie, le rang du B-module B(M) est égal à
din^M^).

Preuve. —II existe un ouvert non vide U ' de Y tel que pour tout y ç: Uf y ïa,
G-algèbre A(y) est isomorphe à k[G/H]. D'où

îgB B(M) == dim(k[G/H] 0j, M)G ^ dimÇM11) ,

la première égalité résultant de la proposition et du fait que le G-module M est
semi-simple.

1.3. Pour tout B-module N , le dual de N est le B-module Hom^A^B). Lorsque
l'application naturelle de N vers son bidual est un isomorphisme, N est dit réûexif.

PROPOSITION. — Si l'algèbre A est normale, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Tout module de covariants est réflexif.
(ii) L'image par TT de tout diviseur irréductible de X, est de codimension 0 ou 1.

(i.e. le morphisme TT ne contracte aucun diviseur).
Preuve. — Soit M un G-module rationnel de dimension finie. On note Oy(M) le

faisceau sur Y associé au B-module B(M). Puisque l'algèbre B est normale et que le
B-module B(M) est fini, sans torsion, la réflexivité de B(M) équivaut à la propriété
suivante : pour tout ouvert U de Y, et tout fermé Z de U tel que codim^Z) >_ 2,
la restriction r((7,(9y(M)) —> ï(U \ Z,Oy{M)} est surjective (cf. [Ha] Prop. 1.6).
Donc d'après 1.1 Proposition, la réflexivité de tout module de covariants équivaut à :
pour tous U et Z comme ci-dessus, la restriction r(i7,7r*C^) —> T(U \ Z^^Ox)
est surjective. Mais puisque A est normale, cette propriété signifie que TT ne contracte
aucun diviseur.

2. La classe de diviseurs associée à un module de covariants

2.1. On conserve les notations et hypothèses de 1.1, 1.2, et on suppose de plus
que l'algèbre A est normale; alors B l'est aussi. On va rappeler quelques notions et
résultats de [Lui] et [Lu2],

Pour tout y ç Y, la fibre Tr"1^) contient une unique orbite fermée de G, qu'on note
r(^). Le point y est dit principal s'il existe un voisinage V de y tel que T{y') ̂  T(y)
pour tout yt ç V. On note Ypr l'ensemble des points principaux de Y ; c'est un ouvert
dense de Y. On choisit y ç Ypr et x ç T{y), et on note H le groupe d'isotropie de
x\ la classe de conjugaison de H dans G ne dépend pas de y, et s'appelle Visoiropie
principale. On note C l'adhérence de Tr^CS^)^ dans X. C'est une sous-variété fermée
de Xy stable par le normalisateur NG(H) de H dans G, et appelée sous-espace de
Cartan de X. On pose W :== NG{H)/H\ Alors l'application naturelle

a ̂  k[x]° — ̂ r
4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 1



SUR LES MODULES DE COVARIANTS 5

est un isomorphisme (cf. [Lu2] Cor. 4).
Soient M un G-module rationnel, et r un entier positif. I/application

(A 0^ MY —> A 0k A^ M

(ai 0 mi,..., a,r 0 rrir} —^ ai - ' ' a,r 0 (mi A • • • A rrir)

est un morphisme alterné de A-G' modules, qui définit donc un morphisme de B-
modules

ar : A^ B(M) —. B(A^ M) .

En composant Or avec la restriction à C, on obtient

f3r : A^ B(M) —— (k[C] ®k ^k M^ .

Via Pisomorphisme de B sur A[C]1^, l'application /3r est un morphisme de B-modules.
En outre, puisque H est réductif, il existe un unique supplémentaire lî-stable de M11

dans M. D'où une unique projection p : M —^ M11, commutant à l'action de NG^H).
En composant f3r avec

A ^ i A ^ M — — ^ ( M 1 1 ) ,

on définit un morphisme de 5-modules

7, : A-B B(M) —. (k[C] 0, A^M^))^ = B(A^(M^)) .

2.2. Soit G • x une orbite fermée de G dans X. D'après [Lu2] Cor. 4, cette orbite
rencontre C, donc on peut supposer que x ç. C. En particulier, Iï est contenu dans
le groupe d'isotropie G.p. Soit S un slice en x (cf. [Lui], [SI]) : c'est une sous-variété
(localement fermée) affine de X, contenant x et stable par Gx, telle que le morphisme
naturel Xt == G x<^ S —> X est étale. De plus, si on note Y / le quotient de S par
G 3; (i.e. de X/ par G"), et ^ : Y ' —^ Y le morphisme induit par l'inclusion de S dans
X, alors le diagramme

GXG 5= X' —> X
l l

Y f —> Y

est cartésien, et Ï est étale. On pose B/ :== ^[V].

LEMME.
(i) Un groupe d^isotropie principale de G^ dans S est H .

(ii) Le sons-espace de Cartan correspondant est C H 5'.
(iii) Pour tout G-module rationnel M, et tout entier positif r, l'application

^A^W^^AKM^))

coïncide avec B/ ®B 7r ^" voisinage de 7r(x).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



0 M. BRION

Preuve.—(cf. aussi [Sc2] Th. 11.3 pour (i) et (ii)). De la commutativité du
diagramme

C —— X
[ l

C//W ^ X//G
résulte que CHTr"1 (^(x)) contient une seule orbite fermée de W \ en particulier, CïïG'x
contient une seule orbite fermée de W. Mais CïïG'x s'injecte dans l'ensemble (G/Gx)11

des points fixes de H dans G/Gx ; en outre, toute orbite de W dans (G/G^)11 est
fermée. Par suite, C D G - x est égale à W • x ^ W/W^.

Puisque X/ == V Xy X, l'isotropie principale de G dans X/ est f f ; d'où un sous-
espace de Cartan Cf de X/. L'image de C1 par le morphisme canonique X/ —> G/Gx
est contenue dans (G/Gx}11, et le quotient C 1 / / W est irréductible. Par l'argument
ci-dessus, on en déduit que C' == W Xw^ (CC\S). Les assertions (i) et (ii) en résultent
aussitôt. Pour (iii), on observe que, quitte à localiser en 7r(a?), on a :

B1 0B B(M) = B1 0a (A 0k M)0 = {k[X1} ̂  M)0 = (k[S} ̂  M)0-
puisque k[X'} = B' 0a A. D'autre part, puisque W Xw, (C H S) = C1 = Y ' Xy C,
on a :

5' ®B B(^(M11)) = B' ®B (Â;[C] ®k A^M^))^ = (À-n ®, W}^

= {k[W x^ (C n 5)] Ot A^M^))^ = (Â-[C n S] ®fc A^M^))^ = B'{^(M11)) .

2.3. THÉORÈME. — Soient A une G-algèbre normale, et B = A0. On suppose que
l'orbite générique de G dans X =• Spec(A) est fermée, isomorphe à G / H . Alors pour
tout G-module rationnel M, et pour tout entier positif r, le morphisme

7. :As B(M) -^ B(AÏ(M11))

défini en 2.1/est un isomorphisme en tout point principal. De plus, jr ^st pseudo-
injectif.

On rappelle (cf. [Bo] VII, §4, n. 4) qu'un module est dit pseudo-nul si son support
est de codimension au moins 2. Un morphisme de modules est pseudo-injectif si son
noyau est pseudo-nul.

Preuve. — Soit x ç X tel que l'orbite G • x est fermée, et que Gx == H , Soit S un
slice en x : alors H opère trivialement dans 5, donc (avec les notations de 2.2)

V X Y T T : G X H S — — — Y '

s'identifie à la projection de G/H x S sur S. Par suite, TT est plat en .r, donc les
B-modules B(M) et B(/\^(M11)) sont projectifs en 7r(.r) grâce au corollaire 1.1. Du
corollaire 1.2 résulte que les B-modules /\p BÇM) et B(/\^(M11)) sont de même rang.
Pour montrer la première assertion, il suffit donc de vérifier que 7^ est surjective en
7r(.r). Mais grâce au lemme 2.2 (iii), on peut supposer que X = G/H x Y; alors
l'énoncé est évident.

Pour la seconde assertion, puisque les -B-modules B(M) et B(/\^(M11)} sont finis
et sans torsion, il existe un fermé F de Y tel que codimy(F) > 2 et que -£?(M),
B^A^M11)) sont projectifs au-dessus de Y\F. Par suite, ^r est injectif au-dessus de
Y \ F , car la source et le but de jr sont projectifs de même rang.

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 1



SUR LES MODULES DE COVARIANTS 7

REMARQUE .— On peut montrer que même si Porbite générique de G dans X n'est
pas fermée, 7^ est surjective en tout point principal.

2.4. On conserve les hypothèses de 2.3, et on prend r = dimÇM11). Soit S l'ensemble
des composantes irréductibles de codimension 1 de Y\Ypr. Pour tout Z ç. S, on note
OY,Z l'anneau local de Y en Z. Puisque Y est normale, chaque OY,Z est un anneau
de valuation discrète; on note vz la valuation normalisée correspondante. Pour tout
G-module M, rationnel de dimension finie, le Oy^-module Oy,z(M) est fini et sans
torsion, donc libre de rang r. On en choisit une base < Ï > i , . . . , ̂ . Soit <t> un générateur
du Oy,z-module (libre de rang 1) Oy^A^M^)). Soit / l'élément de Oy^z défini
par :

7 ^ i A — A < ^ ) = / - < ^ .

On pose az(M) := ^z(/). C'est un entier non négatif, indépendant des choix de
< t > i , . . . , <Ï>^, <î>. D'après le théorème 2.3, le conoyau de

7.:A^B(M)——B{^(M1 1))

est un B-module de torsion, à support dans Y \ Y p r ' L'entier az(M) est la longueur
en Z de ce conoyau.

On va préciser la valeur de az{M) lorsqu'il existe z ç Z tel que TT"1^) est formée
de points lisses de X ; cette hypothèse est vérifiée si X est lisse, ou s'il existe
z ç Z tel que la fibre Tr"1^) est une seule orbite de G, de dimension dim(G/H).
Il existe alors un ouvert non vide Uz de Z, un sous-groupe Hz de G qui contient
H, et un ^fz-module Nz tels que T(z) est isomorphe à G / H z pour tout z ç Uz, et
que cet isomorphisme identifie le fibre normal à T(z) dans X avec G Xfiz ^ z ' On
note Vz l'unique supplémentaire de N^2 dans Nz qui est stable par H z ' On voit
facilement que le quotient V Z / / H Z est de dimension 1, i.e. que l'algèbre ^JV^]^
est engendrée par un élément homogène jF^, dont on note mz le degré. Le fc[Vz]-
module (^[Vz] 0 M)HZ est libre gradué, de rang r. On en choisit une base homogène
^i , . . . .^r, et on note Si le degré de ̂  pour 1 < i < r. On note 8 le degré d'un
générateur homogène ^ du k^z}112' -module k\yz}HZ {^{M11}).

PROPOSITION. — Avec les notations et hypothèses précédentes, on a :

r

a^(Âf)=m^ l(-^+^>) .
î=l

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE S U P É R I E U R E
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Preuve. — On choisit un point lisse x ç TT-^Z) tel que G • x est fermé dans X
que C?, = ̂  et que le ^-module T^X)/T^(G . ̂ ) est isomorphe à N z . Grâce au
lemme 2.2 et au bon comportement de la longueur par changement de base étale (cf.
[Bo] VII, §4, n. 8), on se ramène au cas où Hz == G. Ensuite, puisque X est lisse en
x, il existe un ouvert affine U de X, stable par G et contenant x, et un G-morphisme
^ : (U, x) —> ( N z , 0), tels que U = TT-^^U) et que le diagramme

U —— Nz
l l

7T(U) ——— N Z / / G

est cartésien, avec $//C? étale. On peut donc se ramener au cas où X = N7 =
NJ x Vz. Alors

7r = 7r,JVz : ̂ k[N^[Nz} 0, M)0 ——— Â^A^ (A^(M^))

s'identifie à id^^0jr,Vz' Par suite, on peut supposer que NJ == {0}. Alors Y (resp.
Z) s'identifie à la droite affine (resp. à l'origine). De plus, on a :

7 r ( ^ iA- .A^)=cF l ^

avec c ç À** et a = a.z{M). D'où, en prenant les degrés :

Si + • • • + 6r == a mz + 6 .

2.5. On note Cl{B) le groupe des classes de diviseurs de B. A tout B-module fini
N , on associe un élément c(N) de Cl{B), comme dans [Bo] VII, §4, n. 7. On a les
propriétés suivantes, dont les trois premières caractérisent c ( N ) :

(i) Pour toute suite exacte

0 —^i —>N —> A^ —>0

de ^-modules finis, on a :

c(^)=c(7Vi)+c(^) .

(ii) Si N est pseudo-nul (cf. 2.3), alors c(N) == 0 .
(ni) Pour tout idéal divisoriel I de B, on a : c(J) = -[/] où [I] désigne l'image de

I dans Cl(B).
(iv) Pour tout B-module 7V, fini, sans torsion, de rang r, on a :

c(N) = C(AB N) .

Cette notion permet d'assembler les résultats des sections précédentes en le

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 1



SUR LES MODULES DE CO VARIANTS 9

THÉORÈME.—Soient A une G-algèbre normale, et B = A°. On suppose que
l'orbite générique de G dans X = Spec(A) est fermée, isomorphe à G / H . Alors pour
tout G-module M, rationnel de dimension finie, on a :

c(B(M)) = c^B^M11))) - ̂  az(M}[Z}
Zç,S

où r est la dimension de M11 ; ^ensemble S est formé des composantes irréductibles
de codimension 1 de Y \ Ypr, et les entiers non négatifs az(M) sont définis en 2.4.

Preuve. — D'après le corollaire 1.2, le rang de B(M) est égal à r. De plus, grâce
aux propriétés ci-dessus et au théorème 2.3, on a :

c(B(M)) = c^A^M^))) - c(coker jr

et aussi
c(coker7,)^ ̂  az(M)[Z] .

zçs

REMARQUES.
1) La classe de diviseurs associée à B(^{M11)) est nulle lorsque le caractère de

No(H) dans /\^{M11) est trivial. C'est le cas en particulier, lorsque M possède une
forme bilinéaire alternée non dégénérée, invariante par G.

2) Les résultats précédents s'étendent sans changement au cas où G opère dans
une variété irréductible normale X (non nécessairement affine) avec un quotient
TT : }( —„ y^ i.e. un morphisme affine G-invariant tel que l'application naturelle
OY —" (^^Ox)0 es^ un isomorphisme.

3. Série de Poincaré et comportement asymptotique des modules gradués

3.1. Soit B == €)^=o ^ri une fe-algèbre graduée intègre, de type fini, avec BQ == fe.
Soit N == ®^L_.oo ^n un B-module fini gradué. La série de Poincaré de N est définie
par

FN(t)= ^ dim^A^f1 .

Cette série formelle est le développement à l'origine d'une fraction rationnelle à
coefficients dans Q, et on a :

F^t) = e(N) (1 - t)-^ (1 + 0(1 - t))

où d(N) C N est la dimension de N , et e{N) ç Q>o est sa multiplicité. On pose
d = d(B) et e == e(B). On montre facilement (cf. par exemple [Sp] §6) que

FN(t) = r ( N ) e (1 - t}-^! + 0(1 - t))
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10 M. BRION

où r(N) est le rang du B-module N , Par suite, il existe s(N) ç Q tel que

W) • FB(t)-1 = r(N) + s(N) (1 -1) + 0((1 - ̂ )2) .

PROPOSITION.
(i) Pour toute suite exacte

0 —> N' —> N —> N" —>0
de B-modules gradués finis, on a :

s(N) = s Ç N ' ) + s(Nff) .

(ii) Si N est pseudo-nul (cf. 2.3), alors s(N) = 0.
(iii) Pour tout idéal gradué P de B, premier de hauteur 1, on a :

s ( B / P ) = e ( B / P ) e~1 .

(iv) Si B est normale et N sans torsion, de rang r, alors
s(N) = s(^ N) .

(v) Pour tout q C Z, on a : s{N(q)) = s(N) + q r(N) .
On désigne par N(q) le B-module N , gradué par N(q)n = N(n + q) .

Preuves.
(i) résulte du fait que F/v(^) = F N ' ( I ) + F N ' ^ - I ) , et (v) de ^v(g)^) = t'^N^t) .
(ii) et (iii) sont immédiats.
Pour montrer (iv), choisissons des éléments x - ^ , . . . ,Xr de N , homogènes de degrés

d i , . . . , dr, et linéairement indépendants sur B. Notons L le sous-module de N qu^ils
engendrent; alors

r r

<L)=^.(B(-d,))=-^^.
2=1 2=1

En outre, le B-module N / L est de torsion, donc il admet une filtration par des B-
modules gradués, avec sous-quotients de la forme (B/P)(n), où P est un idéal premier
gradué non nul de B, et n ç. Z. A l'aide de (i), (ii), (v), on en déduit que

r

s(N) = s(L) + s ( N / L ) = - ̂  d, + ̂  l p ( N / L ) s ( B / P )
2=1 P

où la somme porte sur les idéaux premiers gradués de hauteur 1 de B. D^autre part,
le morphisme naturel A^ L —> A^ N est pseudo-injectif (cf. [Bo] VII, §4, ex. 12),
d'où

s(^ N) = s(^ L) + S(/\B N / A^ L) .
Or A^ L est libre, engendré par x\ A • • • A Xr ; donc ^(A^ L) = — ̂ ^i di . En outre,

S{/\B N / As L) = Y^IP^B N / A^ L) s ( B / P ) .
p

On conclut grâce au fait que

I P ^ B N / ^ B L ) = l p ( N / L )
pour tout idéal P de B, premier de hauteur 1 (cf. loc. cit.).
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REMARQUE .— Nous allons donner une interprétation de s(N) à Paide d'une
version graduée de la classe de diviseurs associée à N , définie en 2.5. On note Dg(B)
le groupe abélien libre sur l'ensemble P des idéaux premiers de hauteur 1, gradués,
de B. On note Fg(B) le sous-groupe de Dg(B) engendré par les div(6), b élément
homogène non nul de B. Soient Dg(B) = DgÇB) x Z, et FgÇB) le sous-groupe de
Dg(B) engendré par les couples (div(&),deg(6)). Posons

C'lÇB) = D,(B)/F,(B) .

La projection de Dg(B) sur Dg(B) induit un morphisme surjectif de Cl(B) dans
D g ( B ) / F g ( B ) . Ce dernier groupe est canoniquement isomorphe à Cl(B)^ d'où une
suite exacte : ^

0 —> Z —^ Cl(B) —> Cl(B) —> 0 .

Soit N un B-module gradué fini, de rang r. Soit B x \ - \ - ' - ' - \ - B x r == L C N comme
dans la démonstration de la proposition ci-dessus. Posons

X ( N / L ) = ( ^ l p ( N / L ) [PL édeg(^)) .
PCP i=l

C'est un élément de Dg(B). On montre comme dans [Bo] VII, § 4, n. 7, que l'image de
\(N/L) dans Cl(B) ne dépend pas du choix de x\,..., Xr ; on la note —c(N). Alors
c(N) est un représentant de c(N) <E Cl(B) dans Cl(B)y et c vérifie les propriétés (i) à
(iv) de 2.5 (preuves analogues à loc. cit.). De plus, on peut montrer que le morphisme

S : Dg(B) —— Q, ([P],n) —— -e(B/P)e-1 + n

est nul sur Fg(B) ; d'où un morphisme S : Cl(B) —> Q qui vérifie : S(c(N)) == s(N) .

3.2. On conserve les notations de 3.1, et on note no le p.g.c.d. des n ^ 0 tels que
Bn ^=- 0. Alors, pour tout n assez grand, Bn ^ 0 si et seulement si no divise n.

Soit N un B-module fini gradué ; alors

F^(t) = (1 -1)^ (e(N) + f(N)(l -1) + 0((1 - tf)))

où e(N) = e r(N) et f(N) = f(B) r(N) + e s(N) (d'où e(N) = 0 si N est un module
de torsion, et e(N) = ^(A^) sinon). On pose

N<n= © ^
p==—oo

D'après [Sp], on a

<iim(N<n)=£Wr-+0(nd-l)
~ d\
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