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_ FONCTION ZETA ASSOCIEE
A LA SERIE PRINCIPALE SPHERIQUE
DE CERTAINS ESPACES SYMETRIQUES

ParR NicoLe BOPP er Husert RUBENTHALER

ABSTRACT. — In 1972, Godement and Jacquet obtained the functional equation of the zeta function of
simple algebras. In the case where the groundfield is C, such zeta functions are associated to each K x K-finite
coefficient of an irreducible admissible representation © of GL (n, C).

In this paper we consider the case of a family of complex symmetric spaces G/H which are realized as
Zariski open subsets of a vector space (in Godement-Jacquet’s case, the space

GL (n, C)~GL (n, C) X GL (n, C)/GL (n, C)
is embedded in the full matrix space M (n, C)). This family of symmetric spaces corresponds to the prehomoge-
neous vector spaces of commutative parabolic type.

If m is a generic representation of the principal spherical series of G which has a natural H-invariant
generalized vector, we define ¥* and H-invariant coefficients of m and the zeta function associated to these
coefficients. We obtain an explicit functional equation for this zeta function.

1. Introduction

Désignons par m une représentation admissible de GL(n, C) dans un espace de
Hilbert V (¢f. [Kn], p. 207). Soit V* I'espace dual de V et soit ® la représentation
contragrédiente de n définie par

(n(@v, v*)=(v, mEg" Nv*) (veV,v*eV¥).

On désigne par K le sous-groupe compact maximal U (#) de GL (#, C). On considére un
coefficient K x K-fini de & c’est-a-dire une fonction g+ ¢, (g)={n(g)v, v*) ou v et v*
sont des éléments K-finis respectivement de V et de V*. La fonction qui a g associe cj
©) =c,(g")={v, m(g)v*) est un coefficient K x K-fini de n. Soit M, (C) I'algébre des
matrices de type n X n a coefficients dans C. Si f est une fonction de I’espace de Schwartz
& M,,(C)) des fonctions C® a décroissance rapide sur M, (C) et si s est un paramétre
complexe, on définit une fonction zéta Z (f, s, c,) par

Z(f, s, cy)= S(x)|det(x) [F e, (x) d* x

GL (n, C)

ou d* x est une mesure de Haar sur GL (», C).
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702 N. BOPP ET H. RUBENTHALER

Dans le cas ou w est une représentation de la série principale de GL (n, C), le résultat
ci-dessous a été démontré par Godement et Jacquet. Grace au théoréme du sous-quotient
de Harish-Chandra, ils démontrent que ce résultat est aussi vérifié si « est irréducible.

THEOREME 1.1 ([G-J] Th. 8.7). — L’intégrale définissant % (f, s, c,) converge pour
Re(s) suffisamment grand et se prolonge en une fonction méromorphe du plan complexe
qui vérifie I'équation fonctionnelle

Z(f, s+n—1,c)=y(m ) Z(f, 1—s, c),

oul f est la transformée de Fourier de f, ot y(m, .) est une fonction méromorphe qui est un
quotient de facteurs eulériens.

Ce type de résultat étendu (comme ’ont fait Godement et Jacquet), au cas d’un corps
local, puis au cas adélique, est intéressant, puisque le facteur local y (m, s) de I’équation
fonctionnelle précédente est essentiellement un quotient de facteurs L locaux de Lan-
glands. La méthode de Godement-Jacquet permet ainsi de prouver le prolongement
méromorphe et I’équation fonctionnelle de certaines fonctions L (voir [Go-Ja], th. 13.8
et [G-S], chap. 2).

Une généralisation possible de cette situation est la suivante.

Soit G un groupe algébrique complexe, réductif et connexe. Soit p: G — End (V) une
représentation rationnelle irréductible de dimension finie de G. On suppose de plus que
(G, p, V) est un espace préhomogéne, c’est-a-dire que G posséde dans V une orbite
ouverte pour la topologie de Zariski.

On note H le sous-groupe d’isotropie d’un point de I’orbite ouverte. Soit x un caractére
rationnel non trivial de G qui est trivial sur H (on suppose qu’un tel caractére existe), et
soit ® une représentation irréductible admissible possédant un vecteur généralis¢ H-
invariant #,. Soit v un vecteur C* quelconque de la représentation =. On note c, le
coefficient de © donné par

e (@)={m(g)up, v),

qui est une fonction de classe ¥ sur G invariante a droite par H.

L’espace homogéne G/H étant alors réalis¢ comme un ouvert de Zariski de V, on peut
considérer toute fonction f de I’espace de Schwartz & (V) comme une fonction sur G/H
et définir une fonction zéta en posant

2(fs, cn>=j FO11@F (s ds,
G/H

ou g désigne la classe de ge G dans G/H et ou dg est une mesure invariante sur G/H
(Pexistence d’une telle mesure est impliquée par l’existence du caractére non trivial y,
trivial sur H).

Il est alors naturel de se poser, dans ce cadre, la question de la convergence, du
prolongement analytique et de I’équation fonctionnelle pour ces intégrales.
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FONCTION ZETA SPHERIQUE 703

Dans cet article, nous étudions ce probléme pour les espaces symétriques complexes
correspondant aux espaces préhomogénes réguliers de type parabolique commutatifs
(voir [Rul], [M-R-S], et le paragraphe 2). La liste précise de ces espaces symétriques
figure dans le tableau du paragraphe 2. Cette liste comprend le cas particulier
G=GL (n, C) xGL (n, C), H=GL (n, C) (plongé diagonalement dans G), qui correspond
au cas de Godement et Jacquet.

Ces espaces préhomogenes (G, p, V) sont essentiellement caractérisés par le fait que si
g désigne I'algébre de Lie de G, I'espace p=g @ V se réalise comme une sous-algébre
parabolique d’une algébre semi-simple g, dont g est une sous-algébre de Lévi, dont le
plus grand idéal nilpotent V est commutatif et telle que la représentation adjointe de g
dans V est dp.

L’intérét manifesté par différents auteurs pour ces objets n’est pas nouveau, surtout si
I’on considére qu’ils correspondent bijectivement aux algebres de Jordan simples sur C
ou encore aux espaces hermitiens symétriques de type tube (pour la correspondance entre
ces trois types d’objets, on pourra consulter le livre de Satake [Sa]). Notons par exemple,
que les généralisations récentes des identités de Capelli ((H-U], [W]) se placent dans ce
contexte.

Nous démontrons ’analogue du théoréme 1.1 pour les coefficients €® et H-invariants
a droite d’une famille générique de représentations de la série principale sphérique, plus
précisément pour celles qui admettent un vecteur généralisé H-invariant par prolongement
méromorphe (voir [VdB] et le paragraphe 5).

Une question naturelle se pose alors. Peut-on, comme le font Godement et Jacquet,
obtenir une équation fonctionnelle analogue pour les coefficients K-finis 4 gauche et
H-invariants a droite de toute représentations sphérique irréductible ?

Donnons a présent une bréve description de article.

Dans le paragraphe 2 nous introduisons les espaces préhomogeénes de type parabolique
commutatifs. Il s’agit essentiellement de considérer une Z-graduation d’une algébre de
Lie simple g sur C de la forme

a=V ®gdVH,

ou ([V™,V*]cag, g V] = V¥, V' et V- commutatifs, et qui est assujettie, de plus, a
la condition supplémentaire de régularité.

Soit G le groupe adjoint de g et soit G le sous-groupe analytique de G correspondant
a g. Les représentations adjointes de g dans V* et V™ (qui sont duales I'une de 'autre
grice a la forme de Killing) sont les dérivées des représentations Adjointes de G dans
les mémes espaces. Le groupe G posséde dans V* et V™ un nombre fini (noté n+1)
d’orbites (ce nombre # est un invariant important de I’espace préhomogéne considéré et
intervient de maniére constante dans tout Particle). Il existe donc dans V* et V™ des
orbites Q* et Q~ qui sont ouvertes pour la topologie de Zariski. Ces deux orbites
s’identifient chacune au méme espace symétrique G/H.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



704 N. BOPP ET H. RUBENTHALER

On introduit un sous-groupe parabolique P~ de G qui posséde dans V* (resp. V)
une orbite ouverte O* (resp. ¢ ) donnée par

O ={xeV*|A;(x)A; (x)...A,(x)#0]}.
(resp. O~ ={yeV ™ |VEWVI)...V¥(»)#0}).

ou les A; (resp. les V¥ (i=0, . .., n)) sont des polynomes irréductibles de degré n+1—i.

Dans le paragraphe 3, nous considérons les fonctions zéta locales des espaces préhomo-
génes (P7,V™*) et (P7, V™) qui sont définies comme suit (voir F. Sato [S]). Pour
feFL(VY),geF (V) et s=(sy, S15 - .-, 5,)EC"*! on pose:

Z(f, 9)= j S AP (¥) AL (x). . . Agr (x) dx,
v+

Z* (s, S)=f VM), .. V() dy.

Nous montrons que les prolongements méromorphes de ces intégrales vérifient une
équation fonctionnelle de la forme

Z(f, )=8()Z* ([, 1),

ou t(s)=(—so—8;,—...—S5,—k/(n+1), 5, 8,_4, ...,8) (k=dimV™"), ou fest la trans-
formée de Fourier de f définie a I’aide de la forme de Killing de g (de ce fait fe & (V™)),
et ou J est une fonction méromorphe indépendante de ' que nous calculons explicitement
en fonction des facteurs rho de Tate (th. 3.16).

Notons que pour certaines formes réelles des espaces préhomogenes considérés ici des
résultats analogues avaient été prouvés par Faraut et Satake [S-F] lorsque
$o=8,=...=s,, puis par Blind [B] par une méthode différente de la nétre. Comme
corollaire, nous calculons certains polyndmes de type Bernstein (th. 3.19).

Le paragraphe 4 est consacré a la transcripion des résultats précédents sur I’espace
symétrique G/H.

Le paragraphe 5 débute par une étude détaillée de la structure des espaces symétriques
G/H qui interviennent. En appliquant les résultats de Van den Ban [VdB], on y montre
que le sous-groupe P~ introduit au paragraphe 2 est (a conjugaison pres) ['unique sous-
groupe parabolique o6-stable minimal de G, que, si P~ =MAN est une décomposition
de Langlands de P~, la série principale sphérique m, g, est induite a partir d’un
caractére & de M et d’un caractére complexe A de ’algébre de Lie a de A (Remarque 5. 10
et Lemme 5.11), et que m, g, admet en général un unique vecteur généralis¢ H-invariant
que l'on note a; g .

On définit un coefficient H-invariant associ¢ a a, g, en posant

Cg@x(g)=<ag®x, Wg@x(g_1)¢>,

ou @ est un vecteur C* de I'espace de m; g, (par abus de notation, nous n’indiquons
pas ici la dépendance par rapport a @ de ce coefficient).
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FONCTION ZETA SPHERIQUE 705

On définit alors la fonction zéta associée a ¢; g, par

Z(, z Cg@;.):J f(g.)|X(g')|zC§®;.(g.)dg.,

G/H

ouzeC, ou fe# (V") et ou y est un caractére de G trivial sur H.

Nous montrons que cette intégrale a un sens pour Re(z) et Re(—1X) assez grands et
qu’elle se prolonge en une fonction méromorphe des paramétres z et A qui vérifie
I’équation fonctionnelle suivante (th. 5.18):

k -
g(f, z+ m, c§®L>=8(g9 )"’ Z)g(f: -z ci@l)’

ou f est la transformée de Fourier lue sur G/H et ou ¢; g, (8)=¢; g5 (c (g)) (o étant
I'involution de I’espace symétrique G/H).

Le facteur 8 (€, A, z) est donné explicitement en fonction des facteurs rho de Tate.
Les démonstrations reposent essentiellement sur les relations entres les fonctions zéta
précédentes et celles du paragraphe 3 via le noyau de Poisson.

Les résultats de cet article avaient €té annoncés par les auteurs dans une Note [B-R].
Les résultats analogues pour les représentations de dimension finie se trouvent dans [R-
S]. A la suite d’une conférence de H. Rubenthaler sur ce sujet a I’'Université de Kyoto,
A. Gyoja a résolu un probléme analogue pour des groupes algébriques sur un corps fini
[Gy].

Nous traiterons dans des articles ultérieurs deux problémes qui nous semblent constituer
une suite naturelle des résultats présentés ici. Le premier est d’étendre les résultats
précédents au cas d’un corps local quelconque. Le deuxiéme est d’étudier dans quelle
mesure le théoréme du sous-module sphérique de Delorme [D] permet de répondre a la
question posée plus haut c’est-a-dire de démontrer une équation fonctionnelle analogue
a celle de cet article pour des coefficients K-finis a gauche et H-invariants a droite de
représentations sphériques irréductibles quelconques.

H. Rubenthaler tient a remercier S. Rallis et R. Stanton pour I'intérét porté a ce travail
et pour leur invitation a un séjour trés stimulant au département de Mathématiques de
I'université de I’Ohio durant le mois de juin 1991.

2. Les espaces préhomogeénes de type parabolique commutatif

2.1. LES ESPACES PREHOMOGENES: DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES. — Soit G un
groupe algébrique défini sur C, connexe. Rappelons qu’une représentation rationnelle
p:G - GL (V) dans un espace vectoriel V est dite préhomogene si G posséde dans V
une orbite Zariski-ouverte. Le triplet (G, p, V) ou, plus simplement, le couple (G, V) est
alors appelé espace préhomogéne. Ces espaces, lorsque G est réductif et p irréductible
ont été classifiés par Sato et Kimura [S-K]. Nous renvoyons le lecteur a leur travail pour
tout ce qui concerne la théorie générale de ces espaces.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



706 N. BOPP ET H. RUBENTHALER

Une fraction rationnelle R sur V est appelée invariant relatif de (G, V) s’il existe un
caractére algébrique 7y sur G tel que R(g.x)=%(g) R(x), g€ G, xeV (nous noterons g.x
plutdt que p(g) x 'action de g sur x). Le caractére yx d’un invariant relatif est nécessaire-
ment trivial sur le sous-groupe d’isotropie H d’un point de I’orbite ouverte. Inversement,

la donnée d'un caractére y trivial sur H, détermine, & une constante prés, un unique
invariant relatif dont le caractére est .

Soit Q l'orbite ouverte de G dans V. L’ensemble S=V —Q est appelé le lieu singulier
de (G, V). Désignons par S;(i=1, ..., ) les composantes irréductibles de codimension 1
de S. 1l existe des polyndmes irréductibles P; (uniques 4 la multiplication par une
constante pres) tels que S;={xeV|P;(x)=0}. On montre alors que les P; sont des
invariants relatifs et que tout invariant relatif R est de la forme R=c¢PTt.. . P/ ot ceC
et m;e Z. Les invariants relatifs P,, . . ., P, sont appelés invariants relatifs fondamentaux.

Une notion essentielle pour les espaces préhomogénes est celle de régularité. Un espace
préhomogeéne est dit régulier s’il existe un invariant relatif /' dont le Hessien est non
identiquement nul. Lorsque nous nous restreignons aux groupes G réductifs la régularité
est caractérisée par le fait que S est une hypersurface. Si de plus la représentation est
irréductible cette hypersurface sera irréductible. Dans ce cas le polyndme A, tel que
S={xeV|Ay(x)=0} est 'unique invariant relatif qui est un polyndome irréductible et
tout invariant relatif est de la forme cAf (ceC, neN).

2.2. LESESPACES PREHOMOGENES (G, V¥). — Nous allons a présent rappeler la structure
de certains espaces préhomogeénes trés particuliers, appelés espaces préhomogénes de type
parabolique commutatifs (voir [M-R-S] pour les détails). Soit g une algébre de Lie
réductive complexe, j une sous-algébre de Cartan de g et # le systéme de racines de g
par rapport a i. Soit ¥ une base de # et #* (resp. #~) ’ensemble des racines positives
(resp. négatives) par rapport a '¥'. On fixe une partie ® de ¥ astreinte aux deux conditions
suivantes :

2.1 card(W—-@)=1,

(2.2) Si {a,}=¥—0 alors le coefficient de o, dans la décomposition suivant ¥ de
toute racine positive est 0 ou 1.

L’ensemble des racines qui sont combinaison linéaire d’€¢léments de ® est un systéme
de racines # dont @ est une base. On désigne par #* (resp. #~) les racines positives
(resp. négatives) correspondantes.

Soit H, I'unique élément de j M [g, g] tel que

ao(Hg)=2 et a(Hy)=0 pour oe®.

On note g le centralisateur de H, dans g. L’algébre g est réductive, ’algébre | est une
sous-algebre de Cartan de g et le systéme de racines de la paire (g, i) est Z. En désignant

4° SERIE ~ TOME26 — 1993 — N° 6



FONCTION ZETA SPHERIQUE 707

comme d’habitude par g* (ou g®) I’espace radiciel correspondant a la racine o on pose:

V+= @ 'éu’
as§+\9?+
V= @& g

ae§+\.9?+

La sous-algébre p=g @ V™ est alors une sous-algébre parabolique maximale de g et la
condition (2.2) équivaut a la commutativité de V* qui est le plus grand idéal nilpotent
de p.

Soit G le groupe adjoint de g et G le centralisateur de H, dans G (c’est aussi le sous-
groupe analytique de G d’algébre de Lie g). Le groupe G opére irréductiblement dans
V* et on sait qu’il existe une orbite Q* qui est ouverte pour la topologie de Zariski. Ce
résultat est d’ailleurs vrai dans le contexte plus général des Z-graduations des algebres
de Lie réductives [Vi].

On a donc obtenu un espace préhomogéne qu’on note (G, V*). Ce sont ces espaces
qu’on appelle espaces préhomogénes de type parabolique commutatifs ((Rul], [M-R-S]).

Remarque 2.1. — La représentation (G, V), qui est aussi préhomogene, s’identifie a
la représentation contragrédiente de (G, V*), grace a la forme de Killing B de g.

Notons qu’on peut, sans restreindre la généralité, supposer g simple en considérant
I'idéal simple de g correspondant a la composante connexe du graphe de Dynkin de ¥
contenant a,. Cela ne change pas V* et remplace G par un quotient par un sous-groupe
invariant qui opére trivialement sur V*. Toutefois les constructions que nous allons faire
introduisent de fagon naturelle des algébres semi-simples ou réductives méme si on part
d’une algébre simple.

Soit #, I’ensemble des racines orthogonales & a,; ce sont aussi les racines fortement
orthogonales a a,. Si H, est la coracine dans j de la racine o, on pose

1= Z CH, et 8:=i; ® ® g".

ae Ry xe R

L’espace g, est une sous-algébre semi-simple de g, dont j, est une sous-algébre de
Cartan. Le systéme de racines de (g,, i,) est #,. Posons ®; =(#*—2*) N %, et soit
®, =¥ N #, I'ensemble des racines simples fortement orthogonales a a,. Si @] = ¢F alors
®, est une base de #, et la construction que nous sommes en train de décrire est
terminée. Si @] # &, on montre qu’il existe une unique racine o, e ®;, telle que tout
élément de ®; soit somme de o, et d’une combinaison linéaire a coefficients entiers
positifs ou nuls d’éléments de ©,. Il en résulte que {a, } U ®, est une base de %, telle

que les racines positives correspondantes soient les éléments de Z; =%, N\ #*.

Le point clé est que la donnée (g, i;, ¥, ,) est alors analogue a la donnée (g, i, ¥, &)
et qu’on obtient ainsi, avec les notations évidentes, un nouvel espace préhomogene de
type parabolique commutatif (g,, V). On poursuit jusqu’a I'arrét de la construction.
Pour i=0, .. .,n, on obtient ainsi une suite de racines a;, et une suite (g;, V;") d’espaces
préhomogeénes (on a posé (g,, Vo )=(g, V*)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



708 N. BOPP ET H. RUBENTHALER

Fixons une fois pour toute une base de Chevalley X, (xe %), H,(ye'¥) de g (cf. [Bou],
p. 84). On démontre que les éléments:

0, Xyppr Xt Koy Xogt Xy tXgpr - n IT=X, + X, +...+X

aQ? Up”
constituent un systéme complet de représentants des orbites de G dans V', I’élément I*
étant le représentant de 1’orbite ouverte.

De plus I'espace préhomogene (G, V*) est régulier si et seulement si I’élément H,
defini plus haut est égal a H, +H,, + ... +H, ([R-S] prop. 2.2). Dans le cas ou g est
simple, on peut aussi caractériser un espace régulier de la fagon suivante. Désignons par
wo l'unique élément du groupe de Weyl de # qui transforme #* en %#~. Alors (G, V*)
est régulier si et seulement si wya,= —a, ((Rul] prop. 1.4.1 et th. 1.4.2):

Cela conduit naturellement a la classification du tableau suivant ou g’'=[g, gl, et ou la
racine encerclée sur le diagramme de Dynkin de Z est la racine «, de la construction
précédemment décrite. L’entier d qui figure dans le tableau pour les cas réguliers est
défini au paragraphe 3.3 (3.23).

Remarque 2.2. — Désignons par X=G/K un espace hermitien symétrique irréductible
([He] Chap. 8). Ici G est un groupe de Lie réel semi-simple et K un sous-groupe compact
maximal possédant un centre Z(K) non trivial de dimension 1. Soit g la complexifiée
de I'algébre de Lie de G. Il existe un élément H appartenant a 1’algebre de Lie de Z (K)
tel que I’on ait

gc=p i ®p"

ou p*(resp. p~) est I'espace propre de adH pour la valeur propre i (resp. —i). La
représentation (f;, p*) correspond a un espace préhomogeéne de type parabolique commu-
tatif et on peut montrer qu’inversement tout espace préhomogéne de type parabolique
commutatif est ainsi obtenu a partir d’un espace hermitien symétrique. On peut également
montrer que dans ce contexte la régularité est équivalente au fait que I’espace hermitien
symétrique est de type tube.

Remarque 2.3. — a) 1l est important de noter pour la suite que si ’espace préhomogéne
(g, V*) est régulier, alors tous les espaces préhomogeénes (g;, V;") (0<i<n) de la suite
précédemment construite sont réguliers ((M-R-S] prop. 2.4).

b) Dans les cas qui nous intéressent ici on peut démontrer ([Rul], [Ru2]) que la
régularité de (g, V') est équivalente a Pexistence d’un invariant relatif non trivial.

2.3. L’ESPACE PREHOMOGENE (P~, V*). — Dans toute la suite de l'article nous nous
placerons dans le cas régulier. Nous noterons A; l'invariant relatif fondamental de
(8;» Vi) que nous considérerons comme un polyndme irréductible sur Vg =V™ grice au
choix naturel du supplémentaire de V;" dans V* qui est formé de la somme des espaces
radiciels de V* qui ne sont pas dans V;". Nous normalisons ces polyndmes en posant
A;(I")=1 et nous noterons y; le caractére de A,.

4° SERIE — TOME 26 — 1993 — N° 6



FONCTION ZETA SPHERIQUE 709

TABLEAU 1
g d
g o d
2
A — oo régulier si n=2k+|
" O : A,
a@ « a, e, etsip=k+1 p-1%Ap-, 1
B, o P 2n-13
] @—0-———0———0—0 —————— B s e tGajours régulier B,_, 5
C. -y ————— =5 toujours régulier A,_, l
2
D,, -@——0——-—0——-—0-—-—-0-——— toujours régulier D,_, n-2
D, , *——eo—0-——0— ——— régulier si n pair A,_, 2
Eb @——0—-—T—0——‘ non régulicr DS
.
E; ) régulier Eq 4
[ ]

Nous désignons par B* (respectivement B™) le sous-groupe de Borel de G correspon-
dant 2 #7 (respectivement £ ™). Rappelons alors le Lemme de Gauss :

THEOREME 2.4. — 1) Soit x un élément de V* tel que A;(x) soit non nul pour
i=0, 1, ..., n. Il existe alors ge B~ tel que gx=1".

2) La représentation (B~, V*) est un espace préhomogene dont l'orbite ouverte est

0 ={xeV*|Ag(0)A; (%)...A,(x)#0}.
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