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FEUILLES COMPACTES D’UN FEUILLETAGE
GENERIQUE EN CODIMENSION 1

PaR CHRiSTIAN BONATTI Er SEBASTIAO FIRMO ()

RESUME. — Apres avoir fait le lien entre généricité d’un feuilletage et stabilité de feuilles compactes, nous
unifions en une méme théorie les résultats connus (locaux ou globaux) sur la stabilité¢ des feuilles compactes de
groupe fondamental commutatif. Puis, pour une variété M de dimension 3, nous montrons la C%-instabilité des
feuilles compactes de genre g = 2, et nous en déduisons que les feuilletages génériques (appartenant & un ouvert
dense de Fols, (M) pour la CO-topologie) n’ont comme feuilles compactes que des tores T? ou des sphéres S2.

ABSTRACT. — We first state the relation between genericity of foliations and stability of compact leaves. Then
we unify in a same theory all known results about stability of compact leaves with commutative fundamental
group. Finally, on a 3-manifold M, we prove the C°-instability of compact leaves with genus g > 2, and we
deduce that all compact leaves in a generic foliation (i. e. one which belongs to a dense open set of Fols, (M)
for the CO-topology) are diffeomorphic to the torus T? or the sphere S2.

Introduction

On ne peut pas, en général, décrire précisément la dynamique d’un difféomorphisme
ou d’un flot quelconque. Cela a amené a introduire la notion de « généricité » : I'idée
est de trouver une classe importante (ouvert ou Gg dense) de I’ensemble des systemes
dynamiques considérés, dont les éléments ont une dynamique plus simple (ou tout au moins
descriptible). La dynamique d’un feuilletage ne peut qu’étre au moins aussi complexe que
celle d’un difféomorphisme, puisqu’elle est celle d’un pseudo-groupe de difféomorphismes :
on aimerait donc limiter ’étude a une classe générique de feuilletages. Les premieres
questions qui se posent sont :

— quelle variété compacte peut étre feuille compacte d’un feuilletage « générique » ?

— quelle est la dynamique d’un feuilletage générique au voisinage d’une feuille
compacte ?

Nous abordons ce probleme dans son cadre le plus simple : les feuilletages de
codimension 1 de classe C*°, sans singularités, transversalement orientés, d’une variété
compacte M. Nous noterons Fol,, (M) I’ensemble de ces feuilletages. Par C’-topologie,

(") Recherche ayant bénéficié du soutien financier de la C.A.P.E.S. et de ’accord C.A.P.E.S.-
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408 C. BONATTI ET S. FIRMO

1 £ r £ +00, nous entendrons C’-topologie d’Epstein (voir [E]), c’est-a-dire celle définie
par la C'-proximité des cartes feuilletées : c’est la mieux adaptée pour une théorie des
déformations des feuilletages (voir [B-H]). Cependant, la C°-topologie d’Epstein étant trop
grossiére, par C°-topologie nous entendrons : C%-topologie des champs de plans.

Il est tentant de croire que les feuilles compactes d’un feuilletage (de codimension 1)
générique sont stables, c’est-a-dire persistantes par petites perturbations du feuilletage. Telle
quelle cette idée ne tient pas : ’ensemble des feuilletages de S* possédant une infinité de
feuilles compactes instables est dense dans Fol,, (S*) muni de la C*-topologie (voir la
remarque 3.g.6). Cependant les feuilles compactes qui apparaissent ou disparaissent, par
petites perturbations d’un feuilletage générique, appartiennent toutes a un nombre fini de
« paquets de feuilles compactes paralleles » chacun de ces paquets étant globalement stable.
Pour formaliser cela nous définissons (en premiere partie) la classe d’équivalence [C] d’une
feuille compacte C, I’holonomie de la classe [C], et la notion de stabilité pour une telle
classe.

Nous montrons alors :

THEOREME 2.1. — Soit M une variété compacte. L’ensemble des feuilletages sur M dont
toute classe d’équivalence de feuilles compactes est C° ou C'-stable contient un ouvert
dense de Fol, (M) muni de la C° ou C!-topologie.

Voici donc fait le lien entre généricité d’un feuilletage et stabilité des feuilles compactes.

Déterminer si une feuille compacte C d’un feuilletage F € Fol,, (M) est stable ou
instable n’est pas a priori un probléme local, mais les moyens dont on dispose pour aborder
cette question sont locaux, car (2 quelques exemples trés particuliers prés) on ne sait pas
perturber globalement un feuilletage. On se contente donc de perturber le feuilletage F au
voisinage de la feuille compacte C. Pour cela on peut choisir deux tactiques :

— soit on considére des perturbations de la restriction du feuilletage J a un petit voisinage
de la feuille compacte C (ce qu’on appellera des perturbations locales), sans s’occuper de
savoir si ces perturbations se prolongent en une perturbation globale de . Nous choisirons
ces perturbations pour prouver la stabilité d’une feuille compacte : en effet une feuille qui
résiste a toute perturbation locale résiste a fortiori aux perturbations globales.

— soit on se limite aux perturbations de F qui ne modifient pas F hors d’un petit
voisinage de la feuille compacte (perturbations globales a support local) : ce sont les seules
perturbations globales auxquelles ont ait accés. 11 suffit bien sfir de savoir ouvrir une feuille
par de telles perturbations pour prouver son instabilité.

Ces deux types de perturbations se construisent en faisant des perturbations de
I’holonomie de la feuille compacte C : en effet, d’apres [B-H], on peut réaliser toute
C’-perturbation (r 2 1) de I’holonomie de C comme holonomie d’une C’-perturbation
du feuilletage F; en appendice (proposition A-1), nous montrons que 1’on peut également
réaliser les CC-perturbations.

Il s’agit donc de comprendre comment perturber un homomorphisme
h : m (C)— Diff (R), au voisinage d’un point fixe commun a tous les 4 (y), v € m; (C).
La difficulté du probléme dépend essentiellement des relations liant un syteéme générateur
(71, -+ *, Yn) de m; (C), puisque 1’on doit perturber les h(y;) en préservant ces relations.
On peut donc s’attendre a ce que la feuille compacte C soit instable si les 7; sont liés
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FEUILLES COMPACTES D’UN FEUILLETAGE GENERIQUE 409

par trés peu de relations (par exemple C est toujours C*-instable si 7 (C) est le groupe
libre a n générateurs, n>1), et au contraire qu’elle puisse étre stable quand les -y; sont liés
par beaucoup de relations (par exemple si 7; (C) est commutatif) : 7; (C) libre, et m; (C)
commutatif, sont les pdles opposés du probleme de stabilité.

Les perturbations des feuilles compactes de groupe fondamental commutatif (en
codimension 1) sont maintenant assez bien comprises : dans la partie 3 de cet article
nous réunissons en une théorie cohérente et élémentaire (1’outil principal étant le nombre
de translation relatif de deux difféomorphismes commutatifs de R) les principaux résultats
connus. Nous retrouvons en particulier les résultats suivants :

TuEoREME (Hirsch [Hi]). — Soit C une feuille compacte isolée, de groupe fondamental
commutatif, d’un feuilletage de codimension 1. Si C posseéde une holonomie contractante,
alors C est C'-stable.

Nous montrerons la réciproque : si C n’a aucune holonomie contractante alors C est C!-
instable. Cette condition nécessaire et suffisante se généralise a la classe d’équivalence [C]
(voir le théoréme 3.f.1).

THEOREME (Plante [P]). — Soit F un feuilletage défini par une fibration de base le
cercle S' et de fibre compacte C de groupe fondamental commutatif. Si la monodromie
A € GL (H; (C, R)) de la fibration n’a aucune valeur propre réelle positive, alors tout

euilletage CO-proche de F posséde une feuille compacte difféomorphe a C et proche d’une
8 P
fibre.

La démonstration que nous donnons est trés différente de celle qu’en donnait Plante.
De plus nous montrons que si A n’a pas de valeur propre réelle alors tout feuilletage G,
CY-proche de F, posseéde une feuille compacte C*°-plate (exemple 3.g.5); si G est de plus
transversalement analytique, il est alors conjugué & F (cela redonne un résultat de Ghys
et Sergiescu).

En fait, tout se passe comme si les variations des nombres de translation relatifs des
holonomies pouvaient servir d’indice (type indice de Poincaré-Hopf ou de Lefschetz) pour
les feuilles compactes de groupe fondamental commutatif (voir les commentaires en fin
de paragraphe 3.f).

Le cas d’une variété orientée M de dimension 3 illustre de facon remarquable la
distinction que nous avons faite entre les groupes m; (C) « proches d’un groupe libre » ou
« proche du commutatif ». En effet une feuille compacte C d’un feuilletage F € Fol,, (M)
est alors une surface compacte orientée. Son groupe fondamental 7, (C) ou bien est
commutatif, ou bien se surjecte sur le groupe libre a g générateurs, ou g est le genre de C.

Nous montrerons :

THEOREME 5.1. — Soit M une variété compacte orientée de dimension 3 et soit C une
feuille compacte isolée de genre g(C) 2 2 d’un feuilletage F € Foly, (M). Alors C est
C-instable.

On en déduit :

THEOREME 5.2. — Il existe un ouvert dense O de Fol (M) muni de la C°-topologie tel
que, si F € O, l'une des deux propriétés suivante est vérifiée :
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410 C. BONATTI ET S. FIRMO

(i) M est difféomorphe a S' x S? et F est défini par une fibration de fibre S?.

(ii) toute feuille compacte C de F est difféomorphe au tore T?; de plus la classe
d’équivalence [C] est CO-stable.

Le théoréme 5.1 se montre bien siir en perturbant I’holonomie de C : c’est en fait un
corollaire du théoréme suivant :

THEOREME 5.4. — Soit C une surface compacte orientée de genre g(C) = 2. Alors
tout point fixe isolé d’une action de 7;(C) sur R (par C*®-difféomorphismes préservant
l’orientation) est CO-stable.

Nous remercions R. Langevin et J. C. Yoccoz pour les discussions qui ont affermi les
étapes clé de ce travail.

1. Classes d’équivalence de feuilles compactes

Le r6le de cette partie est de définir les notions de classes d’équivalence, de stabilité
d’une classe, et de décrire les propriétés élémentaires de ces classes d’équivalence.

Cette notion est typiquement de codimension 1. La dimension de la variété M ne joue
aucun rdle : M sera donc une variété compacte lisse quelconque.

a. Définitions
Soit F un feuilletage de codimension 1 d’une variété compacte M.

DEFINITION 1.a.1. — On dit que deux feuilles compactes Cy, C; du feuilletage F sont
équivalentes s’il existe un segment [a, b C R, a < b, et une immersion Cqy X [a, b] —» M
vérifiant les propriétés suivantes :

— pour tout t € [a, b] la restriction i|c, s} est un plongement de Cy dans M.

—i(Cox{a})=Cq et i(Cox{b}=C,.

— pour tout point © € Cq le chemin iy, :la, bj— M défini par i, (t) = i(z, t) est
transverse au feuilletage F.

On dira que 'immersion i réalise ’équivalence entre Cy et C,.

On vérifie facilement que ’on a bien défini ainsi une relation d’équivalence dans
I’ensemble des feuilles compactes de F. Si C est une feuille compacte de F on notera [C]
sa classe d’équivalence.

LeEMME 1.a.2. — La variété M étant compacte, le feuilletage F ne posséde qu’un nombre
fini de classes d’équivalence de feuilles compactes.

Démonstration. — D’aprés [Hae], 1'union des feuilles compactes d’un feuilletage de
codimension 1 d’une variété compacte est compacte. Il suffit dés lors de remarquer que
toute feuille compacte C possede un voisinage U dans M tel que toute feuille compacte C’
rencontrant U est équivalente a C (la codimension 1 est 1a encore nécessaire).

La proposition suivante permet de localiser chaque classe d’équivalence, c’est-a-dire de
lui associer un domaine connexe de M.
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ProposITION 1.a.3. — Soit C une feuille compacte du feuilletage F. L’union des images
i(C x [a, b)), ou i parcourt I’ensemble des immersions réalisant une équivalence entre deux
feuilles compactes équivalentes a C, est un compact de M saturé pour le feuilletage F et
contenant toute feuille compacte équivalente a C.

DEFNITION 1.a.4. — Nous appellerons ce compact le support de la classe d’équivalence
[C] de la feuille C. On le notera supp [C].

Idée de la démonstration : montrer que 1’ensemble des images i (C X [a, b]), (i immersion
réalisant une équivalence entre deux feuilles équivalentes a C) est inductif pour I’inclusion;
pour cela on remarque d’abord que les immersions i, ou bien sont des plongements,
ou bien sont surjectives (de C x [a, b] dans M); la compacité de I’union des feuilles
compactes équivalentes a C permet alors de montrer 1’inductivité. Alors supp [C] est
I’élément maximal de ’ensemble des images i(C X [a, b]) pour la relation d’ordre (le
théoréme de Zorn prouve 1’existence d’un élément maximal, et on montre facilement qu’il
est unique).

Remarques.

l.a.5. D’apres la démonstration de la proposition a.3 il existe une immersion i réalisant
I’équivalence entre deux feuilles Cy, C; équivalente a C, telle que supp [C] soit I’image
i(Cx [a, b]). En particulier supp [C] est connexe. De plus, il vérifie 'une des deux
propriétés suivantes :

— I’immersion i est un plongement. De plus il existe un champ de vecteurs X sur M
transverse a F tel que chaque segment i ({ x } X [a, b]) soit contenu dans une orbite de X.
On’ a alors 9 (supp [C]) = Co U C;.

— supp [C]=M; dans ce cas il existe une fibration 7 : M — S' de fibre C telle que toute
feuille compacte de F soit une fibre de 7, et il existe un champ X transverse a la fibration
et transverse a F.

l.a.6. Il existe un voisinage U de supp [C] dans M tel que toute feuille de F
rencontrant U contient dans son adhérence une feuille compacte équivalence a [C].

En particulier, tout minimal du feuilletage 7, contenu dans supp [C] est une feuille
compacte équivalente a C.

1.a.7. Si C; et C, sont deux feuilles compactes non équivalentes alors :
supp [C1] Nsupp [Ca] = ¢

b. Holonomie d’une classe d’équivalence de feuilles compactes

Soit [C] une classe d’équivalence de feuilles compactes du feuilletage F.
Soit I = [a, b], a £ b, un segment de R.

Soit 7 : R—M un chemin transverse a F tel que 7 (I) soit inclus dans supp [C] et
que 7 (a) et 7 (b) soient chacun sur une feuille compacte de F (équivalente a C).

Notons Diff (R, I) le groupe des germes de difféomorphismes de R définis au voisinage
du segment L.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



412 C. BONATTI ET S. FIRMO

Alors I’holonomie du feuilletage F sur la transversale définie par le chemin 7 induit
un homomorphisme contravariant 4 : w; (C) — Diff (R, I). En d’autres termes, a tout
lacet v sur sur la feuille compacte C est associé un difféomorphisme d’holonomie 4.,
du feuilletage F, défini sur un voisinage du segment I.

Soit 71, - -+, 7» un systtme générateur du groupe fondamental 7; (C). Alors il existe
un voisinage J du segment I et des difféomorphismes d’holonomie h.,,, - - -, h., , associés
aux -y; et définis sur I’intervalle J, tels que ’on ait la propriété suivante :

Une feuille L de Fcoupant le segment T (J) au point T (t) est compacte si et seulement
si t est point fixe commun des h.,, et alors L est équivalente a C.

Soient 7y, ---, i des relations liants les -y;, telles que (y1, -+, Yn, 71, +**, Tk) SOit
une présentation de 7; (C) par générateurs et relations. Rappelons qu’une relation est un
mot dont les lettres sont les ; ou leurs inverses, c’est-a-dire un élément du groupe libre
engendré par les «;. Notons 7} le mot obtenu en renversant I’ordre des lettes de ;. Alors
les h.,,, vérifient les relations r;- au voisinage de I (il a été nécessaire de remplacer les
relations r; par les r}, car I’application qui a un lacet associe son germe d’holonomie est
un homomorphisme contravariant). Notons J, un segment contenu dans ce voisinage, et
contenant I dans son intérieur.

Si G est un feuilletage suffisamment C"-proche de F, a tout -y; est naturellement asocié un
difféomorphisme d’holonomie h.,, (G) de G sur la transversale 7, défini sur un voisinage
de J et C’-proche de h,,. De plus, les h,, (G) vérifient les relations r; au voisinage
de Jo. Enfin, les points fixes communs aux h., (G), contenus dans J correspondent aux
intersections avec 7(J) des feuilles compactes de G proches d’une feuille compacte
(équivalente a C) de F.

Réciproquement, d’aprés [B-H] (théoréme principal) on a la proposition suivante :

Soit i : CxI—M un plongement réalisant 1’équivalence entre les feuilles compactes
passant par 7 (a) et 7(b), tel que 7 (I) C ¢(C x I). Alors :

ProroSITION 1.b.1. — Si hy---h, sont n difféomorphismes locaux de R, définis au
voisinage de J, C'-proches des h,,, 1 < r < oo, coincidant avec les h., hors d’un
petit voisinage de l'intervalle 1 et vérifiant v, j € {1, ---, k} sur Jo, alors il existe
un feuilletage G de M, C’-proche du feuilletage F, coincidant avec F hors d’un petit
voisinage de i : (C x 1), et tel que les holonomies h.,, (G) soient les h;.

Remarque 1.b.2. — Les théorémes 5.1 et 5.2 utilisent la C%-topologie sur I’ensemble des
feuilletages : nous ne pourrons donc pas utiliser la théorie de [B-H] ni la proposition 1.b.1.
Nous aurons donc 2 redémontrer la proposition 1.b.1 dans le cadre de la topologie C° :
nous le ferons a 1’appendice A, proposition A.1, pour les feuilletages des variétés de
dimension 3.

c. Stabilité d’une classe d’équivalence de feuilles compactes

DEFINITION 1.c.1. — On dira qu’une classe d’équivalence [C] de feuilles compactes est
C’-stable, si tout feuilletage G, C"-proche de F, posséde une feuille compacte difféomorphe
a C et proche d’une feuille de F contenue dans supp [C].
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Remarque 1.c.2. — Parler d’une feuille L « proche d’une feuille compacte contenue dans
supp [C] » signifie que I’on s’est fixé une fois pour toute des voisinages tubulaires associés
a une feuille C’ C supp [C] et que la projection de L sur C’ est un difféomorphisme proche
de T’identité.

Remarque 1.c.3. — De méme que pour les feuilles compactes isolées (voir I’introduction),
il faut préciser si les perturbations du feuilletage F, que 1’on autorise, sont locales (définies
seulement au voisinage de supp [C]), globales (définies sur tout M), ou globales a support
locales (définies sur tout M mais coincidant avec F hors d’un voisinage arbitrairement
petit de supp [C]).

2. Généricité des feuilletages dont les feuilles compactes sont stables

Soit M une variété compacte, et Fol(M) I’ensemble des feuilletages de M, de
codimension 1, de classe C°°, transversalement orientés.

Le résultat principal de cette partie est le théoreme suivant, qui fait le lien entre le
théoreme 5.1 et le théoreme 5.2.

THEOREME 2.1. — Pour tout k € {0, 1}, il existe un ouvert dense OF de Fol (M) muni
de la Ck-topologie, tel que, pour tout F € OF on a : toute classe d’équivalence de feuilles
compactes de F est Ck-stable (par perturbations globales de F).

Il est en effet naturel de penser qu’un feuilletage générique ne possede pas de feuille
compacte instable, puisque il suffit de perturber le feuilletage pour « ouvrir » la feuille : la
difficulté réside dans le fait de contrbler qu'une perturbation qui ouvre la feuille compacte
instable ne crée pas d’autres feuilles compactes. Nous verrons que la présence d’holonomie
contractante assure ou bien que la feuille compacte est stable, ou bien qu’une perturbation
qui ouvre la feuille ne crée aucune nouvelle feuille compacte.

L’ouvert dense OF, dont le théoréme 2-1 annonce 1’existence, est construit de la facon
suivante :

— Soit OF P’intérieur, pour la C*-topologie, de I’ensemble des feuilletages possédant une
feuille compacte C telle que H; (C, R)=0.

— Soit OF I’ensemble des feuilletages possédant au moins une feuille compacte C telle
que H; (C, R)# 0, et tels que toute classe d’équivalence de feuilles compactes est C*-stable.

— Soit O I’ensemble des feuilletages sans feuilles compactes et possédant au moins un
difféomorphisme d’holonomie contractant.

— Soit 0% Pintérieur, pour la C*-topologie de ’ensemble des feuilletages 2 feuilles toutes
denses, n’ayant aucune holonomie contractante.

Alors OF = OF U OF U 0% U OF.

Nous montrerons que les OF sont des ouverts disjoints, et que OF est dense, ce qui
prouvera le théoréme.

Commentaires. — Nous ne savons pas s’il existe des variétés telles que O¥ soit non
vide : il serait intéressant de trouver des exemples, s’ils existent. Ceci est li€ a la question
suivante de Rosenberg et Roussarie ([R.-R.] 1975) qui n’est toujours pas résolue :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



414 C. BONATTI ET S. FIRMO

Question. — Existe-t-il des feuilletages par plans sur le tore T* qui soient C'-
structurellement stables ?

a. Feuilletages possédant une feuille compacte C telle que H; (C, R)=0

Le but de ce paragraphe est de comprendre OF.

Rappelons d’abord le fait suivant, qui est un simple corollaire des théorémes de stabilité
de Reeb et de leurs généralisations par Thurston [Th].

THEOREME. — Soit F un feuilletage transversalement orienté, de classe C', r 2 1,
d’une variété compacte M. Supposons que F posséde une feuille compacte C telle que
H; (C, R)=0. Alors :

(i) il existe une fibration T : M — S de fibre C qui définit le feuilletage F (en particulier
toute feuille de F est compacte et difféomorphe a C).

(ii) tout feuilletage C"-proche de F, est défini par une submersion C"-proche de .

En particulier, ’ensemble des feuilletages possédant une feuille compacte C telle que
H; (C, R)=0 est ouvert pour toute C*-topologie, k = 1, et pour chacun de ces feuilletages
la classe d’équivalence [C] est Ck-stable.

On peut a priori penser que [C] peut-étre C%-instable (si, du moins, 7 (C) # 0). Nous
aurons alors besoin du lemme suivant :

LEMME 2.a.1. — Soit F un feuilletage défini par une fibration © : M — S, de fibre C telle
que H; (C, R)=0. Alors :

(i) tout feuilletage C-proche de F et possédant une feuille compacte de premier groupe
d’homologie nul est défini par une fibration 7' : M— S, de fibre C telle que ©' soit
CO-proche de .

(ii) F posséde un voisinage U dans Fol (M) muni de la C°-topologie tel que I’ensemble
des feuilletages G € U, tels que G ne posséde pas de feuille compacte de premier groupe
d’homologie trivial, est ouvert dans U.

En d’autres termes : si une feuille compacte C, telle que H; (C, R)=0 est C’-instable,

une CP-perturbation qui ouvre la feuille C ne peut pas recréer une feuille compacte C’
telle que H; (C’, R)=0.

Démonstration. — Soit o : S' —M une section de la fibration 7, soit p:R—=S! le
revétement universel de S'. La composée o o p fait de R une transversale compléte F, et
donc de tout feuilletage suffisamment C%-proche de F.

Soit 71, -+, ¥, un systtme générateur de 7 (C). Alors 2 tout feuilletage G, C°-proche
de F, et a tout 7; on associe un difféomorphisme d’holonomie g; de G « le long de ~; »,
C%-proche de I’identité, et défini sur un voisinage du segment [-4 7, 4 ] de R (rappelons
que o o p ([-4 w, 4 w]) coupe toute feuille de G).

De plus, pour tout ¢ €[-4 7, 4 7], les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) oop (t) est sur une feuille compacte de G difféomorphe a C et proche d’une fibre de .
(ii) ¢ est point fixe commun des g;.

De plus, si (i) ou (ii) est vérifiée, les g; sont tous égaux a l’identité, et G est défini
par une fibration 7’ C°-proche de .
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