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LE SCHÉMA DE HILBERT DES COURBES
GAUCHES LOCALEMENT COHEN-MACAULAY

N'EST (PRESQUE) JAMAIS RÉDUIT

PAR MIREILLE MARTIN-DESCHAMPS ET DANIEL PERRIN

ABSTRACT. — Let k be an algebraically closed field of characteristic zéro. Let Hd,g dénote thé Hilbert scheme
of locally Cohen-Macaulay curves of degree d and genus g contained in thé projective space P|. If d ^ 6 and
g ^ (d-3)(d-4) _)_ ̂  7^, is not reduced. There exists an irreducible component, which is not generically reduced,
and such that thé underlying reduced scheme is smooth, of dimension ^d{d — 3) + 9 — 2g. Thé points of this
component correspond to curves C such that thé values of thé function n i-̂  h1 Je (n) are maximal.

Introduction

On désigne par Hd,g le schéma de Hilbert des courbes localement de Cohen-Macaulay de
l'espace projectif P3 (sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro), de degré
d et de genre arithmétique g. Le but de cet article est d'exhiber, pour presque tous les
couples d^ g pour lesquels ce schéma de Hilbert est non vide, une composante irréductible
non réduite de Hd,g- La composante en question est formée de courbes extrémales au sens
où elles atteignent les bornes supérieures pour les valeurs des ^Jc^n} telles qu'elles sont
données dans [MDP4], cf. O.b ci-dessous. Ces courbes ne sont pas réduites en général.
Notre résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 4.3. - On suppose :

^ç, , ^ (^-3)(d-4) , ^d > 6 et g <: ————_———— + 1.

Alors le sous-schéma H^^p formé des courbes extrémales de Hd,g est lisse, ensemblistement
égal à une composante irréductible de H ^ ^ g , de dimension

^-d{d - 3) + 9 - 2g.
L

Cette composante n'est pas génériquement réduite. De plus, le schéma Hd,g contient des
courbes non extrémales donc n 'est pas irréductible.

Pour le cas d < 6 et le cas g > (d~3)^~4) + 1, le lecteur se reportera aux énoncés
précis 4.1, 4.2 et 4.3. Dans le dernier cas, avec l'hypothèse supplémentaire g < ( ~ ^ ~ j
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758 M. MARTIN-DESCHAMPS ET D. PERRIN

(le cas g = ( ~2^d~3-) correspond à des courbes arithmétiquement de Cohen-Macaulay et
est bien connu) nous montrons que le schéma de Hilbert (qui ne contient que des courbes
non connexes ou non réduites) est irréductible grâce à un résultat d'Ellia, cf. [E], mais
qu'il est encore non réduit, soit parce qu'il n'est pas génériquement réduit, soit parce qu'il
contient une composante immergée.

La méthode de démonstration du théorème ci-dessus s'inscrit dans la droite ligne de
notre philosophie pour la classification des courbes gauches telle qu'elle est énoncée dans
[MDP1,2]. On note d'abord que le module de Rao des courbes extrémales est un module
intersection complète (ou "de Koszul"). L'espace de ces modules est très simple, de sorte
que "l'étape du bas" est facile. On utilise alors "l'étape intermédiaire" de [MDP1] pour
en déduire la structure du schéma H^^p des courbes extrémales. Puis, notamment par des
techniques de déformations infinitésimales inspirées de [W] et [F], on conclut en décrivant
"l'étape du haut", i.e., le rapport entre H^^p et îld.g-

Le lecteur que les courbes non réduites effrayent, trouvera au §5 une application de
notre travail à l'étude du schéma de Hilbert H° des courbes lisses : nous donnons un
moyen systématique pour trouver, pour tout d > 144 (resp. d > 7225), des entiers g tels
que les schémas de Hilbert H° ne soient pas réduits (resp. ni réduits, ni irréductibles).
Cela est conforme à un autre principe énoncé dans [MDP1] : la connaissance des courbes
minimales d'une classe de liaison (et les extrémales sont bien des courbes minimales)
donne nombre de renseignements sur les autres courbes de la classe (et on sait que toute
classe contient des courbes lisses). Dans le cas présent le point technique utilisé est un
résultat de Kleppe sur les schémas de drapeaux, cf. [K].

Dans une prépublication du LMENS, numéro 94-14, nous avions annoncé que le schéma
de Hilbert n'était presque jamais connexe, en montrant pour cela que la composante des
courbes extrémales était ouverte (Proposition 3.1). Nous nous sommes aperçus que cette
dernière assertion était inexacte et que cela pouvait infirmer la non connexité du schéma
de Hilbert. Ainsi, le schéma H^Q est connexe (cf. 4.4), contrairement à ce que nous
affirmions alors. La question de la connexité du schéma de Hilbert (des courbes localement
Cohen-Macaulay) demeure donc ouverte.

0. Préliminaires

a. Courbes

On désigne par k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, par P3 l'espace
projectif P| et par R l'anneau de polynômes fc[X, Y, Z, r]. Si T est un faisceau cohérent
sur P3 on note H^ l'espace vectoriel ^(P3,^), h1^ sa dimension, et on pose
H^ = ©.ez^H-

On appelle courbe un sous-schéma de P3 de dimension 1, sans composante ponctuelle
(immergée ou non), c'est-à-dire localement de Cohen-Macaulay. Ces courbes ne sont pas
nécessairement réduites. Si C est une courbe de P3, on note Oc son faisceau structural, Je
le faisceau d'idéaux de 0-ps qui la définit et le son idéal saturé : le = (BneN H^JcÇn].
On pose aussi Ac = ®^z H°0c(n) et Bc = ©^z ffVc(n) = Q^H^cÇn).
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LE SCHÉMA DE HILBERT DES COURBES 759

Le degré de C est noté d et son genre arithmétique g (il peut être négatif). Ils sont
définis par la formule x°cW = nd + 1 - g. On note H^g (resp. H^g) l'ouvert du
schéma de Hilbert Hilbp^1"5 formé des courbes localement Cohen-Macaulay (resp. des
courbes lisses).

Dans ce qui suit nous supposerons de plus que les courbes ne sont pas planes. On a
alors l'inégalité classique, cf. par exemple [H2] ou [MDP4] :

(D ^(d^3'.
Le module de Rao de C : Me = Q)nez ^^cW est un Jî-module de longueur finie qui
joue un rôle essentiel dans la classification des courbes gauches, cf. par exemple [MDP1].
Les courbes dont le module de Rao est nul sont dites arithmétiquement de Cohen-Macaulay
(ACM). Pour les courbes non ACM l'inégalité (1) ci-dessus est stricte.

Si M = Q)n^z ^n est un Jî-module gradué de longueur finie on appelle fonction de
Rao de M la fonction à support fini p définie par p{n} = dim/c Mn. Dans le cas du module
de Rao de C on pose pc{n) = ̂ JcW- On pose aussi :

SQ = mî{n e N | h°Jc{n) / 0 }, e = sup{n G Z | ^OcÇn) ̂  0 },

et, si la courbe C n'est pas ACM :

^ = i n f { n G Z | ^JcÇn) / 0 }, r, = sup{n e Z | ^ J c W ^ O } ^ ) .

Rappelons aussi, cf. [MDP1], que le module dual de M est le fc-espace vectoriel M* =
(j) ^Homfc(M_^Â;), muni de la structure de Jî-module définie par a.f(x) = f{ax) et
de la graduation définie par (M*)n = (M_y,)*.

Soit (Lç,a^) une résolution de Me par des lî-modules libres gradués de type fini.
On peut en déduire les deux résolutions suivantes de le, dites respectivement de type
E et N (cf. [MDP 1]) :

0 - ^ E o e L ^ F ^ I c - ^ O

o ̂  P -^ No e L' -> ic -^ o,
où EQ (resp. No) est le noyau de 0-2 (resp. ai), et où F , P , L , L ' sont des Jî-modules
libres gradués de type fini.

Plus précisément il existe un diagramme commutatif dont les lignes sont des résolutions
graduées minimales de Acs Me et le '•

0 -> P - ^ L i e I / ^ L o C . R ^ A c - ^ 0

!' 1' l !-4^ 4^ -4^ 4-

0 -^ 7.4 ^ Ls ^ Lî ^ £1 ^ Lo -. Me ^ 0

-ç 0-4 ©0 ,- y- 0'3 Z7 _. 7" _. H0 ^ L/4 —^ ^3 © L —> r —^ le —^ ^

(*) La lettre r et les indices a et o (et non 0) sont choisis pour évoquer le nom de Rao.
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760 M. MARTIN-DESCHAMPS ET D. PERRIN

et où i (resp. q) est l'injection (resp. la projection) canonique.
On peut remarquer qu'en dualisant la première (resp. la deuxième) ligne, on obtient une

résolution graduée minimale de B^(4) (resp. de AÇ(4)). On notera J7^ le complexe de
la première ligne. Le complexe

T* _ ^ > _ c ' 2 r ^ rfal(LTJ c — r——>L^ (B L ——>LQ

est, à décalage près, la "monade" au sens de [W] ou [F] qui graduent ce complexe en
posant (Jc)-i = LQ . On prendra ici la convention (J'c)o = LQ.

b. Courbes extrémales

Nous avons donné dans [MDP4] des bornes explicites pour les valeurs de Ta, To et de
la fonction de Rao pc en fonction de d ^ g . Nous nous intéressons ici aux courbes qui
atteignent ces bornes :

DÉFINITION 0.1. - Soit C une courbe non ACM de P3. On dit que C est extrémale si elle
atteint les bornes de [MDP4], i.e., si on a :

(d-2)(d-3) d ( d - 3 )
7, = g + 1 - -———-j———-, r, = ^ - g ,

et, pour tout n tel que 0 < n < d — 2 :

(d-2)(d-3)
Pc{n) = ———^——— - g.

La fonction de Rao d'une courbe extrémale est entièrement déterminée :

NOTATION ET PROPOSITION 0.2. - Soit C une courbe extrémale. On pose

l = d - 2 et q^-2^-3)-,.

On a alors a > 1, l > 0, Ta = 1 — a, fo = û+^ — 1 et la fonction de Rao pc{^) ^st constante
et égale à a pour 0 < n < l. Entre Ta et 0 (resp. l et To) la fonction pc est strictement
croissante (resp. décroissante) et on a : pc(—k) = (a7fc) P0^ k > 0, pc(l + k) = (a7A;)
pour k > 0 (avec les conventions usuelles sur les coefficients binômiaux).

Démonstration. - L'assertion sur la croissance (resp. la décroissance) de pc est dans
[MDP4] (Prop. 2.3) et, vu les valeurs de Ta et r-o, la fonction pc est alors bien déterminée.

c. Modules de Koszul

Rappelons la définition d'un module intersection complète (nous dirons plus volontiers
module de Koszul) :

DÉFINITION 0.3:
1) Soient ni < n^ < n^ < 714 quatre entiers > 0. On appelle module de Koszul de

degrés ni, 72,2, ^3, ^-4 un R-module gradué de la forme R/(fi, /2, /3, f^) où (/i, /2, /3, î^)
est une suite régulière d'éléments de R, homogènes de degrés respectifs Tii, 77,2, ^3,72,4.
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LE SCHÉMA DE HILBERT DES COURBES 761

2) Soient a et l deux entiers avec a > 1 et l > 0. On appelle module de Koszul extrémal
de paramètres a, l un module de Koszul de degrés 1,1, a, a + L

Rappelons que la résolution minimale d'un module de Koszul M est donnée par le
complexe de Koszul (ce qui motive l'appellation) :

4 4

0 -^ R(-^ -> Q)R(n, - ̂  -^ Q)R{-rii - n^ff)R(-n,)^R -^ M -^ 0
î=l i<j i=l

avec v = ni + 77,2 + 77,3 + 77,4. On notera qu'un module de longueur finie qui admet une
résolution dont les deux premiers termes sont de rangs respectifs 1 et 4 est nécessairement
un module de Koszul.

PROPOSITION 0.4. - Soit M un module de Koszul de degrés ni, 77,2,77,3, 77,4.
1) La fonction de Rao p de M ne dépend que des n^ précisément on a :

p w = ( n ~ v + 3 } - t ( n + n t v + 3 ] + E ( n - n i - n 3 + 3 }
v " / i=l \ " ) Ki<j<4 \ ° ^

_ ̂  (n - m + 3\ (n + 3\

èïV 3 ) V 3 )
2) Réciproquement les degrés ni sont bien déterminés par la fonction p.

Démonstration. - Le point 1) vient de la résolution de M. Pour le point 2), si la
résolution de M est notée :

0 -^ £4 -^ La -^ £2 -^ ^i -^ LQ -^ M -^ 0

avec L, = Q RÇ-n)1^
nçZ

on voit aussitôt qu'on a

4

w=
î=0

^)=E(- l)^(n)=94^)
où l'on a posé, pour une fonction / : Z -^ Z, Qf(n) = f(n)-f(n-l) (cf. [MDP2] III 4.3).
On vérifie alors aussitôt, dans le cas de Koszul, les faits suivants :
- ni est le plus petit entier n > 0 tel que l(n) < 0,
- si l(n^) < —2 on a 77/2 = ^i?
- si Z(ni) = —1, n2 est le plus petit entier n > n\ tel que Z(n) < 0.
Ceci détermine ni et 712 donc ni + 77,2-
- si ^(ni) < —3 on a 72,3 = ri2 = ^15
- si l(n^) = —1 et ^712) ^ —2 on a 713 = 7i2,
- sinon, s'il existe n avec 712 < ri < 77,1 + 77,2 et l(n) < 0, 77,3 est le plus petit entier

vérifiant cette propriété,
- sinon, si l{n^ + 712) = 0 on a 77,3 = 711 + 712,
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762 M. MARTIN-DESCHAMPS ET D. PERRIN

- sinon, enfin, 713 est le plus petit entier > ni + 713 tel que l(n) < 0.
Ceci détermine 77-3 et 714 est déterminé par le fait que 711+77,2+713+714 est le plus

grand entier n tel que l{n) > 0.

L'intérêt des modules de Koszul extrémaux tient au fait que leurs courbes minimales
sont des courbes extrémales, cf. [MDP4] :

PROPOSITION 0.5. - Soit M un module de Koszul extrémal de paramètres a et l.
1) Toute courbe minimale C associée à M est une courbe extrémale (dite de type

Koszul (*)).
2) On a d = l + 2, g = -a + (d - 2)(d - 3)/2, SQ = 2, e = l - 2.
3) La fonction de Rao pcW àe C est donnée par les formules de 0.2.
4) La courbe C admet la résolution de type E suivante :

0 -^ R(-a - l - 3) -^ R{-3) C R(-l - 3) C R(-a - l - 2)2

-^ R{-2)2 9 R{-1 - 2) C R(-a - l - 1) -> le -^ 0.

5) Les valeurs non nulles du caractère de postulation 7^ = 7 de C sont les suivantes :
a) Si a > 2 et l > 0 :

7(0) = 7(1) =-1, 7(2) =1,

7^ + 2) = 1, 7(û + l + 1) = 1. 7(a + ; + 2) = -1,

Z?) '̂ a > 2 ^ Z = 0 :

7(0) = 7(1) = -1, 7(2) = 2, 7(^ +!)=!, 7(û + 2) = -1,

c) Si a = 1 et l > 0 :

7(0) = 7(1) = -1, 7(2) = 1, 70 + 2) = 2, 7^ + 3) = -1,

J) Si a = 1 ̂  ; = 0 :

7(0)= 7(1)--1, 7(2) =3, 7(3)=-!.

Démonstration. - Les courbes minimales des modules de Koszul (et notamment leur
résolution de type E et leur décalage) ont été calculées dans [MDP1] IV 6.7. On en déduit
aussitôt le caractère de postulation par [MDP1] II 5.2 et le degré et le genre par [MDP1]
1 2.6. On vérifie alors que les courbes sont extrémales et que leur fonction de Rao est
donnée par les formules ci-dessus.

(*) Nous montrerons ci-dessous que toute courbe extrémale est, en fait, de type Koszul.
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d. Description des courbes extrémales de type Koszul

Nous décrivons dans ce paragraphe les courbes minimales associées à un module de
Koszul extrémal M de paramètres a et l. Quitte à faire un changement de variables dans
l'anneau R on peut supposer M de la forme M == R/(X, Y, F, G) avec F et G homogènes
de degrés respectifs a et a + l. On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 0.6. - Soit C une courbe minimale associée au module M.
1) On suppose a > 1. On a

le = (X\XY,gY\XG + gYF)

où g est un polynôme non nul, homogène de degré l en Y, Z, T. Une telle courbe sera dite
de type I. Il y a deux cas :

(i) Si l = 0 la courbe obtenue, de degré 2 et genre —a est une structure double sur
la droite X = Y = 0.

(ii) Si l > 0 et si on pose g = Yngf avec 0 < n < l et g' non multiple de Y on a

le = ÇX, g ' ) n (X2, XY, V^2, XG + g'Y^F}

et C est la réunion schématique transversale d'une courbe plane r\ de degré l — n et
d'une structure n + 2-uple T^ sur une droite.

2) On suppose a = 1. Il y a deux cas :
(i) Pour la courbe minimale générale C on a le = ÇXF, Y F, XG, Y G) et C est réunion

disjointe de la droite X = Y = 0 et de la courbe plane F = G = 0. On dira que la
courbe est de type I I .

(ii) Dans le cas spécial, l'idéal le est de la forme vue en 1 ci-dessus :

le = {X\XY,gY\XG + gYF)

(de sorte que la courbe est de type I ) et on a encore les deux cas vus en 1 (i) et 1 (ii) : une
structure double sur une droite tracée sur une quadrique si l = 0, ou l'union schématique
d'une structure multiple sur une droite et d'une courbe plane si l > 0.

3) L'ensemble C" des points où l'espace tangent à C est de dimension 3 (les très mauvais
points de C au sens de [MDP3]) est vide dans le cas des courbes de type I I . Dans le cas des
courbes de type I il est fini et égal à V(X, Y, G, g). Il est vide pour un choix général de g.

Démonstration. - En vertu de [MDP1] IV 6.7 les courbes minimales associées à un
module de Koszul extrémal M = R/(X^ Y, F, G) sont obtenues en considérant la flèche 02 :

Z/2 = -K(-2) C R(-a - l)2 C R(-a - l - l)2 C R(-2a - l)
-^ LI = RÇ-1)2 C R{-a) C R(-a - l).

Cette flèche, qui intervient dans la résolution de M, a pour matrice :
/ Y F 0 G 0 0 \

-X 0 F 0 G 0

0 -X -Y 0 0 G

Y 0 0 0 -X -Y -F )

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



764 M. MARTIN-DESCHAMPS ET D. PERRIN

On choisit ensuite un isomorphisme ^ : P = R{-2) 9 R(-a -1 - 1) -^ £2 de P sur un
facteur direct de 1/2 et on considère la composée j = 02^ : P —> L\ qui est à valeurs dans
le noyau N de o-i : £1 -^ I/o = -K- Si la flèche ainsi obtenue j : P -^ N est injective et
si son conoyau est sans torsion (ce qui est le cas pour y? général en vertu de [MDP1] IV)
ce conoyau est l'idéal tordu d'une courbe minimale C associée à M et toutes les courbes
minimales s'obtiennent ainsi. De plus, l'idéal 1 engendré par les 2-mineurs de j : P -^ Li
est un idéal de définition de C (non saturé a priori).

Cet idéal 1 et la courbe associée se calculent aisément en fonction du plongement (p. Le
détail du calcul est laissé au lecteur. Il y a plusieurs cas à considérer selon les valeurs de a et
; et selon le fait que certains termes de la matrice ̂  sont nuls ou non. Par exemple, lorsque
a est égal à 1, on doit considérer le terme de (p qui envoie R(—a — l — 1) = R(—l — 2)
dans R(-2a - l) = R(-l - 2). Ce terme est une constante ; si elle est non nulle on
obtient une courbe de type II et sinon la courbe est de type I. On obtient ainsi les deux
formes des idéaux annoncées ci-dessus.

Comme 1 définit C, son idéal saturé est égal à le. Mais comme le admet la résolution
donnée en 0.5, ses générateurs ont les mêmes degrés que ceux de 1 ce qui prouve que
les deux idéaux sont égaux.

Montrons l'assertion l.ii sur l'union schématique. Il est clair que le est contenu dans
l'intersection des deux idéaux. Comme l'union des 1̂  est transversale puisque Y ne divise
pas g>r, la réciproque vient de l'égalité des degrés.

Il reste à calculer C " . Le cas du type II est clair. Pour le type I, si le point P appartient
au fermé V(X,Y,G,g) toutes les équations de C sont dans m2?. Si P est dans C mais
pas dans V(X, Y, G, g) on voit que l'équation XY (resp. XG + Y g F ) est dans mp et pas
dans m2? si Y ^ mp (resp. si G ^ mp ou si Y, G e mp mais g ^ mp).

e. Variations autour de la suite exacte de comparaison

Dans tout ce qui suit, on notera Hom(.,.) (resp. Ext'(.,.)) le bifoncteur des
homomorphismes de .R-modules gradués, homogènes de degré 0, ou le bifoncteur des
homomorphismes de Op -modules (resp. ses foncteurs dérivés).

Rappelons que pour toute courbe C on a une suite spectrale (des foncteurs composés)

E^ = Ext^-îWc)) -> Ext^ÇJc^Jc)

dont voici la suite exacte des termes de bas degré (dite suite exacte de comparaison) :

M 0 -. Extl(JcJc)-^Extl?^c)-6^Hom(Jc,Mc)d^Ext2(Jc^c).

On peut décrire ainsi les flèches <$i et 8^, cf. [F] :
- soit T] G Ext^Jc^c) et 0 —> le —> G —> le -^ 0 une extension associée. L'image

de T] par 6-^ est la classe dans Ex.^ÇJc.Jc) de la suite exacte exacte de faisceaux
correspondante;
- soit ç G Ext^Jc^c) et 0 -^ Je -^ G -^ Je -f 0 une extension associée. En

passant à la cohomologie on obtient la suite exacte :

0 -^ le -^ H^Q) -. Ic-^Mc -^ Hl(Q) -^ Mc^Bc = H2, Je
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et l'image de ç par 6-2 est rhomomorphisme de connexion 6^.
On a d'ailleurs aussi une flèche 63 : Ext^^c? Je) -^ Hom(Mc, Bc) telle que l'image

de ^ par 63 soit rhomomorphisme de connexion 6^.
Nous allons donner une autre description de la suite (^r) que nous utiliserons dans les

calculs. Notons Ac = H^Oc. De la suite exacte courte : 0 -^ R / I c -^ Ac —^ Me -^ 0
on déduit la suite :

0 ̂  ïiom(Ic^R/Ic)^ïiom(Ic,Ac)^ïiom(Ic^Mc)^E^\Ic,R/Ic)
^Ext^Ac)

On a aussi des homomorphismes de connexion :

ai : QomÇIc^R/Ic) -^ Ext^Wc),

02 : Exi\Ic^R/Ic) -^ Ext^JcJc),

a[ : îiom(Jc^Oc) -^ Ext\Jc^Jc).

LEMME 0.7. - Soit {3 rhomomorphisme obtenu en composant a[ avec l'isomorphisme :
Hom(Jc'î Ac) ^ Hom(^7c'î Oc\ On a un diagramme commutatif de suites exactes :

0 -^ îîom(Ic,R/Ic) ^ Hom(Jc,Ac) ^ Hom(Jc,Mc)

i"1 [p II4- 4 II

0 ^ Ext^JcJc) ^ Ext'^c^c) -^ Hom(Jc,Mc)

dans lequel les flèches verticales sont des isomorphismes.

Démonstration. - La vérification de la commutativité est laissée au lecteur. Puisque C
est localement Cohen-Macaulay, a[ est un isomorphisme, donc aussi /3 et ai.

LEMME 0.8. - Les noyaux de 6 et a^è sont égaux.

Démonstration. - On a une suite exacte longue :

0 ̂  îiom(Ic,R/Ic)^Ext\Ic,Ic) -^ Ext^Jc,^) ̂  E^\Ic,R/Ic)^^{Ic^c)

et puisque ai est un isomorphisme, rhomomorphisme Ex.^Çlc.R) -^ Ex^ÇIc.R/Ic)
est injectif. On a un diagramme de suites exactes :

ïîom(Ic,Mc)

['
0 -^ E^t\Ic,R) -^ Ext\Ic,R/Ic) ^ Ext^Jc^c)

1
Ext\Ic,Ac)
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et il suffit donc de montrer que la flèche composée Ex^Çlc.R) —^ Ex^Çlc^R/Ic) —^
Ex^Çlc^Ac) est injective. Mais on a un diagramme commutatif :

Exi\Ic,R) ^ Ext\Jc,Op)[ i
Exi\Ic^Ac) -^ Exi^Jc.Oc)

Puisque a[ est un isomorphisme, la flèche verticale de droite est injective, d'où le résultat.

COROLLAIRE 0.9. - On a une suite exacte

0-^ Extl(Jc^c)A^Extl(Jc^c)^Hom(Jc,Mc)^Ext2(JcJc).

RAPPELS 0.10. - Soient (L\6') et (Z/',^') deux complexes de Jî-modules gradués, et
W1 = Hom^Z/,!/*) l'ensemble des homomorphismes de complexe ^ : L' -^ L ' 9 de
degré %. On obtient ainsi un complexe W9 dont les différentielles d1 : W^ —>• H^+1 sont
données par d^ = 8^ + {-l)^+1^8. Soit Z^W) (resp. B^W)) l'ensemble des cocycles
(resp. des cobords) de W\ On désigne par Ext^I/,!/*) les groupes de cohomologie du
complexe Z^W^/B^W).

Si L9 (resp. L ' ' ) est une résolution d'un module M (resp. M'), on montre qu'on a
Ext^L^L'") = Ext'(M,M7). Dans ce cas, on désigne aussi ce groupe par Exi\L\M')
ou par Ext^M,^').

On a vu en a) qu'il existe un diagramme commutatif de complexes :

0 ^ P ^ Lié 77 ^ Lo ^ Me ^ 0

1' 1' II II
0 ^ L4 ^^ ^3 ^ ^ ^ L, ^ Lo -^ Me -^ 0

„ ,- o-4©0 r ^ r ^ r 7- _ . 00 —» jb4 ——^ ^3 Q L ——> r —>• le —» U

D'après ce qui précède, ce diagramme donne un élément canonique u de Ext^Mc, Ic\
et grâce à l'accouplement de Yoneda : îîom(Ic,Mc) x Exi2(Mc,Ic) —> Ext^Jc'^c).
(resp. Ext^Mc^c) x Hom(Jc,Mc) ̂  Ext2(Mc,Mc)) deux homomorphismes :

u, : Hom(Jc,Mc) -^ Ext^Jc^c) et H* : Hom(Jc,Mc) ̂  Ext^Mc^Mc).

De même, on obtient ainsi un élément canonique v de Hom(Jç,Mc) (voir a)).
Mais, d'autre part, on a des isomorphismes Hom(Mc,Bc) ^ Hom(B^(4),M^(4)) ^
Ext2(Mc,^c) construits de la manière suivante : à p. : Me —^ BC oi1 associe
/^*(4) : ̂ (4) —^ M^(4), qui se relève en un homomorphisme de complexes de degré 0
entre les résolutions graduées minimales de 5^(4) et de AÇ(4). Or on a vu en a) (en
gardant ici les mêmes notations) que ces résolutions ne sont autres que les complexes duaux
respectivement de J ' ç et de Lç. Par dualité on obtient un homomorphisme de complexes,
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de degré 2 : L'ç —> J ' ^ —> Jç dont la classe dans Ext^Mc,^) est l'image de p,
cherchée. On laisse au lecteur le soin de vérifier que c'est bien un isomorphisme. Alors, on
déduit encore par Yoneda deux homomorphismes v^ : Hom(M<^, Bc) ^ Ext^Mc, J^) —^
ExtVc^c) et v ' : Hom(Mc,Bc) ^ Ext^Mc^c) -^ Ext^M^Mc).

LEMME 0.11. - Les homomorphismes u^ et a^ë sont les mêmes.

Démonstration. - Soit 6 ç Hom(Jc, Me). Il se relève en 0o 5 ^ 1 5 ^ 2 qui donnent un
diagramme commutatif de suites exactes :

0 -> £4 -^ L^e L -^ F -^ le ^ 0

\Ô2 \ôl \OQ \0

0 -^ 1.4 -^ Ls -> L^ ^ Li -^ Lo -^ Me -^ 0

il i- i' i« i ili i ^ -^ ^ ^ i i
0 ^ 2.4 (T-leo LsC^ -^ F -^ R -^ Ac -^ Me -^ 0

(la deuxième partie de ce diagramme est celle qui définit u).
Alors 6(0) (resp. a^è(6}) est la classe de (p02? ç^i) (resp. de p6^) dans Extl(Jc'51^1 le}

(resp. Ext^Jc^./c)), donc on a a^8(0) = u^(0).

Remarque 0.12. - Walter, cf. [W], a décrit la flèche d^'1 de la suite spectrale en utilisant
cet élément u. On peut montrer qu'elle est aussi égale à u^, de sorte que la suite exacte
que nous avons obtenue est une variante de la suite de comparaison.

1. Étude des courbes extrémales

Le résultat suivant montre qu'il n'y a pas d'autres courbes extrémales que celles étudiées
précédemment, c'est-à-dire qu'elles sont toutes de type Koszul.

THÉORÈME 1.1 . - Soit C une courbe extrémale de degré d et genre g et soient a^l les
entiers définis comme en 0.2. Alors, le module Me (a — 1) est un module de Koszul extrémal
de paramètres a^l et la courbe C est une courbe minimale associée à ce module.

Démonstration. - Si d = 2, une telle courbe est une structure double non ACM de
genre —a sur une droite, et Migliore (cf. [Mi]) a montré que son idéal est de la forme
(X2, XV, Y2, XF + Y G) avec F et G des polynômes homogènes de degré a sans facteur
commun. C'est donc une courbe minimale associée au module de Koszul (extrémal de
paramètres a, 0) M = R/(X^ Y, F^ G). Nous supposerons dorénavant qu'on a d > 3.

Rappelons brièvement la manière dont nous avons obtenu la borne supérieure de la
fonction p = pc dans [MDP4].

Soit H un plan général (qui coupe proprement C) et soit Z l'intersection schématique
de C et H qui est un sous-schéma fini de H, de degré d. On note Jz le faisceau d'idéaux
qui définit Z dans H. On établit alors des inégalités successives faisant intervenir la
cohomologie de Je et celle de J z - Dans le cas présent, puisque la borne est atteinte
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