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LA CONJECTURE DE LANGLANDS LOCALE POUR
GL(n, F) MODULO ¢ QUAND ¢ # p, £ >n

PAR MARIE-FRANCE VIGNERAS

RESUME. — SoitF' un corpsp-adique. Nous allons démontrer que la conjecture de Langlands locale entre
les Q,-représentations irréductibles supercuspidale§iti¢n, I) et lesQ,-représentations irréductibles
de dimensiom du groupe de WeilV est compatible avec la réduction moddlquand? # p, £ > n.
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ABSTRACT. — Let F' be ap-adic field. We will prove that the local Langlands conjecture between
the supercuspidal irreducibl@,-representations ofiL(n, F') and the irreducibleQ,-representations of
dimensionn of the Weil groupi is compatible with the reduction modufavhen? # p, £ > n.
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Soientp un nombre premierF’ un corps local non archimédien de corps résidiglde
caractéristique, ayantg éléments,F' une cléture algébrique séparable He W le groupe
de Weil deF'/F, et W2 le plus grand quotient abélien séparéltie.. La loi de réciprocité de
la théorie du corps de classes est un isomorphisme topologitiaelV 2" ; on la normalise, de
sorte que l'invers&r ! d’un Frobenius arithmétique corresponde & une uniformigantie F*.

La conjecture de Langlands locale est une généralisation de la loi de réciprocité.

Soient/ un nombre premier distinct dg, 1 < n un entier,Q, une cléture algébrique du
corps des nombreé&adiques,Z, 'anneau de ses entier¥), le corps résiduel d&, : une
cléture algébrique du corps finiAéléments. PosonB = Q, ou R = F; ; notonsScusp z (G)
I'ensemble des classes d’'isomorphisme @ereprésentations irréductibles supercuspidales (a
ne pas confondre avec cuspidalessi= Fy) de G := GL(n, F'), et Irrg(W)(n) 'ensemble
des classes d'isomorphisme dBsreprésentations irréductibles du groupe de WEi, de
dimensionn.

La conjecture de Langlands locale concerne des représentations complexes; on se raméne a
desQ,-représentations, en fixant une racine carréde q dansﬁz, et un isomorphisme entre
CetQ, envoyant, /g sur«. Par la conjecture de Langlands locale (démontrée par Laumon—
Rapoport—Stuhler sk est de caractéristique 0 et par Harris—Taylor [8] et Henniart [9] &
est de caractéristiqu®, il existe une bijection entrScusp@(G) et Irr@(W)(n), invariante

par les automorphismes @, fixanta, respectant les fonctiorset les facteurs de paires; on
I'appelle la bijection de Langlands s(,.

Si ¢ > n et F de caractéristiqué, on montrera que la bijection de Langlands € est
compatible avec la réduction moduleet que sa réduction modul@onne une bijection (unique)
entrelrrg (W)(n) etScuspg, (G) ; on l'appellerala bijection de Langlands 0.

On obtiendra les résultats nouveaux suivants gourn et F' de caractéristique :
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— Les restrictions aux éléments elliptiques des caracterésdg, (G) sont linéairement
indépendantes,
— Le changement de base [1] et I'induction automorphe [7] pour les représentations
supercuspidales sont compatibles a la réduction madulo
Il'y a quelques années, javais étudié les correspondances de Langlarisdanms le cas
n =2 [12,13], et conjecturé la correspondance locale de Langlands,sii®], en pensant que
sa démonstration serait une conséquence de la description de la correspondance de Langlands
avec les types (c’est certainement vrai, Bushnell et Henniart ont déja beaucoup de résultats),
et de la classification deB,-représentations irréductibles @d.(n, F'). La démonstration est
née de la conviction de Michael Harris que I'on avait assez d’informations pour démontrer la
correspondance locale de Langlands Bur L'induction automorphe de Henniart—Herb et les
calculs de germes et de transformées de Fourier d’intégrales orbitales, qui impliquént que
est le “cas régulier de I'analyse harmonique modtilpour un groupe réductjf-adique de type
A,—1[22], jouent un rble essentiel.

1. Le théoréme principal

Une Q,-représentation de longueur finiede G d’espacel/, est diteentiéresi V' contient
un Z,-sous-module libreL, contenant une base dé, stable parG, de type fini comme
Z,G-module. On dit qud. est unestructure entiérele .

La représentatio, @ F, de G surF, est de longueur finie, et sa semi-simplifiée ne dépend
pas du choix dd. [15, 11.5.11]. On I'appellda réduction moduld de, et on la note,.

Siw et sont deuxQ,-représentations d&, de longueur finie, entiéres, de réductions modulo
¢ isomorphes, on note = .

On utilise les mémes notations pdiiir (le cas galoisien).

Pour simplifier, on supprime l'indic& lorsqueR = Q,, on identifier & son espack ou a
sa classe d’isomorphie. 8ie Scusp(G), o € Irr(IW)(n) se correspondent par la bijection de
Langlands locale, on note« o ouo < 7.

Une Q,-représentation (dans le cas galoisien ou non) entiégst dite/-irréductiblesi r,m
est irréductible. Dans le cas non galoisien, elle est@#apercuspidalsi r,7 est irréductible
et supercuspidale (n’est pas saus-quotient’'une représentation induite parabolique propre).
Une représentation entiéree Scusp((G) est toujoursé-irréductible, mais n’est pas toujours
(-supercuspidale [15, 111.1.1 et [11.5.10]. Une représentation entiéeelrr(WW)(n) n'est pas
toujourst-irréductible.

THEOREME PRINCIPAL 1.1. —Soientr, 7’ € Scusp(G), correspondant &, ¢’ € Irr(W)(n)
par la bijection de Langlands locale s@,, 7 < o, 7’ < o’.

(1) o estentiére si et seulementrsest entiére.

Supposons les représentations entiéfes,n, et F' de caractéristiqué, alors

(2) o est/-irréductible si et seulement si est/-supercuspidale,

(3) 0 =o' sietseulement si=7'.

La propriété (1) est facile (2.1). Le théoreme permet de définir une correspondance entre
Scuspg, (G) et Irrg, (W)(n) par réduction moduld, car les représentations deuspg, (&)

et delrrg, (W)(n) se relevent &,. On dit quer € Scuspg, (G) eto € Irrg, (W)(n) sont en
correspondance de Langlands, s'il existes Scusp(G) eto’ € Irr(W)(n) se correspondant par
la bijection de Langlands s®,, telles query(n') =, r¢(c’) = 0.

THEOREME 1.2. —La correspondance de Langlands sy définie par réduction modulé
est une bijection entrBcuspg, (G) eto € Irrg, (W) (n).
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La bijection de Langlands sudf, se prolonge en une bijection de I'ensemble des classes
d'isomorphisme deF',-représentations semi-simples de dimensiae 1V, sur 'ensemble des
classes d’isomorphisme d&s-représentations irréductibles supercuspidales des sous-groupes
de Levi deG, modulo conjugaison pdF.

La partie (2) du théoreme principal admet la généralisation suivantexSoitrrg, (G). I
existe une représentatigne Scuspg, (L) d'un sous-groupe de Levi ~ [, GL(n;, F) de G
tel quer est un sous-quotient de 'induite paraboliquegde ), p;. La somme) , p; (dans le
Z-module libre de bas@m>1 Scuspg, (GL(m, F'))) ne dépend que de et s'appelle lesupport
supercuspidatier [17, 5.4].

THEOREME 1.3.—Supposong > n et F' de caractéristique0. Soientw € Scusp(G),
o € Irr(W)(n) entieres, et en correspondance de Langlands o. Alors (o) et le support
supercuspidal de,(w) se correspondent par la bijection de Langlands localeBur

La démonstratiorde cette généralisation a été rajoutée au texte original, a la demande du
referee, en (6.2).

Le théoreme 1.3 implique la conjecture de Langlands ptourtes les représentations
irréductibles deGL(n, F) surF, (appelée la conjecture de Deligne-Langlands dans [16]).

On sait que les bijections de Langlands €y sont caractérisées par la conservation des
facteursL ete de paires. Ce n’est probablement plus vrai pour les bijections de Langlands sur
F,, a cause des congruences Vérifiées par les facteets de paires. Il est possible que cela
reste vrai, en modifiant la définition dése. C’est le cas poun = 2 [20].

Ces deux questions intéressantes demandent des techniques trés différentes de celles considé
rées ici, et ne seront pas développées dans cet article.

1.4.Le théoréme principal est valable pour toute bijectiea j,, r : Scusp(G) — Irr(W)(n),
faisant partie d’un systéme de bijections

jm,B :Scusp(GL(m, E)) — Irr(Wg) (m),

pour tout entierl < m, et pour toute extensioR/F contenue dang’, non ramifiée, tels que
[E: F)m divisen, vérifiant :
(a) Pourn =1, la bijectionj; g est donnée par I'isomorphisme de réciprocité du corps de
classes.
(b) Le déterminantde = j., g(7) € Irr(Wg)(m) correspond au caractere centraldepar
JL,E-
(c) Les bijectiongj,,, r commutent avec la torsion par un caractére.
(d) Les bijections commutent avec l'induction (dite automorphe dans le cas non galoisien)
([11] Corollary 5 page 154).
(e) Les bijectiong,, g sontGal(E/F)-équivariantes ([7] Proposition 6, page 111).
Toutes ces propriétés sont vérifiées par la correspondance locale de Langlands [2, 3.1]; on
connaissait I'existence de telles bijections depuis I'article de Harris [7].
Les paragraphes 2 a 5 seront consacrés a la démonstration du théoréeme principal. Le
corollaire 1.2 et le théoréme 1.3 seront démontrés dans le paragraphe 6.
OnnoteOr I'anneau des entiers dé, Pr I'idéal maximal deOr, pr € Pr une uniformisante
(donc Pr = Oppr), Fr = Frp € Wr un Frobenius tel que I'image der—! dans W;b
corresponde @ par I'isomorphisme de réciprocité.
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2. Représentations

Le but de ce paragraphe est de montrer le (1) du théoreme principal (facile), que le (3) du
théoréme principal implique le (2), et de montrer (3) lorsque aucun caractére non ramifié non
trivial ne fixeo, 7. On peut supposer dans le chapitre 2 que la caractéristigiiedequelconque,
la condition(¢,n) = 1 n'apparait que dans (2.8).

2.1. Représentation entiére

Une Q,-représentation irréductible de G' est entiére, si et seulement si le caractére central
de toute représentation irréductible dans le support supercuspidasteentier [15, 111.4.11].

Un caractére (lissep: F* — Q, s'identifie & un caractére d&/; (par I'isomorphisme
de réciprocité) ou d&+ (par le déterminant). On indique par I'indice que I'on considére
des représentations d& de caractére central, ou de W de déterminant. La bijection
de Langlands induit une bijectioficusp,,(G) — Irr,(W)(n) par la propriété 1.4.b); ces
représentations sont entiéres, si et seulementest entier, si et seulementsipr) € ZZ. Ceci
démontre le (1) du théoréme principal 1.1.

Un caractére entier dont la réduction moddlest triviale sera appelé ukcaractere.

2.2. Torsion par un caractere non ramifié

Soit R un corps algébriquement closyt F* — R* un caractere dé&™*. On dit quey est non
ramifié siy est trivial surO%., et quey est modérément ramifié giest trivial surl + Pr. Pour
r € R*, on notev, le caractere non ramifié dé* tel que

ve(upp)=r

pour toute unité € O%, i.e. pourtouteuniformisanteupr € F*.

Soientr € Scusp(G) (resp.o € Irr(W)(n)). Le groupeX () (resp.X (o)) desQ,-caractéres
non ramifiésy de F** tels quer ® y ~ 7 (resp.c ® x ~ o) est contenu dans le groupe cyclique
d’'ordren formé desy tels quex™ = 1; il est caractérisé par son ordfér) (resp.f(o)).

Sim, o sont en correspondance de Langlands o, alors

car la correspondance de Langlands est une bijection compatible avec la torsion par un caractére
(la propriété (c)).

2.3. Critére numérique

Soient 7 € Scusp(G) et o € Irr(W)(n) entieres. On va donner un critere numérique
permettant de reconnaitre si la réduction moddlde 7 est supercuspidale (resp. est
irréductible). Ce critére dépend dér), m(w) (resp.f(o), m(c)), ou m(w) (resp.m(o)) est
le nombre d’éléments de I'ensemble fini

— B(w) desr’ € Scusp(G) telles quer’ = 7 et de méme caractére central sur I'uniformisante

Pr,

— resp.B(o) deso’ € Irr(W)(n), telles ques’ = o de méme déterminant sur le Frobenius

arithmétiquerr (ou son inverse).

Le (3) du théoréme principal implique que

m(m) =m(o)
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si 7,0 sont en correspondance de Langlands o. Notonsv,(m) la valuation/-adique d’un
entier non nukn.

PROPOSITION —On a

(1) m(r) < £ ot a = ve(n/f(r)) + ve(¢! ™ — 1) avec égalité si et seulement siest
£-supercuspidale.

(2) m(o) < £° ol b= wy(n/f(0)) + ve(qf®) — 1) avec égalité si et seulement siest
¢-irréductible.

La démonstration est donnée en (2.7) poudn énoncé un peu plus faible pauest démontré
en (2.7). Il suffit pour montrer que dans le théoreme principal, (3) implique (2). Il est clair que
(2), (3), et la proposition pour impliquent la proposition pour tout.

2.4. Types de Bushnell-Kutzko

Soientr, 7’ € Scusp(G), entieres, telles que = «’. Alors, par [15, 111.4.26], il existe une
donnée de Bushnell-KutzK&, J, J,, A, k, p) définissantr, et une donnée de Bushnell-Kutzko
(E,J, Jp, A K, p") définissantr’, telles quer = indg g+g A, 7’ = indg, g+s A, (induites &
support compact). Par définitiof;,/ F' est une extension de corps commutatifs, contenue dans
F, d’indice de ramificatiore, de degré résiduef, de degréef divisantn = efd. On note
e=en, f=fr,d=dx.

J est un sous-groupe de¢, ouvert, compact, normalisé pA"* C G, de radical pros-nilpotent
Jp, et

(2.4.1) J/Jp =~ GL(d,F ).

x est uneQ,-représentation dé, dont la restriction &/, est irréductible.

p = p’ sont deuxQ,-représentations irréductibles cuspidales GE(d, F,s), de méme
réduction moduld, identifiées a des représentations irréductibleg théviales sur.J,.

A = A’ sont desQ,-représentations entiéres @&.J (des types étendus), de restrictiong a
irréductibles (des types) :

Ay=k®p,  Ny=rog.

Le groupeF™* agit surA par le caractére central= w, dex. On sait que :

7 estl-supercuspidale, si et seulemenpsst{-supercuspidale, si et seulementgr a une
enveloppe projective de longueur finie dadsd,,., (G) [15, 111.5.16].

rem estirréductible et cuspidale ; toulg-représentation irréductible cuspidale@e’obtient
par le procédé précédent [15, 111.5.10].

ex, fx,d- Ne dépendent que de la réductionmdmodulo/ [15, 111.4.29]. On a [15, I11.5.11]

(242) f(ﬂ—) = f‘n’dﬂ' = n/eﬂ"

Cette égalité montre avec (2.4.1) que les trois propriétés (a), (b), (c) suivantes sont
équivalentes :

@) f(m) =1,

(b) I'extensionE/F est totalement ramifiée de degré

(©) J/Jp ~F;.

Lorsqu’elles sont vérifiéeg, est unQ,-caractére dé&; ; un caractere egtsupercuspidal par
définition. On a donc :

LEMME. —Si f(7) = 1, alors 7 est/-supercuspidale.
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2.5. Dimensions

La représentation € Scusp(G) est le produit d’'un caractére non ramifié et d’'une représenta-
tion sur laquelle » agit trivialement. Supposons gqupe agit trivialement surr. Un sous-groupe
d’indice fini H del + Pr agit trivialement suir donc aussi sur le type étendu On note

Z =p4H.
Ainsi A s'identifie & une représentation d'un groupe fiffi.//Z. Le lemme suivant sera utile en
(3.2) et (3.5).
LEMMA 2.5.1.-Les valuationg-adiques de(q"/¢ — 1) etde|E*.J/Z| dim A~! sont égales.
Démonstratior([15, 111.4.28]). — Commép, £) = 1, on peut négligep dans les calculs. 3i, b
sont deux nombres supernaturels non nuls, on écrira

a~b

si le quotienta/b appartient apZ-1+>}, Le choix du sous-groupél n'intervient pas car
|(1+ Pr)/H|~1.0n adim A = dimx dim p; la dimension de: est une puissance gedonc
dim A ~ dim p ; ladimension d’'un& -représentation irréductible supercuspidal€&dgn, F,)
est la partie premiérejadans|GL(n, F,)|(¢" — 1)~ '. Avec (2.4.1)

dim A ~ |GL(d, Fyr)|(¢"4 = 1) 7! = |GL(d, Fyr)| (¢ = 1) ",

|F*J/Z| ~|GL(d,F ;s )|.
Le groupeF™ J est distingué dans le grouf# J, de quotient, isomorphe&* / F*O3,, cyclique
d'ordree; et
|E*J/Z| ~ e|GL(d,F s )|. O

En particulier, sir esté-supercuspidale, on déduit de la proposition (2.3) que
(2.5.2) m(n)|E*J/Z|"  dim A~ € Z;
est une unité-adique.
2.6. Représentations irréductibles déV g

Soit R un corps algébriguement clos de caractéristigug. La théorie de Clifford (voir
le chapitre 4) permet de décrire une représentatian Irrz(Wr)(n) de différentes fagons
(formules (2.6.3), (2.6.3), (2.6.4)).

On choisit, dans la restriction deau groupe de ramification sauvage une représentation
irréductiblev C o|p; on note E/F I'extension modérément ramifiée telle qiiE€g est le
stabilisateur de>. CommeP est normal dan$¥r et queos est irréductible, la dimension de
v, l'indice de ramification et le degré résiduel @& F ne dépendent que de; on les note
=10, e=es, f = f,. Onnoteindp g 'induction deWy a Wr. On choisit un prolongement
p dev aWg [16, 1.19]. Soito,,,,- une représentation irréductible modérément ramifiéd/ge
telle que

(2.6.2) oc=indp g p® Oy
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Une fois quep est choisieg .- est unique ; sa dimension ne dépend que,den la noted = d,,.
On dit qued,, ds, €., f» SONt les invariants de.

Sie:Wr — {1} est le signe de la permutation #€r sur Wr/Wg, et sit: Wab — Wb
est le transfert, alors [5] :

(2.6.2) deto(z) = e(x)® det(p @ o) (H(2)).

La représentation,,,, = indg g, x est induite d’un caractére modérément ramifié régulier
de I'extension non ramifié&,;/FE de degrél [16, 1.11], et le caractérg est uniqgue modulo
Gal(E4/E).Ona

(2.6.3) o=indp g, pda ® X
ou p, est la restriction de aWpg, .

II'est clair sur cette description (2.6.3) qteut o € Irri, W(n) est la réduction moduld

d’une Q,-représentation déV (nécessairement irréductible). La description (2.6.3) implique
aussi facilement :

LEMME. —Soitr € R*. On ac ~ ¢ @ v, Si et seulement si'¢ = 1.

Démonstration. +a restriction 8V du caractére non ramifié. = v deW est le caractére
vE ols =rf4, car fd est le degré résiduel de I'extensiéh /F'. On a donc

(indp g, pa @ X) ®1/f ZindF7Ed(pd®XI/8E).

On en déduit que ~ o @ v, si et seulement siv” estGal(E,/FE)-conjugué &. Ceci équivaut
as=1. O

Supposong? = Q,. Le lemme implique que le nomby&o) de caractéres non ramifigsde
W tels quer ® x ~ o est

(264) f(O') = fody = n/((soea)'

Notons quee, ~ n/f (o) (égalité modulg?). La représentation semi-simpte(c) est décrite
en (6.2). Elle est réductible, si et seulement si la représentatier,,.) est réductible, si et
seulement si le caractérg(x) n’est pas régulier pour I'extensidty;/ E.

LEMME. —Si f(0) = 1, alorso est{-irréductible.
Démonstration. -, €st un caractére par (2.6.4) ; évidemment est/-irréductible. O

Supposons? = Q,, et soientr, o’ € Irr(Wr)(n) entiéres. Il est utile pour (2.7) de décrire la
congruence = ¢’ plus en détail.

Si o = ¢’ on peut choisir le mémeé et le mémep pouro et pours’, et les représentatiomns
eto’ ont les mémes invariants.

Supposons que et o’ ont le mémeFE et le mémep. L'unicité de o, o/,,,. montre que les
congruences = o’ eto,,, = o/, . sont équivalentes. Soiegt y’ lesQ,-caractéres modérément
ramifiés deE; réguliers sutF induisanto,,,,, o,,,.. On choisit une uniformisanter, de £, qui
correspond par I'isomorphisme de réciprocité a I'inverse d’'un Frobenius arithmétigyele
caractére est le produit d’'un caractére non ramifi§ ol

s =x(pp,) € Zy,
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et d'un caractére modérément ramifié 8¢ trivial sur pg,. CommeE}; = p% x Oy, , le
dernier caractere s'identifie a un caracterg@e, / Ps,)” ~ F};,. Par dualité leQ,-caractére
de szd s'identifie & un élément € F*,,. Cette identification n’est pas canonique mais elle
est équivariante pour I'action des groupes de Galois e$t de degré surk;;. Modulo?, x
s'identifie & sa partié-réguliérez € Fa, i.e. 'ordre dez est premier & et I'ordre dex/z est
une puissance dé On note

(2.6.5) X =x(s,x)
avecs € R*,z € F};, de degréd sur Fos unique moduloGal(F; ;. /F;;). Six" = x(s',2/)
alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(@ oc=o,

(b) omr =0l

(c) s= s’ etles partieg-régulieres:, 2’ dex, 2’ sont conjuguées SlUp

Ainsi la restriction dey’x~! au groupe des unitesy,  est d'ordre fini, divisant la puissance
de/ divisantg/? — 1.

Le transfertt: Wi» — Wgb correspond & linclusionF C Ej; par lisomorphisme de
réciprocité. On @y = py u pour une unité: € O, . Le déterminant vérifie (2.6.2)

(2.6.6) deto(Frp) =’ s°x(u)

avec le méme signepoura, o’'.
Terminons ce paragraphe en donnant une autre forme dele en (2.9). Notongy/F
I'extension non ramifiée de degféc) = fd contenue dang,, et

(2.6.7) T =indr;, 5,(Pa ® X)

linduite de p; ® x @ Wr,,. LextensionE,/Fyq est totalement ramifiée, donf{r) = 1 par
(2.6.4).0na

(2.6.8) o=indpF,, T.
2.7. Preuve de (2.3)

Le cas non galoisien. Soit € Scusp(G) entiére. On va compter le nombre(n) de
7' € Scusp(G) entiéres, telles que’ = 7, etw,(pr) = wr (pr).

On décritr avec la théorie des types de Bushnell-Kutzko, comme en (2.4). Alorg est le
nombre de types étendis de £*.J tels queA’ = A, et I'uniformisantep agit surA et A’, par
wx(pr). L'unicité du typeA|;, et la description dé a partir deA|; [15, 111.4.27], montrent que
m(m) estle nombre dé-caractéres du grouge*.J/ F* J cyclique d’ordree = n/ f (), multiplié
par le nombren(p) de p’ € Scusp GL(d,F ) telles quep’ = p. Doncm(n) est le produit de
m(p) et de la puissance dedivisantn/ f ().

Le nombrem(p) se calcule en utilisant la construction de Green des représentations
irréductibles supercuspidales.

LEMMA 2.7.1.-Soitp € Scusp GL(n,Fy) ; le nombrem(p) dep’ € Scusp GL(n, F,) telles
quep’ = p estinférieur ou égal nombre deeléments d&;.. ; il lui est égal si et seulement gi
est/-supercuspidale.

Démonstration. Le résultat se déduit de [15, 111.2].
Notonsy := Gal(Fyn /F,), et ¥4 := Gal(Fyn /F,a) pour tout entierd > 1 divisantn. On
utilise que :
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1) LesX-orbitesX.t des éléments € FZ de degrén surF, classifient les représentations
p(t) € ScuspGL(n,Fy).

Soientt € FZ de degré: surF, de partie/-réguliéres de degrél surF,, ett’ € FZ de degré
n surF, de partie/-réguliéres’ de degrél’ surF,. Les entiersl,d’ divisentn cars, s’ € Fyn.

2) Onap(t) = p(t') si et seulement SL.s = 3.s', et p(t) estl-supercuspidale si et seulement
si le degré de ne chute pasd = n.

On voit quem(p(t)) est le nombre d&;-orbites parmi leg-élémentg; € F;. tels quesy est
de degré: surF,.

Sid=n, alorssy est de degré surF, pour tout/-eélémenty € F7.., etX,, est trivial; donc
m(p(t)) estle nombre dé-éléments d&';.. (la plus grande puissance delivisant(¢" — 1)).

Si d < n, alors l'action deX; sur les/-éléments deF;, n'est pas triviale s~ est un
(-element de';,. de degré/d surF ). Afortiori, m(p(t)) est strictement inférieur au nombre
del-€lements d&';,.. O

En appliquant le lemme ac Scusp GL(d, F s ) et en utilisant qug’d = f () on obtient

m(m) <19, a<v(n/f(m)) —|—vg(qf(”) —1)

avec égalité si et seulementrgir est supercuspidale. La proposition (2.3) est démontrée dans le
cas non galoisien.

Le cas galoisien est similaire. On va montrer une propriété un peu plus faible que la
proposition 2.3 car on ne sait pas si I'on peut choisir les uniformisantes telleg (@e= 1
etpr = pfy,u, dans la formule du determinant (2.6.6). Seit Irr(W)(n) entiere d’invariants
e, f,d,6 comme en (2.6). On & (o) = fd (2.6.4). SoitN un entier de valuatiod-adique
ve(N) = ve(q7(?) — 1). On va montrer que le nombrey (o) deo’ € Irr(W)(n) entiéres telles
que

o' =o, det o(Fr)Y = det o’ (Fr)¥

vérifie :
LEMMA 2.7.2.-Onamy (o) <1¢0olUc=v,(N) +ve(n/f(c)) +ve(¢/(?) — 1) avec égalité
si et seulement st est/-irréductible.

Démonstration. <€ommecs’ = o, on décrito, 6’ comme en (2.6.3), (2.6.5) avec le méme
E, les mémes invariants, = s et les orbites de, 2’ par le groupeal(F ;. /F s ) sont égales.
Le nombrem(z) d'orbites possibles de’ est majoré par le nombre d'éléments Be,,
d’ordre une puissance deavec égalité si et seulement:sest de degré surF; (i.e. sio est

¢-irréductible) comme dans le lemme (2.7.1).
On adeto’(Fr) = deto(Fr)(s'/s)°x/(u)/x(u). Commey’(u)/x(u) est d’ordre une puis-
sance dé divisantg’(?) —1,ona

det o’ (Fr)N = det o (Fr) N (s /5)N

carvy(N) = ve(¢f(®) —1). Le nombrem(s) des’ est égal a la puissance déivisante N. On a
ve(e) =ve(n/f(m)) care ~n/f(o) (2.6.4). On any(z) = m(z)m(s). O

On peut définirmy (7) de fagcon analogue et démontrer (en utilisant I'unicité du type de
Bushnell-Kutzko contenu dang : my (7) <1* ot = vo(N) + ve(n/f(r)) + ve(¢F ™ — 1)
avec égalité si et seulementrsest/-supercuspidale.

Si 7,0 sont en bijection de Langlands < o, alors f(7) = f(o) et le (3) du théoréme
principal impliquern y (7) = my (o). On en déduit que est/-supercuspidale si et seulement si
o estl-irréductible. Donc dans le théoréme principal (3) implique (2).
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2.8. Lecasf=1

On démontre facilement la partie essentielle (3) du théoreme principal, sans restriction sur
la caractéristique dé’, mais en supposairit,n) = 1, lorsque les représentations ne sont fixes
par aucun caractere non ramifié non trivial. Cela résulte du lemme suivant et de ce que la
correspondance de Langlands est compatible avec la torsion par un caractére (la propriété (c)).

LEMME. —On supposg/,n) = 1. Soient des représentations entiéres’ € Irr(W)(n),
m, 7" € Scusp(QG), telles quef () = f(o) = f(n') = f(o')=1.0na

o =o' si et seulement ¢ = o’ ® p pour uné-caracterey de F*,

m =7’ si et seulement si = 7’ ® p pour uné-caracterey de F*.

Démonstration. -te sens “si” est évident. Démontrons le sens “seulement si”.
a) Préliminaire. NotonsH (resp. H') le sous-groupe des racines de l'unité d’ordre une
puissance dé (resp. d’ordre premier &) contenues dang* ; on a

F*=p% x H x H x (14 Pr), F;~HxH'

Si E/F est une extension finie et totalement ramifiée, dii‘a= p%Z x H x H' x (1 + Pg), et
un ¢-caractére dév* est trivial surd’ x (1 + Pg). Sile degré E' : F| de I'extensionE/ F' est
premier &, la normeNg,  restreinte ad-groupel (I'élévation a la puissandg : F]) est une
permutation def, et tout(-caractére dé* se factorise par la norm¥g .

b) Le cas galoisien. Comme on I'a vu en (2.6)= ¢’ est équivalent & = indp g p ® X,
o' =indrgp® x' ou E/F est une extension totalement ramifige;,y’ sont des caractéres
modérément ramifiés dd’g, tels queyx’~! est un/-caractére. Le caracténey’~! de Wg
s'identifie, par isomorphisme de réciprocité, & un caractereEde Comme|[E : F| divise
n et (n,f) =1, par a), il existe ur/-caractéreu de F* tel que xx'~! = uNg,r; comme
indp, g(T®@uNEg,r) = (indp, g 7) ® 1 pour toute représentationde W, on adone = o’ ® p.

c) Le cas non galoisien. Si= =/, avec les notations de (2.4) on a :

™= indGVE*JA, 71'/ = indgjg*JA/7

ouA = A, E/F est totalement ramifiée de degteet p, p’ sont des caractéres @ tels que
pp'~" estuni-caractere. Il existe ufrcaractéres de F; tel quepp’~' =v", car({,n) =1; on
identifier a un¢-caractere dé'™ trivial surpr, et via le déterminantet : G — F* a un caractére
deG. La restriction a£™J = E*.J, du caracteres de G est triviale surJ, puisque(p,?) =1;
le déterminant coincide avec la normiNg;, » sur E*, qui est I'élévation a la puissaneesur H.
Donc7’ ® v a pour type étendlt’ ® (v det)|g- s, €t pour types ® (p'v™) = Al;.

En remplacant’ parm’ ® v, on se raméne &’'|; = A|;. Par [15, I11.4.27.2], cela signifie que
A = A’ ® x pour un caracterg de E*.J/J, qui est uné-caractere cah = A’. On identifiex a
un (-caractére dé=*. Comme dans le cas galoisien, comMgE : F]) =1, 0onay = uNg/p
pour uné-caractére. de F* et =7 ®@pu. O

2.9. Réductionaucas =1

Pour tout entierf > 1, on noteF'; / F' I'extension non ramifiée de degyé = ; son groupe de
Galois (la notation est désormais différente de celle de (2.7}, », I'induction de Wr, a
W dans le cas galoisien et I'induction automorphe [113d&n/ f, Fy) aGL(n, F') dans le cas
non galoisien. Nous devons supposede caractéristique nulle pour la définition de I'induction
automorphe.
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Soiento € Irr(W)(n) et m € Scusp(G) en bijection de Langlands < m; posons pour
I'énoncé du lemme ci-dessous

f=F(o)=f(m)
(a ne pas confondre aveg, f, de (2.4) et (2.6)).

LEMME. — Il existe des représentations; € Irr Wr,(n/f) dans le cas galoisieng; €
Scusp GL(n/ f, Fy) dans le cas non galoisien, telles que

oc=indpr, 0, w=indpp, 7r, ope>7p, flof)=f(mp)=1.

Démonstration. -bBans le cas galoisien, on prerg = 7 comme en (2.6.7). Par (2.6.8)
o =indp r, oy. Soitmy < oy en bijection de Langlands; on a algfry) = 1. La compatibilité
de la bijection de Langlands avec I'induction (propriété (d)) montrergeeindr 7, 7. O

Les orbites;.0¢, X ¢.7; des représentations, 7y pourX; sont unigues et se correspondent
par la propriété (e) de la bijection de Langlands.

Continuons la démonstration de (3) du théoréme principal. Seieritc Irr(W)(n), 7,7’ €
Scusp(G), entieres telles que — o, 7' < o’. Avec les notations ci-dessus, les trois congruences
suivantes sont équivalentes

a)c=o',

b) Zf.O’f = Zf.O’Sc,

C) Zf.ﬂ'f = Zf.ﬂ'/f.

En effet, les représentations, o', sont/-irréductibles (2.6), et par la théorie de Clifford,
o =o' si et seulement siyo, est isomorphe & un conjugué dgn’ par X¢. La réduction
modulo/¢ commute avec I'action d&,. Donco = o’ si et seulement X0 =%r.0% La
bijection de Langlands suf; est compatible avec I'action de; (propriété (e)), et le (3) du
théoréme principal a été montré dans le £as1 en (2.8); don& .oy = Xy. af si et seulement
Si Zf.ﬂ'f = Ef.ﬂ'}.

La démonstration du théoréeme principal sera achevée, si I'on démontre que

m=7'sietseulementSLy.mp =Y.}

C’est I'objet des paragraphes 3 a 5. Notre méthode, basée sur le travail de Herb et
Henniart [11], utilise I'analyse harmonique modulaire, dans laquelle la restriétiom est,
hélas, indispensable.

3. Indépendance linéaire des caracteres sur les elliptiques

On suppose désormaksde caractéristique et/ > n.

Un élément de7 est régulier s'il est semisimple et son centralisateur darest un tore.
On noteG™ I'ensemble des éléments réguliers @ Un élément dez"9 est elliptique si
son centralisateur est un tore compact modulo le centre. OnGfotensemble des éléments
elliptiques deG.

THEOREME 3.1. -Les caractéres deB,-représentations irréductibles supercuspidalegtie
sur les éléments elliptiqgues désont linéairement indépendants.

La démonstration de ce théoréme occupe la suite du paragraphe 3.
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Soit 7 € Scusp(G). On supposera que l'uniformisante et qu’un sous-group& d’indice
fini de 1 + Pr agissent trivialement sur. Cela n'apporte aucune restriction, on s’y raméne en
tordant par un caractére non ramifi€. Comme en (2.5) on note

Z:=p4H

(c’est un sous-groupe d'indice fini du centf& de G = GL(n, F'), et le centre d&7/Z est
fini). La représentatiomr est entiere. On définita(7) comme en (2.3). L'action d& sur les
représentations d& considérées dans le chapitre 3 est supposée triviale.

3.2. Congruence dans le cas fini

On choisit une donnée de Bushnell-Kutzkordeomme en (2.4). Le type étendue Irr E*J
dern = indg*JA s'identifie @ une représentation du sous-groupe ouvert confpaétZ de
G/Z. Le bloc du type étendty danslrr E*.J/Z est 'ensemble

{Aiti<i<mn)

desQ,-types étendus d&*.J sur lesquel®r agit trivialement, et tels qua; = A. Notonsyx,
le caractére du type étendy pour touti. Pour toutz € E*J,

|E*J/Z| 7 dimA Y xa, (@)

1<i<m(m)
appartient &,, par la théorie des représentations des groupes finis [6, 7.4, 7.6].
Par (2.5.2)m(r)|E*J/Z|~1(dim A) € Z} est une unité-adique, donc
LEMME. =37 ;< () XA (%) € m(7) Zg.
3.3. Caractere surG*

Soitw € Scusp G triviale surZ. Le caractéreg:, der est une fonction entiére (a valeurs dans
7Z,) localement constante sG9. Sa valeur suG© peut étre calculée de deux fagons.

1) Le caractérg, surG¢ de la représentation induite & support compaetindg, g-s A est
relié au caractérg, de A (prolongé pa0 a toutG), par :

Xx(@)= > xalg~'zg) (z€G°)

gE*J

la somme est prise sur 'ensemble fini des clagdes/ ¢ G/E*J telles queytzg N E*J # ()
[10, lemma 19].
2) Pourz € G, on noteGG.x la classe de conjugaison dedansG, et

I (fdg) = / flg " ag) dg

Gz

pour toute mesure de Hady sur G/Z et toute fonction localement constanfeG — Q,,

lorsque cela a un sens; on dit glie,. (fdg) est I'intégrale orbitale d¢ surz pour la mesurdyg.
Lareprésentatiom deG/Z est compacte [15, 1.7.2]. Les coefficientskleont des coefficients

dew. Le degré formellg, [15, 1.8.4] (une mesure de Haar sty Z) restreint a£* J/Z est égal
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au degré formedig, de A. Le degré formel d’'un€,-représentation irréductibjed’un groupe
profini X est la mesure de Haar siir telle que le volume d& est égal alim p. On a donc

vol(E*J/Z,dg,) = dim A.
Soit f, : G — Z, un coefficient quelconque de entier (a valeurs darig,) et tel quef, (1) =1

(on peut prendre un coefficient deavec cette propriété, ou utiliser [21, paragraphe 7]).
Le caractére, surGe vérifie

Xr(27Y) =I.a(frdgr) (2 €G°).

On sait que [4, A.3.g, A.3.h, pages 57-60] annule les intégrales orbitales régulieres non
elliptiques, et que

tr 70’ (frdgn) = 0 xr

pour toutr’ € Irr(G/Z), OUS o =1 Sim =7/, €tdr »» = 0 sinon.
3.4. Congruence pour les intégrales orbitales
Le bloc B der danslrr(G/Z) est formé des représentatighsupercuspidales
m =indg gy Ny, 1 <i<m(m)
pour les types\; de (3.2). Elles ont le méme degré fornagl, car lesA; € Irr(E*J/Z) ont la

méme dimension (2.5.1). On note, le caractére d&; et I'on choisit un coefficient entief;,
dew; tel quef,, (1) =1 pour touti. On note

XB = Z X fB = Z f’Ti

1<i<m(m) 1<i<m(n)

leur somme. La fonctiony g et les intégrales orbitales ¢ ne dépendent que du bldg. En
utilisant (3.2) et (3.3), on obtient :

LEMME. —Pour toutz € G¢,
x5 (¢7") = Ie.o(fdgr) € m(n)Zy.
La fonctionfp annule les intégrales orbitales réguliéres non elliptiques, et
tre (fBdgn) = Ory(nr) e ()

pour toutr’ € Irr(G/Z).
3.5. Congruence pour les intégrales orbitales fondamentales

Soitz € G* elliptique. On va comparer l'intégrale orbitale . (fdg,) définie en (3.3) et un
générateuD . (fdg/dt) duZ,-module libre formé par le&,-mesures invariantes sGt.x [18].

On choisit de<Z[1/p]-mesures invariantes [15, .2.4y,dt, dg/dt sur X = G/Z,F(z)*/Z,
G/F(z)* qui sont admissibles, i.e. engendren®g /p]-module libre de<[1/p]-distributions
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invariantes suiG/Z, F(x)*/Z,G de support la classe de conjugaiséne de z. Une Z[1/p]|-
mesure de Haar definit naturellement uenesure pour tout anneau commutatif integreu
p est inversible. L'application qui associef& C°(G/Z;Z,) la valeur

D¢ (fdg/dt) := / f(g:vgil) dg/dt,
G/F(z)*

est une intégrale orbitale sur.x. Elle est admissible, dans le sens ou, par restriction, elle
engendre leZ,-module libre desZ,-distributions invariantes suz de support la classe de
conjugaisorG.x dex. On a évidemment

Ig.o(fdg) = vol(F(x)*/Z,dt) Dg.o(fdg/dt).

L'algébre F'(x) est un corps de degrésur F'; on notee,, I'indice de ramification d&(x)/F.
Avec la notation (2.3), on a moduj

VOl(F(x)*/Z’ dt) ~ |F(«I)*/Z‘ ~ ey (qn/ez _ 1)
On a évidemment

dg/vol(E*J/Z,dg) = dg./vol(E*J/Z,dgx).
On définitle degré formel der par rapport adg comme le quotient

dim A

d(r) = dgr/dy = oy

On rappelle quen(7) = ¢£* avec

(E*J/Z,d

par (2.3) carr est/-supercuspidale, et (2.5.1). On a donc
ve(d(m)) = —a.
On déduit de ces calculs :

LEMMA 3.5.1.—Soitz € G¢. Il existe une constanté= d(z, ) € Z,, telle que
em(qn/ez -1)
e7r(qn/€7T - 1)

Lintégrale orbitalels . (fdg,) est admissible, si et seulement si la valuatieadique de
ex(q"/°* — 1) est égale a celle deg. (¢™/~ — 1).

[G.m(fdgﬂ) =d DG.m(fdg/dt)~

LEMMA 3.5.2. -Supposong > n. Alors D¢ .. (fdg/dt) € m(m)Z, pour toutz € G¢.

Démonstration. tes valeurs de la fonctiorfp sont entiéres ainsi que la mesure de Haar
dg/dt, doncDe..(fp dg/dt) € Zy. Le lemme est donc vrai si(7) = 1. Sinonm,(r) = (* avec
a>0.0nalg.(fsdg.) € m(r)Z, par (3.4). La relation (3.5.1) montre qu'il suffit de montrer
que

0<a<w(em(q"/ex —1))
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est impossible. La conditiofA> n implique que 'on peut oubliee,, e, qui divisentn, et les
inégalités s’écrivent

0<vg(q”/e" —1) <w(q"/e” —1).

Notonse le plus petit entiee> 1 tel queg¢® = 1 modulo £. Pour tout entien > 1, la valuation
(-adique de;® — 1 est [15, 111.0.4] :

— nulle sie ne divise pag,

— ve(q® — 1) + ve(a/e) sie divisea, sauf dans le cas exceptionnel,

— va(q— 1) +va(a) + v2(¢+ 1) — 1, dans le cas exceptionnek 1,/ = 2, ¢ = 3mod 4.
Comme/ > n, le cas exceptionnel ofi= 2 ne se présente pas, et pauwdivisantn, la valuation
(-adique de;® — 1 est simplement

— nulle sie ne divise pag,

— vg(g® — 1) sie divisea
Il 'y a que deux valeurs possibles, donc I'inégalité précédente a trois termes est impossible.

3.6. Congruence sur les coefficients

On utilise maintenant le théoreme de densité des intégrales orbitales régulieres [22, F.17]. Le
groupeG agit surC°(G/Z,Q,) par conjugaison.

THEOREME — Supposong > n et F' de caractéristiquéd). Soit f € C*(G/Z,Q,) telle que
les intégrales orbitales régulieres

Dg.o(fdg/dt) € Zy (z€G™)

soient entiéres. Alors il existee C°(G/Z, 7Z,) entiére telle quef, ¢ aient la méme image dans
le module de&7-coinvariantsC*>(G/Z,Q,)c-.

Le théoréme de [22, F.17] concer@ig® (G, C) au lieu deC>*(G/Z, Q,), mais la topologie de
C n'intervient pas et I'on peut remplac€r par le corps isomorph@,. On peut aussi remplacer
G parG/Z car Z est contenu dans le centre.

Par (3.5.2)m(m) = ¢%,a > 0, divise toutes les intégrales orbitales réguliéres elliptiquefsde
Les autres intégrales orbitales régulieresfgdesont nulles. Commé > n et v,(d(w)) = —a, le
théoréme de densité des intégrales orbitales réguliéres permet de ¢paist > (G/Z; Z,) tel
que fp — d(7)~1¢p annule toutes les distributions invariantes &uiPour toutr’ € Irr(G/2),
onaalors:

tr 7' (¢pdg) = tr ' (fBdgr) = Ory(nr)re(x)-
3.7. Démonstration du théoreme 3.1

On utilisera [22, F.21]:

THEOREME —Supposong > n et ' de caractéristiqued. Alors les caractéres deB -
représentations irréductibles d& sur les éléments réguliers sont linéairement indépendants.

Démonstration. -On démontre le théoreme 3.1 par I'absurde. Supposons qu'il existe un entier
r > 1, desF,-représentationg , . .., p, € Scusp(G/Z;F,) non isomorphes, et des éléments
ai,...,ar € FZ tels que les traceg,, des représentations sur G¢ vérifient) " a;x,, = 0. On
choisitmy,..., 7, dansScusp@(G/Z) qui reléventpy, ..., p,. (2.4), etby,..., b, dansZZ qui
releventay,...,a,. SurG¢,ona
Zblxﬂ-l = O,
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i.e. 'image canonique d& b;x, (r) dansF, est nulle, pour toutr € G¢. Comme/l > n,
le théoreme d’indépendance des caractéreskjeeprésentations irréductibles dé sur les
éléments réguliers implique que

Z bitra, (fdg) =0

pour toutf € C°(G/Z;Z,) d'intégrale orbitale nulle su&™ — G¢. Si f est la fonction notée
¢ en (3.6) relative & = 71, 0na

Z bit’l’m (fldg) = bl.

On aboutit & une contradiction.

4. Théorie de Clifford

SoientR un corps algébriqguement clos daractéristique quelconquél C G deux groupes
profinis avec H distingué dans G a quotient fini La théorie de Clifford relie lesR-
représentations dé avec celles dé/ [3, §11].

SoitT € Irrg (H). On définit son normalisateur daGs

N:={geGlgr~T1}
(pourg € G,h € H, on note(g.7)(ghg—') = 7(h)), et sonalgébre de Hecke dars
H(G,7):=Endgind§ 7.

PROPOSITION 4.1. —Les R-représentations irréductibles de G qui contiennent s’identi-
fient aux modules simples a droite HG, 7) par I'application

™ — Homg (indg T, 77) ,
et les algébres de Hecke dalansG et dansN sontisomorphes
H(G,7)~H(N,T)

par l'inclusion canoniqued (N, 7) C H(G, 7).

Dans les deux cas suivantsse prolonge a son normalisateur

a) G/H est un groupe cyclique. C'est un résultat classique [3, 11.46].

b) G = Gal(E/F) et H est le groupe de ramification sauvage d’'une extension galoisienne
finie E/F de corps locaux non archimédiens. En introduisant le groupe d’inértiel C G on
se ramene par dévissage au cas cyclique [16, 1.19].

On dit qu’'uneR-représentatiol” de G estengendrée par sa partie-isotypiquelorsqu’elle
est quotient d’'une somme directe’ indfﬂ- (pour un ensembld). On noteModg(G,7) la
catégorie def-représentations d@ engendrées par leur partiessotypiques.

PROPOSITION 4.2. —Lorsquer € Irrg H se prolonge a son normalisate¥, I'algebre de
Hecke der dansG est isomorphe a I'algébre du groupe quotiéit H

H(G,7)~ R[N/H],
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et la catégorie defR-représentationd” de G engendrées par leurs partiesisotypiques est
équivalente a la catégorie dd&représentations d&// H

Modg(G,7) ~Modg(N/H).

On suppose maintenant qG¢ H est cyclique. On choisit un générateude Hom(G/H, R*)
et un prolongement’ der a son normalisateu¥. On note

= indjc\*; T
COROLLAIRE 4.3.-LorsqueG/H est cyclique, les représentations
T @x€elrrg N (x € Hom(N/H, R*))

ne sont pas isomorphes et sont les prolongementsadd’.
Les représentations induitesa

ind% (7' ®x) (x € Hom(N/H, R"))

sont irréductibles, non isomorphes et sont les représentations irréductiblésaié contien-
nentr.

L'induite a G det est semi-simple et les multiplicités de ses sous-quotients irréductibles sont
1 sid=[N: H] n'est pas nul dangk. Sinon la caractéristique d& est/ > 0, ¢ divised, la
représentatiorindg 7 n'est pas semi-simple, et sa multiplicité est la plus grande puissanée de
qui divised. Dans tous les cas, la semi-simplifiée est

[indG 7] =r@(r@r) @& (rex’t).

Nous allons maintenant donner les démonstrations.
4.4, Preuve de 4.1

1) La premiére assertion est certainement bien connue depuis les travaux de Dipper. Il suffit de
montrer que la représentatia‘mdf, T est “presque projective” [17, 1.4.1] ou plus généralement
est “quasi-projective” dans le sens de Arabia [17, A.3]). Le noyad éant d’indice fini, on se
ramene au cas ou le grou@eest fini. La théorie des représentations des groupes finis fournit une
couverture projectivéd®, — 7 der dansModr H. L'image de cette application par I'induction
de H a G (qui est exacte, est adjointe a droite et & gauche de la restrictiGhadH et respecte
la projectivité) est un homomorphisme surjectif (que nous nofgns

P:=ind§ P, — ind§ 7,
et P est projectif dandlodr G. L'application naturelle qui s’en déduit
¢:H(G,T) — Endg (P,indy 7)

est injective cayf est surjectif. Elle est surjective car

(4.4.1) [N : H] = dimg H(G,7) = dimg Endg (P, ind§ 7).
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Ces égallités résultent de I'adjonction, de la formule de Mackey

(4.4.2) (indf7)le~ @ g,
geG/H

du lemme de SchuEndyrt ~ R, et de Homy(P;,g.7) ~ Hompg(7,g.7) P, €étant une
couverture projective de. Comme ¢ est bijective, la représentatioimldﬁr est presque
projective [17, 1.3.1], et la premiére assertion est démontrée.

2) On sait [15, 1.8.6] qu'il existe un isomorphisme canonidude H (G, 7) sur I'algebre des
fonctionsf : G — Endg 7 vérifiant

(4.4.3) f(hgh’) =7(h) f(g)7 (1)

pour toutg € G, h, h' € H munie du produit de convolution

(4.4.4) Ff'9)= > floz™")f ().

z€G/H
Pourw € 7, on notee,, € indfl 7 la fonction de suppotH telle quee,, (1) = w. Lisomorphisme
® est défini par
(4.4.5) D(A)(g):w— Alew)(g) (AGH(G,T),g EG).

Dans le cas particulier oar est la représentation trivialel, on retrouve qued (G,id) est
isomorphe & lak-algebre du group€&'/ H, notéeR|[G/H].

Pour établir la seconde assertidh(G,7) ~ H(N,7), il suffit de montrer que la relation
(4.4.3) implique que le support deest contenu dan¥’. CommeH est distingué dan&, pour
touth € H,g € Gonag 'hg € H et par (4.4.3),

f(9)(g-T)(h) =7(h)f(g)-

Commer est irréductible, cette relation implique qyég) = 0 ou que f(g) € Endr 7 est
bijectif. Si f(g) est bijectif, alorsg € N. Le support def est contenu dand/, on en déduit
la seconde assertion.

4.5. Preuve de 4.2
1) La premiére assertion signifie qu'il existe un isomorphisme d’algébres
(4.5.1) H(N,7)~ H(N,id)

par (4.1) et sa preuve en (4.4). Cela résulte de I'isomorphisme canoniq@eai@ésentations
deN
(4.5.2) ind} 7~ 7' @ ind¥id

pour tout prolongement der a N, etdulemme de Schiindy 7/ ~ R. On construit facilement
lisomorphisme de (4.5.2). Pour toute 7,n € N, on notef,, ,, € ind% 7 (resp.¢, € ind% id)
la fonction de suppork/n telle que

fon(n)=w (resp.p,(n)=1).
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Ona

f‘l’ whn_fwn

pourtoutw € 7,h € H,n € N. On définit un élément de @ indg id :

¢w,n = 7-/ (n_l)w X ¢n

pour toutw € 7', n € N ('espace de- est celui der’). Soity € N. L'image def,, , pary estla
fonctionz — f, »(zy) égale &f,, ,,-1, celle deg,, , pary estr(yn™')w @ ¢y—1 = Py py—1
Lapplication f,, », — ¢w,» €St 'isomorphisme de (4.5.2).

2) Pour la seconde assertion, on montre que les catéddridg (G, 7) etModg(N/H) sont
toutes les deux canoniquement équivalentebd (N, 7).

Les catégoriedlodr (N, ) etModgr N/H sont équivalentes via les foncteurs inverses

n—p:=7®grn,  p—mn:=Homp(r, plx)

pourn € Modg(N/H), p € Modgr(N, 7). En effet, toutp € Modg(N,7) estégalw =7 ®rn
pourn = Hompg (7, p|r) € Modg N/H. Ceci peut se voir en utilisant (4.5.2) et I'équivalence
évidente des catégorid$odr (N/H) et Modg(N,id). D’autre part, on peut montrer

Hompy (7' @, 7" @ n) ~ Homy (1', )

pour toutn,n’ € Modr(N/H), en restreignant & et en utilisant le lemme de Schur
Endgr T~ R.

Les catégorieModr (N, 7) et Modr(G,7) sont équivalentes via I'induction d& a G
d’inverse le foncteur

resy r : Modg(G,7) — Modg(N,7)

ainsi défini : une représentatiande G est engendrée par sa partiésotypique si et seulement
si

(4.5.3) vz @ g0

geG/N

ol p € Modg(N, 7). On définitresy () := p. Il est clair quer = ind§ resy (7). Soit
p € Modg(N, 7). Alors par la formule de Mackey

(ind§ p) v = P g0

geG/N

etp= resN,Tind](\;, p. Par adjonction, (4.5.3), et le fait que les pourg € G/N ne sont pas
isomorphes, on a

Home (7, 7") EB Homg(g.p, p') = Homp (p, p')
geG/N

pour toutp, p’ € Modg (N, 7) d'induite, 7" € Modg(G, 7). Donc les catégorieslodr (N, 7),
Modgr(G, ) sont équivalentes.
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4.6. Preuve de 4.3

Seule I'assertion sur la semi-simplifiée n'a pas été démontrée. Elle résulte de (4.5.2) qui
implique

ind$ 7 =7 ®ind$ 1

avecr = ind%, 7/, et de la forme de la semi-simplifiée
[indf 1] =1@ra--ort

Remarquest.7. — On suppose qu&/ H est cyclique, et que la caractéristique @est0 ou
ne divise pagG : HJ. Le groupe(G/H)* := Hom(G/H, R*) de générateut agit par produit
tensoriel suiirrz G et le groupe=/ H agit par conjugaison stirrz H. Les orbites de dimension
maximale[G : H| sont appelées régulieres et leurs éléments aussi. Alors on déduit de (4.3) :
1) Linduction et la restriction induisent des bijections, inverses I'une de l'autre, entre
I'ensemble des orbites régulieres@¢H danslrry H et 'ensemble des points fixes €/ H)*
danslrrgr G :

|y = @ g7, w=indg T
geG/H

pourt € Irrg(H) de stabilisateuN = H etn € Irrg(G) fixe par(G/H)*.
2) Soit (7,7) comme ci-dessus. On choisit utrisomorphismeA de I'espace der, qui agit
sur I'espace deg.7 par multiplication paw(g) pour toutg € G. Alors

Ao(g) = r(g)m(g) o A

pour toutg € G.

5. Induction automorphe

On supposé’ de caractéristiqué et ¢ > n. Soit R = Q, ou R = F,. Pour simplifier, on
supprime souvent l'indicé lorsqueR = Q,.

Soientn, m,r des entiers> 1 avecn = mr et E/F une extension cyclique de degré On
noteNg,p: E* — F* lanorme dely/ F, et

G :=GL(n, F), H:=GL(r, F), Gg:=GL(n,E), Hg :=GL(r, E).

Le groupe= = Hom(F*/NE/FE*,ZZ) est cyclique d’ordren < ¢, isomorphe canoniguement
aHom(F*/Ng,pE*, R*); on choisit un génératew de =. Identifié via le déterminant a un
groupe de caracteres deou deH, = agit naturellement suirr g (G) et surlrrg (H). Le groupe
de GaloisX = Gal(E/F), cyclique d'ordrem, agit naturellement subrrg(Gg), Irrr(HEg).
L'action des deux groupes respecte la propriété d’étre supercuspidale.

L'exposant reg indiquera que I'on considere des représentations régulieres (d'orbite a
m éléments); par exempl&cuspy(Hg)™ est 'ensemble des classes d'isomorphie des
R-représentations supercuspidaleskig, dont les conjugués par le groupe de GalBisont
distincts.

L'exposant= ou X indiquera que I'on considere les représentations fixes (d’orbitek-
ment) ; par exemplé&cusp z (G)= est I'ensemble des classes d’'isomorphiellegprésentations
supercuspidales d&, isomorphes a tous leurs produits tensoriels par un caractéré&dans
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5.1. L'induction automorphe déip a G (le s-lift [11, 3.7, 3.11]) que I'on noténdr g par
analogie au cas galoisien, est définie sulQgsreprésentations irréductiblgénériquesle Hg,
vérifiant une certaine condition de régularjtt son image est I'ensemble dgs-représentations
irréductiblesgénériquesde G fixes parZ [11, th. 2.4]. L'induction automorphe induit une
bijection [11, 5.5] (notée encoiedr )

(5.1.1) indg, g : Scusp(Hg)"™ /% — Scusp(G)=.

Soientr g, ), € Scusp(Hg) entiéres ; led -représentations, 7z etr,m); sont irréductibles
et cuspidales; on note.7y = X.7}, Si les orbites deyng et der,7; par le groupe de Galois
¥}, sont égales.

THEOREME —Soientrg, ny € Scusp(Hg)™?, d'induites automorphesr := indp g 7g,
7’ = ind g 7% dansScusp(G)=. Alors

1) 7 est entiére si et seulementsist entiere.

2) Supposons g, 7y entiéres, et-supercuspidales. Alors

Y. = Y.y Si et seulement si = 7.

Ce théoreme implique, avec (2.9), le théoréme principal. La suite du paragraphe 5 est
consacrée a sa démonstration.

5.2. Linduite automorphe d’unéQ,-représentation irréductible non réguliére He; peut
étre définie [11, 1.3], son image est irréductible par définition. Ce phénoméne est surprenant
si I'on fait le paralléle avec la théorie de Clifford, de fagcon naive ; il disparait si I'on remplace les
représentations irréductibles par leur support supercuspidal.

L'induction parabolique normalisée induit des injections

Scusp(Hg)™ /L — Irr(Gg)”, Scusp(H)"™ /2 — Irr(G)=,

qui associent a une orbite réguli€re pour Hg ou H, la représentation d€'g ou G induite
paraboliquement pa®) .., 7 (c’est une représentation d’un sous-groupe de Levigeou 7).
On sait que cette représentation est irréductible [23], fixe par le groupe de Gatnigar le
groupe= des caracteres, de support supercuspidal contehant ; le support supercuspidal
s’identifie a la somme formell@ ¢y, i.e. aY.

Le changement de base dea G, que I'on noteresg  par analogie au cas galoisien, est
défini sur toutlrr(G) et son image edtr(Gx)* [1, pp. 59-60]. Restreint aux supercuspidales
fixes par le groupe des caracteres dane support supercuspidal du changement de base fournit
une bijection [2, 2.6]

(5.2.1) resg p: Scusp(G)= — Scusp(Hg)™ /%,

inverse de I'induction automorphe (5.1.1).

IdentifiantScusp(H )" /= avec son image darsr(G)= par 'induction parabolique norma-
lisée, l'induction automorphe d&r a G et le changement de base flea Hy donnent, par
restriction, deux bijections inverses I'une de l'autre [2, 2.6]

indp g : Scusp(Hg)> — Scusp(H)"™ /2, resp, p : Scusp(H)™ /Z — Scusp(Hp)*.
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5.3. Caractéres centraux

On sait calculer les caractéres centraux dans I'induction automorphe et dans le changement de
base. Joint & la caractérisation des représentations entieres par I'intégralité du caractére central
de leur support supercuspidal (2.1), on démontre que I'induction automorphe et le changement
de base respectent I'intégralité (le (1) du théoreme 5.1).

Soitrg € Irr(Hg) générique de caractére centtad, et := indp g mp. On sait [11, 4.7 a)]
que le caractére central deest

w=po(wg)lr-

ou u est un caractere d'ordr2 Si wg est entier, cette formule montre queest entier. La
réciproque est vraie caf*/F* est un groupe profini, et un caractére Hé est entier si et
seulement si sa restrictionf&* est entiere.

Soitw € Irr(G) de caractére central, etrg :=resp p 7. On sait que le caractére central de
ng est[1, 6.2 page 51]

wg =wo Ng/p.

Commel™/Ng,pE* est fini, le méme argument que ci-dessus montre«g@st entier si et
seulement sy est entier.

5.4. Transitivité
L'induction automorphe est transitive [2, A.11] comme dans le cas galoisien, et comme le
changementde base [2, 2.3]/8iC E' C E, alors sirg € Scusp(Hpg)"™? estrégulier par rapport
aF, alorstg est réguliére par rapport®, indg: g 7 est supercuspidalé;-réguliere, et
indF,El OiIldE/’E TE = indpyE TE.

5.5. Trace tordue

On considére le sous-groupe ouvert distingué
G':={geG|detge Ng/pE*}

de G, de quotient cyclique d’ordrer < ¢.
Soitw € Irrr(G)=. Par la théorie de Clifford (4.7), il existec Irrr(G’)"™ tel que

resg g T = @ q.T, m=indg,q T.
geG /G’

On choisit un R-automorphismeA de I'espace der comme en (4.7) relatif au caractére
k(detg):G/G' — R*.

On munitG d'uneZ[1/p]-mesure de Haar admissiblg (3.5). La trace:-tordue der est la
forme linéaire suC>°(G’; R) définie par

tri(fdg) = tr(n(fdg)o A) = Y (@) tr(z.r)(fdg)

€G/Q
pour toutf € C°(G’; R). Elle dépend des choix.
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LorsqueR = QZ, m est entiére si et seulementrsest entiére. SL.. est une structure entiére

der alors
L:= @ g.L;
geG/G’

est une structure entiére delnversement si’ est une structure entiére d@ealorsL, := L' Nt
est une structure entiére de Si 7, 7 sont entiéres, on choisit Ufi,-automorphismed de L
comme ci-dessus vérifiant (4.7). Par extension des scalaifes=2Q,,F,, A définit un R-
automorphisme de l'espace deet der,m, que I'on note toujoursd. Alors la trace tordue
correspondant 2 commute avec la réduction modulo

THEOREME[22, E.4, G.14]. -

1) Latrace der € Irrg(G’) se restreint sulG™ N G’ en une fonction localement constante
(le caractérey., der).

2) Si{ > n, les restrictions aC'°(G™9 N G'; R) des traces de®-représentations irréduc-
tibles deG’ sont linéairement indépendantes.

On peutaussi déduire 1) de la théorie des types, comme I'avait fait Howe dans le cas complexe.

COROLLAIRE. —Les tracess-tordues des représentationse Irrz(G)= restreintes 8G9 N
G’ sont des fonctions localement constantes et linéairement indépendieresaractéres
k-tordusy” dem).

On a pourr € G' N G™9,

(5.5.1) Xi@) = P rl9)xgr(@).

gEG/ G’

5.6.L'induction automorphe est définie par une identité entre caractéres:Sailrr(Hg)"?
générique. On dit que € Irr(G) est I'induite automorphindr g g si [11, 2.4, 3.11]

— x%(x) =0 pour toutz € G™ N G’ non conjugué a un élément d&; N G™9,

— pourtoutr € Hg NG™9,

(5.6.1) Xﬁ(m):c(w) Z a((L'/)XﬂE(:L‘/),

z’'eX(x)

ou X (z) est I'ensemble fini des classes de conjugaisot/gequi rencontrent la&-classe de
conjugaisonde;, a: X (z) — ZZ est une fonction explicite qui dépend det dex mais non de
7, ete(n) € Q, est une constante non nulle.

La formule se simplifie pout € H§, N G™9 elliptique dand{ ; elle devient [11, 3.11]

(5.6.2) Xi(z) =c(m)d (2) Y Xgomp (@),

geED

ol : H, NG™ — Z, ne dépend pas de

LEMME. —Supposons queg € Irr(Hg)"™ est entiére ef-supercuspidale. Alors la constante
c(r) € Z, est une unité.
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Démonstration. -a) Les valeurs du caractéye ., localement constant s )™ appartien-
nent aZ, ; la trace commute a la réduction modulo

TeXrep = Xrymp-

L'action du groupe de Galoi& commute avec la réduction modulp mais la réduction
modulo ¢ ne respecte pas la régularité. La représentatipnest régulieére, mais,mr peut
ne pas l'étre; l'ordre du fixateur de,7r dans X divise m, et m < {. Par hypothéese
T¢TE € Scuspfe Hpg. Lindépendance linéaire des caractéreslfieseprésentations irréductibles
supercuspidales d€z sur les éléments elliptiques (3.1) implique qu’il existe H§, NG™ tel
quedeE Xrg (gm) € ZZ'

b) Par (5.5) les valeurs du caractéetordu x localement constant su&’ N G™9
appartiennent &, carr est entiére (5.3). On déduit de a) et de (5.6.2) que € Z,. La F-
représentation, () est irréductible et cuspidale (2.4), fixe f&rPar (5.5) la réduction modulo
¢ commute avec la trace tordue et

Te(X7) = Xf@(ﬂ)

n'est pas nul. Il existe done € Hg N G™9 tel que x%(x) € Zz; avec (5.6.1), on obtient
c(r)eZ,. O
Pourmz comme dans le lemme, les imagesdie), a(z'), ¢/ (z) dansF, ne sont pas nulles;

on les note encore de la méme facon. La réduction moflulmmmute avec les traces, et avec
I'action du groupe de Galois. On obtient :

(5.6.3) Xir(@)=c(m) Y al@)Xprp(2') (v€HgNG™),
z’'eX(x)
(564) X?gﬂ'(x) = C(W)C/(I) Z Xg.reme («I) (I € HE N G'reg) .
ges

5.7.0n montre maintenant le 2) du théoréme 5.1. SuppoSong = X.7%;. On peut supposer
remE ~ Ty pUisque la réduction modulbcommute a I'action d&. On déduit de (5.6.3) que

X?[ﬂ(x) = dX?gﬂ'/ (I)

pour toutx € G, pour une constanté € FZ (ces fonctions sont nulles hors d&; N G™9).
Par (5.5) 7,7 ~ ry7’. Inversement, supposongr ~ r,7’. Alors, on déduit de (5.6.4) que

Z Xg.renp(T) =d Z Xg.rem), (2)

gex gex

pourz € H% N G™9, pour une constanté € F,. CommeH§ N G™ est dense dan& g, et
que les caractéres d@y-représentations irréductibles déz sont localement constants sur
H¢,, I'égalité est vraie pour tout € H§,. Les multiplicités des représentations irréductibles
qui interviennent dans chaque terme sont inférieures, &t m < ¢. L'indépendance linéaire
des traces deB,-représentations supercuspidalesifige sur les elliptiques (3.1) implique que
Yrp=Xag. O
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6. Démonstrations des théorémes 1.2, 1.3

La démonstration du théoréme principal est achevée. Nous démontrons le théoreme 1.2 en
(6.1), et le théoreme 1.3 en (6.2).

6.1.La correspondance définie en (1.2) est une bijectioSdBpg, (G) surIrrg, (W)(n),
car:

— Elle est définie sur toyg (G), car touter € Scuspg, (G) est la réduction modulé d’une
représentation’ € Scusp(G) (2.4).

— Elle est surjective, car toutec Irrg, (W)(n) estlaréduction modulbd’une représentation
o' e Irr(W)(n) (2.6).

— Elle est injective, par le (3) du théoréme principal.

6.2. Nous montrons le théoreme 1.3 : si la caractéristiqué’dest0 et ¢ > n, le support
supercuspidal de,, pourr € Scusp(G) entiére, correspondi& (o) si o correspond & (par
les bijections de Langlands).

Il est déja démontré si;o est irréductible.

Avec les notations de (2.9), on éctit= indr,r; 7y,0 = indF,F; 05, QVECTy <> 0, f(7f) =
f(or) = 1. La représentatiorr,7; est irréductible et supercuspidale, gt := ryo; est
irréductible; les représentatiomgry et ryo se correspondent par la bijection de Langlands
surFy.

6.2.1.0n ne fait aucune restriction s(F, ¢). On s’intéresse au cas oo est réductible. On
la décrit, en utilisant que,o est la semi-simplifiée dad 7, 7.

Par la théorie de Clifford (4.1), le fixateur dg dans le groupe de Galols; de F;/F est
d’ordred > 1, par la théorie de Galois, le fixateur est le groupe de Galoig;dé’; . Soit7y /4
une représentation irréductible Wér, , qui prolonger;. Son induite dVr

T = indRFf/de/d

est irréductible. C’est un constituant dgr. Un générateur du groupe= desZ,-caractéres
deWr/Wp, s'identifie & unZ,-caractére non ramifié d&* d'ordre f par isomorphisme de
réciprocité. On a

T =18 (I Orek)® & (1 ® rmdil).
6.2.2.0n ne fait aucune restriction s¢F,, ¢). On choisit un relévememt}./d de
Tf/d = T@J}/d.
On a la tour d’extension$’ C Fy,y C Fy, qui correspond a des inclusions inverses pour les
groupes de Weil. On peut restreindreldg; a Iy, etinduire def'y /; a F' les représentations des
groupes de Weil correspondants. La convention, déja utilisée Jodrr, est que la restriction
de X;,q aFy est notéeX;, et son induite & est notéeX; (sauf mention contraire).

La réduction modulo/ commute avec l'action de Galois, la restriction, I'induction, la
multiplication parx. Donc l'induites? := indr r, , or’f/d est/-irréductible car elle reléve

T =70}
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La restrictiono’ :=resp, r, ,, 0 4 €Stl-irréductible et commey, elle relevery.
Le fixateur dec’, dans le groupe de Galofsal(Fy/F) contientGal(Fy/Fy,q), il lui est
méme égal par la théorie de Clifford, et la représentation induite

o' i=indpp o =0l ® (] @K) @ @ (0] @KTT)

reléver,o. Les représentationso eto’ ont la méme longueut. -

Soit W}/d correspondant ér’f/d par la bijection de Langlands suR,, a}/d — w}/d.
L'induction automorphe aF et le changement de base’ correspondent & Iinduction
et a la restriction galoisiennes, par les bijections de Langlands, lorsque les représentations
galoisiennes concernées restent irréductibles. Comineet o sont irréductibles, on a
m = indrF, 7.7"f/d ooy etry 1= TeSFy By g Ty ,q < 0. Commeo) est(-irréductible,
est/-supercuspidale par la proposition (2.3).

Comme la bijection de Langlands est compatible avec I'action du groupe de Galois, le fixateur
der’; dansGal(Fy/F) estGal(Fy / Fyq). La description de l'induction automorphe [2] montre
que

indp,p, 7y =7 X (1] @ K) X -+ X (1] ® kA1)
(avec la notation de Zelevinski [23] pour 'induite parabolique normalisée). Cptieprésenta-
tion deG est irréductible, entiére, non cuspidale. On la ndte

6.2.3.0n suppose > n et que la caractéristique dé est0. Nous allons montrer que la
représentation irréductible cuspidaler est un sous-quotient der’. Tous les sous-quotients
irréductibles de-, 7’ ont le méme support supercuspidal

Ty ®re(m] QK) D -+ Dy (] ®/<;d_1)

puisquermi_ est super_cuspidale. Par la correspondance de Langlan®s siicorrespond a la
représentation semi-simple

00 =710 ®re(0] QK) D - Dy (o] ®/<;d_1).

Le théoreme 1.3 sera donc démontré.

Les représentations irréductiblest’ sont fixes paE. Les caracteres-tordus der et der’
sont donnés par la formule (5.6.1) pdue= Fy. La constante(r) appartient &, par (5.6), car
m¢ est entiere et,7; est supercuspidale.

LEMME. —¢(n') € Zy etree(n’) = rec(r).

Démonstration. -a) Préliminaires. En (6.2.2), E—représentatiomm}/d correspond &y /4
par la bijection de Langlands sk, ; on déduit du théoréme 5.1 que

7’57‘1’}- =TTf.

La somme des caractérastordus des sous-quotients irréductiblesde’, fixes parx, est
égale ary(x%).

C’est valable pour toute représentatione (Irr G)= entiére, i.e. induite d’une représentation
entiérel’ du groupe

G':={geG|detgec Np,/rF}}.
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Vérifions-le. Linduction commute avec la réduction moddlet la formule (5.5.1) poug?Z,
montre que

re(E) = Y, R9)xgw

W', geG/G’

W’ parcourant tous les sous-quotients irréductibles,&& = € W”'. Si le fixateur dé¥’ dans
G /G’ n'est pas trivial, alors la représentationlg - W’ de G induite parWW’ est réductible,
aucun de ses sous-quotients n’est fixerpaatdeG/G, k(9)xq.w+ = 0. Si le fixateur est trivial,
alorsindg, - W est un sous-quotient irréductible der’, fixe park.

b) Montrons qu'il exister € GL(n/f, Fy) N G™ tel quex’, (z) € Z,. Il suffit, par densité,
de montrer que,x7, = x;, .. # 0. La représentation,7’ a un unique sous-quotientirréductible
générigue; I'unicité montre qu'il est fixe par On utilise alors a) et I'indépendance linéaire des
caracteres-tordus des représentations irréductibles fixes«p@.5).

c) Par b) et la formule (5.6.1), l'inverse dér’) appartient aZ,. L'égalité Ty =TTy
implique que

re (i (@)e(a’) ™) = re (X (@)e(m) )
pour toutz € GL(n/ f, Fy) N G™9. Les propriétés des caractéres tordus montrent que le second
membre est non identiquement nul, car nous savons:@ue< Z, et quer, est irréductible,
fixe parx. On en déduit(r') € Z,.
d) Par c), on ay x5, = re(c(n’)e(m) ') xF, . Lindépendance linéaire descaracteres tordus
implique query(c(7’)c(r)~1) = 1 et quer,m est le sous-quotient génériquede’. Le lemme
et le théoréme 1.3 sont démontrésy

Addendum

Ce texte est une version améliorée de la prépublication 207 (mars 1999) de l'Institut de
Mathématiques de Jussieu. On peut en fait supprimer la restriction, en évitant I'analyse
harmonique modulaire (modul, et en utilisant une méthode de Khare qui permet de globaliser
des congruences locales ainsi que la correspondance de Langllaipalede Harris—Taylor. On
peut aussi supprimer la restrictidn de caractéristiqué si I'on admet la correspondance de
Langlandglobalede Lafforgue [19].
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