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LA CONJECTURE DE LANGLANDS LOCALE POUR
GL(n,F ) MODULO � QUAND � �= p, � > n

PAR MARIE-FRANCE VIGNÉRAS

RÉSUMÉ. – SoitF un corpsp-adique. Nous allons démontrer que la conjecture de Langlands locale entre
lesQ�-représentations irréductibles supercuspidales deGL(n,F ) et lesQ�-représentations irréductibles
de dimensionn du groupe de WeilWF est compatible avec la réduction modulo� quand� �= p, � > n.

 2001 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – Let F be ap-adic field. We will prove that the local Langlands conjecture between
the supercuspidal irreducibleQ�-representations ofGL(n,F ) and the irreducibleQ�-representations of
dimensionn of the Weil groupWF is compatible with the reduction modulo� when� �= p, � > n.

 2001 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soientp un nombre premier,F un corps local non archimédien de corps résiduelFq de
caractéristiquep, ayantq éléments,F une clôture algébrique séparable deF , WF le groupe
de Weil deF/F , etW ab

F le plus grand quotient abélien séparé deWF . La loi de réciprocité de
la théorie du corps de classes est un isomorphisme topologiqueF ∗ �W ab

F ; on la normalise, de
sorte que l’inverseFr−1 d’un Frobenius arithmétique corresponde à une uniformisantepF deF ∗.
La conjecture de Langlands locale est une généralisation de la loi de réciprocité.

Soient� un nombre premier distinct dep, 1 � n un entier,Q� une clôture algébrique du
corps des nombres�-adiques,Z� l’anneau de ses entiers,F� le corps résiduel deZ� : une
clôture algébrique du corps fini à� éléments. PosonsR =Q� ouR = F� ; notonsScuspR(G)
l’ensemble des classes d’isomorphisme desR-représentations irréductibles supercuspidales (à
ne pas confondre avec cuspidales siR = F�) deG := GL(n,F ), et IrrR(W )(n) l’ensemble
des classes d’isomorphisme desR-représentations irréductibles du groupe de WeilWF , de
dimensionn.

La conjecture de Langlands locale concerne des représentations complexes ; on se ramène à
desQ�-représentations, en fixant une racine carréeα de q dansQ

∗
� , et un isomorphisme entre

C et Q�, envoyant
√
q surα. Par la conjecture de Langlands locale (démontrée par Laumon–

Rapoport–Stuhler siF est de caractéristique> 0 et par Harris–Taylor [8] et Henniart [9] siF
est de caractéristique0), il existe une bijection entreScuspQ�

(G) et IrrQ�
(W )(n), invariante

par les automorphismes deQ� fixantα, respectant les fonctionsL et les facteursε de paires ; on
l’appelle la bijection de Langlands surQ�.

Si � > n et F de caractéristique0, on montrera que la bijection de Langlands surQ� est
compatible avec la réduction modulo�, et que sa réduction modulo� donne une bijection (unique)
entreIrrF�

(W )(n) etScuspF�
(G) ; on l’appellera la bijection de Langlands surF�.

On obtiendra les résultats nouveaux suivants pour� > n etF de caractéristique0 :
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− Les restrictions aux éléments elliptiques des caractères deScuspF�
(G) sont linéairement

indépendantes,
− Le changement de base [1] et l’induction automorphe [7] pour les représentations

supercuspidales sont compatibles à la réduction modulo�.
Il y a quelques années, j’avais étudié les correspondances de Langlands surF� dans le cas

n= 2 [12,13], et conjecturé la correspondance locale de Langlands surF� [14], en pensant que
sa démonstration serait une conséquence de la description de la correspondance de Langlands
avec les types (c’est certainement vrai, Bushnell et Henniart ont déja beaucoup de résultats),
et de la classification desF�-représentations irréductibles deGL(n,F ). La démonstration est
née de la conviction de Michael Harris que l’on avait assez d’informations pour démontrer la
correspondance locale de Langlands surF�. L’induction automorphe de Henniart–Herb et les
calculs de germes et de transformées de Fourier d’intégrales orbitales, qui impliquent que� > n
est le “cas régulier de l’analyse harmonique modulo�” pour un groupe réductifp-adique de type
An−1 [22], jouent un rôle essentiel.

1. Le théorème principal

Une Q�-représentation de longueur finieπ deG d’espaceV , est diteentièresi V contient
un Z�-sous-module libreL, contenant une base deV , stable parG, de type fini comme
Z�G-module. On dit queL est unestructure entièredeπ.

La représentationL⊗ F� deG surF� est de longueur finie, et sa semi-simplifiée ne dépend
pas du choix deL [15, II.5.11]. On l’appellela réduction modulo� deπ, et on la noter�π.

Siπ etπ′ sont deuxQ�-représentations deG, de longueur finie, entières, de réductions modulo
� isomorphes, on noteπ ≡ π′.

On utilise les mêmes notations pourWF (le cas galoisien).
Pour simplifier, on supprime l’indiceR lorsqueR =Q�, on identifieπ à son espaceV ou à

sa classe d’isomorphie. Siπ ∈ Scusp(G), σ ∈ Irr(W )(n) se correspondent par la bijection de
Langlands locale, on noteπ↔ σ ouσ↔ π.

UneQ�-représentation (dans le cas galoisien ou non) entièreπ est dite�-irréductiblesi r�π
est irréductible. Dans le cas non galoisien, elle est dite�-supercuspidalesi r�π est irréductible
et supercuspidale (n’est pas unsous-quotientd’une représentation induite parabolique propre).
Une représentation entièreπ ∈ Scusp(G) est toujours�-irréductible, mais n’est pas toujours
�-supercuspidale [15, III.1.1 et III.5.10]. Une représentation entièreσ ∈ Irr(W )(n) n’est pas
toujours�-irréductible.

THÉORÈME PRINCIPAL 1.1. –Soientπ,π′ ∈ Scusp(G), correspondant àσ,σ′ ∈ Irr(W )(n)
par la bijection de Langlands locale surQ�, π↔ σ, π′ ↔ σ′.

(1) σ est entière si et seulement siπ est entière.
Supposons les représentations entières,� > n, etF de caractéristique0, alors

(2) σ est�-irréductible si et seulement siπ est�-supercuspidale,
(3) σ ≡ σ′ si et seulement siπ ≡ π′.
La propriété (1) est facile (2.1). Le théorème permet de définir une correspondance entre

ScuspF�
(G) et IrrF�

(W )(n) par réduction modulo�, car les représentations deScuspF�
(G)

et deIrrF�
(W )(n) se relèvent àQ�. On dit queπ ∈ ScuspF�

(G) et σ ∈ IrrF�
(W )(n) sont en

correspondance de Langlands, s’il existeπ′ ∈ Scusp(G) etσ′ ∈ Irr(W )(n) se correspondant par
la bijection de Langlands surQ�, telles quer�(π′) = π, r�(σ′) = σ.

THÉORÈME 1.2. –La correspondance de Langlands surF� définie par réduction modulo�
est une bijection entreScuspF�

(G) etσ ∈ IrrF�
(W )(n).
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La bijection de Langlands surF� se prolonge en une bijection de l’ensemble des classes
d’isomorphisme desF�-représentations semi-simples de dimensionn deWF , sur l’ensemble des
classes d’isomorphisme desF�-représentations irréductibles supercuspidales des sous-groupes
de Levi deG, modulo conjugaison parG.

La partie (2) du théorème principal admet la généralisation suivante. Soitπ ∈ IrrF�
(G). Il

existe une représentationρ ∈ ScuspF�
(L) d’un sous-groupe de LeviL �

∏
iGL(ni, F ) deG

tel queπ est un sous-quotient de l’induite parabolique deρ=
⊗

i ρi. La somme
∑
i ρi (dans le

Z-module libre de base
⋃
m�1 ScuspF�

(GL(m,F ))) ne dépend que deπ et s’appelle lesupport
supercuspidaldeπ [17, 5.4].

THÉORÈME 1.3. –Supposons� > n et F de caractéristique0. Soient π ∈ Scusp(G),
σ ∈ Irr(W )(n) entières, et en correspondance de Langlandsπ↔ σ. Alors r�(σ) et le support
supercuspidal der�(π) se correspondent par la bijection de Langlands locale surF�.

La démonstrationde cette généralisation a été rajoutée au texte original, à la demande du
referee, en (6.2).

Le théorème 1.3 implique la conjecture de Langlands pourtoutes les représentations
irréductibles deGL(n,F ) surF� (appelée la conjecture de Deligne–Langlands dans [16]).

On sait que les bijections de Langlands surQ� sont caractérisées par la conservation des
facteursL et ε de paires. Ce n’est probablement plus vrai pour les bijections de Langlands sur
F�, à cause des congruences vérifiées par les facteursL et ε de paires. Il est possible que cela
reste vrai, en modifiant la définition desL, ε. C’est le cas pourn= 2 [20].

Ces deux questions intéressantes demandent des techniques très différentes de celles considé-
rées ici, et ne seront pas développées dans cet article.

1.4.Le théorème principal est valable pour toute bijectionj = jn,F : Scusp(G)→ Irr(W )(n),
faisant partie d’un système de bijections

jm,E : Scusp
(
GL(m,E)

)
→ Irr(WE)(m),

pour tout entier1 �m, et pour toute extensionE/F contenue dansF , non ramifiée, tels que
[E : F ]m divisen, vérifiant :

(a) Pourn = 1, la bijectionj1,E est donnée par l’isomorphisme de réciprocité du corps de
classes.

(b) Le déterminant deσ = jm,E(π) ∈ Irr(WE)(m) correspond au caractère central deπ, par
j1,E .

(c) Les bijectionsjm,E commutent avec la torsion par un caractère.
(d) Les bijections commutent avec l’induction (dite automorphe dans le cas non galoisien)

([11] Corollary 5 page 154).
(e) Les bijectionsjm,E sontGal(E/F )-équivariantes ([7] Proposition 6, page 111).
Toutes ces propriétés sont vérifiées par la correspondance locale de Langlands [2, 3.1] ; on

connaissait l’existence de telles bijections depuis l’article de Harris [7].
Les paragraphes 2 à 5 seront consacrés à la démonstration du théorème principal. Le

corollaire 1.2 et le théorème 1.3 seront démontrés dans le paragraphe 6.
On noteOF l’anneau des entiers deF ,PF l’idéal maximal deOF , pF ∈ PF une uniformisante

(donc PF = OF pF ), Fr = FrF ∈ WF un Frobenius tel que l’image deFr−1 dansW ab
F

corresponde àpF par l’isomorphisme de réciprocité.
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2. Représentations

Le but de ce paragraphe est de montrer le (1) du théorème principal (facile), que le (3) du
théorème principal implique le (2), et de montrer (3) lorsque aucun caractère non ramifié non
trivial ne fixeσ,π. On peut supposer dans le chapitre 2 que la caractéristique deF est quelconque,
la condition(�, n) = 1 n’apparaît que dans (2.8).

2.1. Représentation entière

UneQ�-représentation irréductibleπ deG est entière, si et seulement si le caractère central
de toute représentation irréductible dans le support supercuspidal deπ est entier [15, III.4.11].

Un caractère (lisse)ω :F ∗ → Q
∗
� s’identifie à un caractère deWF (par l’isomorphisme

de réciprocité) ou deG (par le déterminant). On indique par l’indiceω que l’on considère
des représentations deG de caractère centralω, ou deWF de déterminantω. La bijection
de Langlands induit une bijectionScuspω(G) → Irrω(W )(n) par la propriété 1.4.b) ; ces
représentations sont entières, si et seulement siω est entier, si et seulement siω(pF ) ∈ Z

∗
� . Ceci

démontre le (1) du théorème principal 1.1.
Un caractère entier dont la réduction modulo� est triviale sera appelé un�-caractère.

2.2. Torsion par un caractère non ramifié

SoitR un corps algébriquement clos etχ :F ∗ →R∗ un caractère deF ∗. On dit queχ est non
ramifié siχ est trivial surO∗

F , et queχ est modérément ramifié siχ est trivial sur1 + PF . Pour
r ∈R∗, on noteνr le caractère non ramifié deF ∗ tel que

νr(upF ) = r

pour toute unitéu ∈O∗
F , i.e. pourtouteuniformisanteupF ∈ F ∗.

Soientπ ∈ Scusp(G) (resp.σ ∈ Irr(W )(n)). Le groupeX(π) (resp.X(σ)) desQ�-caractères
non ramifiésχ deF ∗ tels queπ ⊗ χ� π (resp.σ ⊗ χ� σ) est contenu dans le groupe cyclique
d’ordren formé desχ tels queχn = 1 ; il est caractérisé par son ordref(π) (resp.f(σ)).

Si π,σ sont en correspondance de Langlandsπ↔ σ, alors

f(σ) = f(π)

car la correspondance de Langlands est une bijection compatible avec la torsion par un caractère
(la propriété (c)).

2.3. Critère numérique

Soient π ∈ Scusp(G) et σ ∈ Irr(W )(n) entières. On va donner un critère numérique
permettant de reconnaître si la réduction modulo� de π est supercuspidale (resp.σ est
irréductible). Ce critère dépend def(π),m(π) (resp.f(σ),m(σ)), oùm(π) (resp.m(σ)) est
le nombre d’éléments de l’ensemble fini
− B(π) desπ′ ∈ Scusp(G) telles queπ′ ≡ π et de même caractère central sur l’uniformisante
pF ,

− resp.B(σ) desσ′ ∈ Irr(W )(n), telles queσ′ ≡ σ de même déterminant sur le Frobenius
arithmétiqueFr (ou son inverse).

Le (3) du théorème principal implique que

m(π) =m(σ)
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si π,σ sont en correspondance de Langlandsπ↔ σ. Notonsv�(m) la valuation�-adique d’un
entier non nulm.

PROPOSITION. – On a
(1) m(π) � �a où a = v�(n/f(π)) + v�(qf(π) − 1) avec égalité si et seulement siπ est

�-supercuspidale.
(2) m(σ) � �b où b = v�(n/f(σ)) + v�(qf(σ) − 1) avec égalité si et seulement siσ est

�-irréductible.

La démonstration est donnée en (2.7) pourπ. Un énoncé un peu plus faible pourσ est démontré
en (2.7). Il suffit pour montrer que dans le théorème principal, (3) implique (2). Il est clair que
(2), (3), et la proposition pourπ impliquent la proposition pour toutσ.

2.4. Types de Bushnell–Kutzko

Soientπ,π′ ∈ Scusp(G), entières, telles queπ ≡ π′. Alors, par [15, III.4.26], il existe une
donnée de Bushnell–Kutzko(E,J,Jp,Λ, κ, ρ) définissantπ, et une donnée de Bushnell–Kutzko
(E,J,Jp,Λ′, κ, ρ′) définissantπ′, telles queπ = indG,E∗J Λ, π′ = indG,E∗J Λ′, (induites à
support compact). Par définition,E/F est une extension de corps commutatifs, contenue dans
F , d’indice de ramificatione, de degré résiduelf , de degréef divisant n = efd. On note
e= eπ, f = fπ, d= dπ .
J est un sous-groupe deG, ouvert, compact, normalisé parE∗ ⊂G, de radical pro-p-nilpotent

Jp, et

J/Jp �GL(d,Fqf ).(2.4.1)

κ est uneQ�-représentation deJ , dont la restriction àJp est irréductible.
ρ ≡ ρ′ sont deuxQ�-représentations irréductibles cuspidales deGL(d,Fqf ), de même

réduction modulo�, identifiées à des représentations irréductibles deJ triviales surJp.
Λ ≡ Λ′ sont desQ�-représentations entières deE∗J (des types étendus), de restrictions àJ

irréductibles (des types) :

Λ|J = κ⊗ ρ, Λ′|J = κ⊗ ρ′.

Le groupeF ∗ agit surΛ par le caractère centralω = ωπ deπ. On sait que :
π est�-supercuspidale, si et seulement siρ est�-supercuspidale, si et seulement sir�π a une

enveloppe projective de longueur finie dansModr�ω(G) [15, III.5.16].
r�π est irréductible et cuspidale ; touteF�-représentation irréductible cuspidale deG s’obtient

par le procédé précédent [15, III.5.10].
eπ, fπ, dπ ne dépendent que de la réduction deπ modulo� [15, III.4.29]. On a [15, III.5.11]

f(π) = fπdπ = n/eπ.(2.4.2)

Cette égalité montre avec (2.4.1) que les trois propriétés (a), (b), (c) suivantes sont
équivalentes :

(a) f(π) = 1,
(b) l’extensionE/F est totalement ramifiée de degrén,
(c) J/Jp �F∗

q .
Lorsqu’elles sont vérifiées,ρ est unQ�-caractère deF∗

q ; un caractère est�-supercuspidal par
définition. On a donc :

LEMME. – Sif(π) = 1, alorsπ est�-supercuspidale.
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2.5. Dimensions

La représentationπ ∈ Scusp(G) est le produit d’un caractère non ramifié et d’une représenta-
tion sur laquellepF agit trivialement. Supposons quepF agit trivialement surπ. Un sous-groupe
d’indice finiH de1 +PF agit trivialement surπ donc aussi sur le type étenduΛ. On note

Z = pZFH.

Ainsi Λ s’identifie à une représentation d’un groupe finiE∗J/Z . Le lemme suivant sera utile en
(3.2) et (3.5).

LEMMA 2.5.1. –Les valuations�-adiques dee(qn/e−1) et de|E∗J/Z|dimΛ−1 sont égales.

Démonstration([15, III.4.28]). – Comme(p, �) = 1, on peut négligerp dans les calculs. Sia, b
sont deux nombres supernaturels non nuls, on écrira

a∼ b

si le quotienta/b appartient àpZ∪{±∞}. Le choix du sous-groupeH n’intervient pas car
|(1 + PF )/H | ∼ 1. On adimΛ = dimκdimρ ; la dimension deκ est une puissance dep donc
dimΛ∼ dimρ ; la dimension d’uneQ�-représentation irréductible supercuspidale deGL(n,Fq)
est la partie première àp dans|GL(n,Fq)|(qn − 1)−1. Avec (2.4.1)

dimΛ∼ |GL(d,Fqf )|
(
qfd − 1

)−1 = |GL(d,Fqf )|
(
qn/e − 1

)−1
,

|F ∗J/Z| ∼ |GL(d,Fqf )|.
Le groupeF ∗J est distingué dans le groupeE∗J , de quotient, isomorphe àE∗/F ∗O∗

E , cyclique
d’ordree ; et

|E∗J/Z| ∼ e|GL(d,Fqf )|. ✷
En particulier, siπ est�-supercuspidale, on déduit de la proposition (2.3) que

m(π)|E∗J/Z|−1 dimΛ−1 ∈ Z∗
�(2.5.2)

est une unité�-adique.

2.6. Représentations irréductibles deWF

Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique�= p. La théorie de Clifford (voir
le chapitre 4) permet de décrire une représentationσ ∈ IrrR(WF )(n) de différentes façons
(formules (2.6.3), (2.6.3), (2.6.4)).

On choisit, dans la restriction deσ au groupe de ramification sauvageP , une représentation
irréductible ν ⊂ σ|P ; on noteE/F l’extension modérément ramifiée telle queWE est le
stabilisateur deν. CommeP est normal dansWF et queσ est irréductible, la dimension de
ν, l’indice de ramification et le degré résiduel deE/F ne dépendent que deσ ; on les note
δ = δσ, e= eσ, f = fσ . On noteindF,E l’induction deWE àWF . On choisit un prolongement
ρ deν àWE [16, 1.19]. Soitσmr une représentation irréductible modérément ramifiée deWE

telle que

σ = indF,E ρ⊗ σmr .(2.6.1)
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Une fois queρ est choisie,σmr est unique ; sa dimension ne dépend que deσ, on la noted= dσ .
On dit queδσ, dσ, eσ, fσ sont les invariants deσ.

Si ε :WF → {±1} est le signe de la permutation deWF surWF /WE , et si t :W ab
F →W ab

E

est le transfert, alors [5] :

detσ(x) = ε(x)dδ det(ρ⊗ σmr)
(
t(x)

)
.(2.6.2)

La représentationσmr = indE,Ed
χ est induite d’un caractère modérément ramifié régulierχ

de l’extension non ramifiéeEd/E de degréd [16, 1.11], et le caractèreχ est unique modulo
Gal(Ed/E). On a

σ = indF,Ed
ρd ⊗ χ(2.6.3)

oùρd est la restriction deρ àWEd
.

Il est clair sur cette description (2.6.3) quetout σ ∈ IrrF�
W (n) est la réduction modulo�

d’uneQ�-représentation deWF (nécessairement irréductible). La description (2.6.3) implique
aussi facilement :

LEMME. – Soitr ∈R∗. On aσ � σ⊗ νr si et seulement sirfd = 1.

Démonstration. –La restriction àWE du caractère non ramifiéνr = νFr deWF est le caractère
νEs oùs= rfd, carfd est le degré résiduel de l’extensionEd/F . On a donc

(indF,Ed
ρd ⊗ χ)⊗ νFr � indF,Ed

(
ρd ⊗ χνEs

)
.

On en déduit queσ � σ⊗ νr si et seulement siχνEs estGal(Ed/E)-conjugué àχ. Ceci équivaut
à s= 1. ✷

SupposonsR=Q�. Le lemme implique que le nombref(σ) de caractères non ramifiésχ de
WF tels queσ ⊗ χ� σ est

f(σ) = fσdσ = n/(δσeσ).(2.6.4)

Notons queeσ ∼ n/f(σ) (égalité modulopZ). La représentation semi-simpler�(σ) est décrite
en (6.2). Elle est réductible, si et seulement si la représentationr�(σmr) est réductible, si et
seulement si le caractèrer�(χ) n’est pas régulier pour l’extensionEd/E.

LEMME. – Sif(σ) = 1, alorsσ est�-irréductible.

Démonstration. –σmr est un caractère par (2.6.4) ; évidemmentσmr est�-irréductible. ✷
SupposonsR=Q�, et soientσ,σ′ ∈ Irr(WF )(n) entières. Il est utile pour (2.7) de décrire la

congruenceσ ≡ σ′ plus en détail.
Si σ ≡ σ′ on peut choisir le mêmeE et le mêmeρ pourσ et pourσ′, et les représentationsσ

etσ′ ont les mêmes invariants.
Supposons queσ et σ′ ont le mêmeE et le mêmeρ. L’unicité deσmr, σ′mr montre que les

congruencesσ ≡ σ′ etσmr ≡ σ′mr sont équivalentes. Soientχ,χ′ lesQ�-caractères modérément
ramifiés deE∗

d réguliers surE induisantσmr, σ′mr . On choisit une uniformisantepEd
deEd qui

correspond par l’isomorphisme de réciprocité à l’inverse d’un Frobenius arithmétiqueFrEd
. Le

caractèreχ est le produit d’un caractère non ramifiéνEd
s où

s= χ(pEd
) ∈ Z

∗
� ,
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et d’un caractère modérément ramifié deE∗
d trivial sur pEd

. CommeE∗
d = p

Z
Ed

× O∗
Ed

, le
dernier caractère s’identifie à un caractère de(OEd

/PEd
)∗ � F∗

qfd . Par dualité leQ�-caractère
de F∗

qfd s’identifie à un élémentx ∈ F∗
qfd . Cette identification n’est pas canonique mais elle

est équivariante pour l’action des groupes de Galois etx est de degréd surF∗
qf . Modulo �, x

s’identifie à sa partie�-régulièrez ∈ F∗
qfd , i.e. l’ordre dez est premier à� et l’ordre dex/z est

une puissance de�. On note

χ= χ(s, x)(2.6.5)

avecs ∈ R∗, x ∈ F∗
qfd de degréd sur F∗

qf unique moduloGal(F∗
qfd/F∗

qf ). Si χ′ = χ(s′, x′)
alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) σ ≡ σ′,
(b) σmr ≡ σ′mr ,
(c) s≡ s′ et les parties�-régulièresz, z′ dex,x′ sont conjuguées surF∗

qf .

Ainsi la restriction deχ′χ−1 au groupe des unitésO∗
Ed

est d’ordre fini, divisant la puissance
de� divisantqfd − 1.

Le transfert t :W ab
F → W ab

Ed
correspond à l’inclusionF ∗ ⊂ E∗

d par l’isomorphisme de
réciprocité. On apF = peEd

u pour une unitéu ∈O∗
Ed

. Le déterminant vérifie (2.6.2)

detσ(FrF ) = εδseχ(u)(2.6.6)

avec le même signeε pourσ,σ′.
Terminons ce paragraphe en donnant une autre forme deσ utile en (2.9). NotonsFfd/F

l’extension non ramifiée de degréf(σ) = fd contenue dansEd, et

τ = indFfd,Ed
(ρd ⊗ χ)(2.6.7)

l’induite de ρd ⊗ χ àWFfd
. L’extensionEd/Ffd est totalement ramifiée, doncf(τ) = 1 par

(2.6.4). On a

σ = indF,Ffd
τ.(2.6.8)

2.7. Preuve de (2.3)

Le cas non galoisien. Soitπ ∈ Scusp(G) entière. On va compter le nombrem(π) de
π′ ∈ Scusp(G) entières, telles queπ′ ≡ π, etωπ(pF ) = ωπ′(pF ).

On décritπ avec la théorie des types de Bushnell–Kutzko, comme en (2.4). Alorsm(π) est le
nombre de types étendusΛ′ deE∗J tels queΛ′ ≡ Λ, et l’uniformisantepF agit surΛ etΛ′, par
ωπ(pF ). L’unicité du typeΛ|J , et la description deΛ à partir deΛ|J [15, III.4.27], montrent que
m(π) est le nombre de�-caractères du groupeE∗J/F ∗J cyclique d’ordree= n/f(π), multiplié
par le nombrem(ρ) deρ′ ∈ ScuspGL(d,Fqf ) telles queρ′ ≡ ρ. Doncm(π) est le produit de
m(ρ) et de la puissance de� divisantn/f(π).

Le nombrem(ρ) se calcule en utilisant la construction de Green des représentations
irréductibles supercuspidales.

LEMMA 2.7.1. –Soitρ ∈ ScuspGL(n,Fq) ; le nombrem(ρ) deρ′ ∈ ScuspGL(n,Fq) telles
queρ′ ≡ ρ est inférieur ou égal nombre de�-éléments deF∗

qn ; il lui est égal si et seulement siρ
est�-supercuspidale.

Démonstration. –Le résultat se déduit de [15, III.2].
NotonsΣ := Gal(Fqn/Fq), et Σd := Gal(Fqn/Fqd) pour tout entierd � 1 divisantn. On

utilise que :
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1) LesΣ-orbitesΣ.t des élémentst ∈ F
∗
q de degrén sur Fq classifient les représentations

ρ(t) ∈ ScuspGL(n,Fq).
Soientt ∈F

∗
q de degrén surFq de partie�-régulières de degréd surFq , et t′ ∈F

∗
q de degré

n surFq de partie�-régulières′ de degréd′ surFq. Les entiersd, d′ divisentn cars, s′ ∈Fqn .
2) On aρ(t)≡ ρ(t′) si et seulement siΣ.s=Σ.s′, etρ(t) est�-supercuspidale si et seulement

si le degré des ne chute pas :d= n.
On voit quem(ρ(t)) est le nombre deΣd-orbites parmi les�-élémentsy ∈F∗

qn tels quesy est
de degrén surFq.

Si d= n, alorssy est de degrén surFq pour tout�-élémenty ∈ F∗
qn , etΣn est trivial ; donc

m(ρ(t)) est le nombre de�-éléments deF∗
qn (la plus grande puissance de� divisant(qn − 1)).

Si d < n, alors l’action deΣd sur les�-éléments deF∗
qn n’est pas triviale (ts−1 est un

�-élément deF∗
qn de degrén/d surFqd ). A fortiori, m(ρ(t)) est strictement inférieur au nombre

de�-éléments deF∗
qn . ✷

En appliquant le lemme àρ ∈ ScuspGL(d,Fqf ) et en utilisant quefd= f(π) on obtient

m(π)� la, a� v�
(
n/f(π)

)
+ v�

(
qf(π) − 1

)

avec égalité si et seulement sir�π est supercuspidale. La proposition (2.3) est démontrée dans le
cas non galoisien.

Le cas galoisien est similaire. On va montrer une propriété un peu plus faible que la
proposition 2.3 car on ne sait pas si l’on peut choisir les uniformisantes telles queχ(u) = 1
et pF = peEd

u, dans la formule du déterminant (2.6.6). Soitσ ∈ Irr(W )(n) entière d’invariants
e, f, d, δ comme en (2.6). On af(σ) = fd (2.6.4). SoitN un entier de valuation�-adique
v�(N)� v�(qf(σ) − 1). On va montrer que le nombremN (σ) deσ′ ∈ Irr(W )(n) entières telles
que

σ′ ≡ σ, detσ(Fr)N = detσ′(Fr)N

vérifie :

LEMMA 2.7.2. –On amN (σ)� lc où c= v�(N) + v�(n/f(σ)) + v�(qf(σ) − 1) avec égalité
si et seulement siσ est�-irréductible.

Démonstration. –Commeσ′ ≡ σ, on décritσ,σ′ comme en (2.6.3), (2.6.5) avec le mêmeρ,
E, les mêmes invariants,s′ ≡ s et les orbites dez, z′ par le groupeGal(Fqfd/Fqf ) sont égales.

Le nombrem(z) d’orbites possibles dez′ est majoré par le nombre d’éléments deF∗
qfd

d’ordre une puissance de� avec égalité si et seulement siz est de degréd surFqf (i.e. siσ est
�-irréductible) comme dans le lemme (2.7.1).

On a detσ′(Fr) = detσ(Fr)(s′/s)eχ′(u)/χ(u). Commeχ′(u)/χ(u) est d’ordre une puis-
sance de� divisantqf(σ) − 1, on a

detσ′(Fr)N = detσ(Fr)N (s′/s)eN

carv�(N)� v�(qf(σ) − 1). Le nombrem(s) des′ est égal à la puissance de� divisanteN . On a
v�(e) = v�(n/f(π)) care∼ n/f(σ) (2.6.4). On amN (z) =m(z)m(s). ✷

On peut définirmN (π) de façon analogue et démontrer (en utilisant l’unicité du type de
Bushnell–Kutzko contenu dansπ) : mN (π) � lt où t = v�(N) + v�(n/f(π)) + v�(qf(π) − 1)
avec égalité si et seulement siπ est�-supercuspidale.

Si π,σ sont en bijection de Langlandsπ ↔ σ, alors f(π) = f(σ) et le (3) du théorème
principal impliquemN(π) =mN (σ). On en déduit queπ est�-supercuspidale si et seulement si
σ est�-irréductible. Donc dans le théorème principal (3) implique (2).
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2.8. Le casf = 1

On démontre facilement la partie essentielle (3) du théorème principal, sans restriction sur
la caractéristique deF , mais en supposant(�, n) = 1, lorsque les représentations ne sont fixes
par aucun caractère non ramifié non trivial. Cela résulte du lemme suivant et de ce que la
correspondance de Langlands est compatible avec la torsion par un caractère (la propriété (c)).

LEMME. – On suppose(�, n) = 1. Soient des représentations entièresσ,σ′ ∈ Irr(W )(n),
π, π′ ∈ Scusp(G), telles quef(π) = f(σ) = f(π′) = f(σ′) = 1. On a
σ ≡ σ′ si et seulement siσ = σ′ ⊗ µ pour un�-caractèreµ deF ∗,
π ≡ π′ si et seulement siπ = π′ ⊗ µ pour un�-caractèreµ deF ∗.

Démonstration. –Le sens “si” est évident. Démontrons le sens “seulement si”.
a) Préliminaire. NotonsH (resp.H ′) le sous-groupe des racines de l’unité d’ordre une

puissance de� (resp. d’ordre premier à�p) contenues dansF ∗ ; on a

F ∗ = pZF ×H ×H ′ × (1 +PF ), F∗
q �H ×H ′.

SiE/F est une extension finie et totalement ramifiée, on aE∗ = pZE ×H ×H ′ × (1 + PE), et
un �-caractère deE∗ est trivial surH ′ × (1 + PE). Si le degré[E : F ] de l’extensionE/F est
premier à�, la normeNE/F restreinte au�-groupeH (l’élévation à la puissance[E : F ]) est une
permutation deH , et tout�-caractère deE∗ se factorise par la normeNE/F .

b) Le cas galoisien. Comme on l’a vu en (2.6),σ ≡ σ′ est équivalent àσ = indF,E ρ ⊗ χ,
σ′ = indF,E ρ ⊗ χ′ où E/F est une extension totalement ramifiée,χ,χ′ sont des caractères
modérément ramifiés deWE , tels queχχ′−1 est un�-caractère. Le caractèreχχ′−1 deWE

s’identifie, par l’isomorphisme de réciprocité, à un caractère deE∗. Comme[E : F ] divise
n et (n, �) = 1, par a), il existe un�-caractèreµ de F ∗ tel queχχ′−1 = µNE/F ; comme
indF,E(τ ⊗µNE/F ) = (indF,E τ)⊗µ pour toute représentationτ deWE , on a doncσ = σ′⊗µ.

c) Le cas non galoisien. Siπ ≡ π′, avec les notations de (2.4) on a :

π = indG,E∗J Λ, π′ = indG,E∗J Λ′,

oùΛ ≡ Λ′, E/F est totalement ramifiée de degrén, et ρ, ρ′ sont des caractères deF∗
q tels que

ρρ′−1 est un�-caractère. Il existe un�-caractèreν deF∗
q tel queρρ′−1 = νn, car(�, n) = 1 ; on

identifieν à un�-caractère deF ∗ trivial surpF , et via le déterminantdet :G→ F ∗ à un caractère
deG. La restriction àE∗J = E∗Jp du caractèreν deG est triviale surJp puisque(p, �) = 1 ;
le déterminant coïncide avec la normeNE/F surE∗, qui est l’élévation à la puissancen surH .
Doncπ′ ⊗ ν a pour type étenduΛ′ ⊗ (ν det)|E∗J , et pour typeκ⊗ (ρ′νn) = Λ|J .

En remplaçantπ′ parπ′ ⊗ ν, on se ramène àΛ′|J =Λ|J . Par [15, III.4.27.2], cela signifie que
Λ = Λ′ ⊗ χ pour un caractèreχ deE∗J/J , qui est un�-caractère carΛ ≡ Λ′. On identifieχ à
un �-caractère deE∗. Comme dans le cas galoisien, comme(�, [E : F ]) = 1, on aχ= µNE/F
pour un�-caractèreµ deF ∗ etπ′ = π⊗ µ. ✷
2.9. Réduction au casf = 1

Pour tout entierf � 1, on noteFf/F l’extension non ramifiée de degréf , Σf son groupe de
Galois (la notation est désormais différente de celle de (2.7.1)),indF,Ff

l’induction deWFf
à

WF dans le cas galoisien et l’induction automorphe [11] deGL(n/f,Ff) àGL(n,F ) dans le cas
non galoisien. Nous devons supposerF de caractéristique nulle pour la définition de l’induction
automorphe.
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Soientσ ∈ Irr(W )(n) et π ∈ Scusp(G) en bijection de Langlandsσ ↔ π ; posons pour
l’énoncé du lemme ci-dessous

f = f(σ) = f(π)

(à ne pas confondre avecfπ, fσ de (2.4) et (2.6)).

LEMME. – Il existe des représentationsσf ∈ IrrWFf
(n/f) dans le cas galoisien,πf ∈

ScuspGL(n/f,Ff ) dans le cas non galoisien, telles que

σ = indF,Ff
σf , π = indF,Ff

πf , σf ↔ πf , f(σf ) = f(πf ) = 1.

Démonstration. –Dans le cas galoisien, on prendσf = τ comme en (2.6.7). Par (2.6.8)
σ = indF,Ff

σf . Soitπf ↔ σf en bijection de Langlands ; on a alorsf(πf ) = 1. La compatibilité
de la bijection de Langlands avec l’induction (propriété (d)) montre queπ = indF,Ff

πf . ✷
Les orbitesΣf .σf ,Σf .πf des représentationsσf , πf pourΣf sont uniques et se correspondent

par la propriété (e) de la bijection de Langlands.
Continuons la démonstration de (3) du théorème principal. Soientσ,σ′ ∈ Irr(W )(n), π,π′ ∈

Scusp(G), entières telles queπ↔ σ,π′ ↔ σ′. Avec les notations ci-dessus, les trois congruences
suivantes sont équivalentes

a) σ ≡ σ′,
b) Σf .σf ≡Σf .σ′f ,
c) Σf .πf ≡Σf .π′f .
En effet, les représentationsσf , σ′f sont �-irréductibles (2.6), et par la théorie de Clifford,

σ ≡ σ′ si et seulement sir�σf est isomorphe à un conjugué der�σ′f par Σf . La réduction
modulo� commute avec l’action deΣf . Doncσ ≡ σ′ si et seulement siΣf .σf ≡ Σf .σ′f . La
bijection de Langlands surFf est compatible avec l’action deΣf (propriété (e)), et le (3) du
théorème principal a été montré dans le casf = 1 en (2.8) ; doncΣf .σf ≡Σf .σ′f si et seulement
siΣf .πf ≡Σf .π′f .

La démonstration du théorème principal sera achevée, si l’on démontre que

π ≡ π′ si et seulement siΣf .πf ≡Σf .π′f .

C’est l’objet des paragraphes 3 à 5. Notre méthode, basée sur le travail de Herb et
Henniart [11], utilise l’analyse harmonique modulaire, dans laquelle la restriction� > n est,
hélas, indispensable.

3. Indépendance linéaire des caractères sur les elliptiques

On suppose désormaisF de caractéristique0 et � > n.
Un élément deG est régulier s’il est semisimple et son centralisateur dansG est un tore.

On noteGreg l’ensemble des éléments réguliers deG. Un élément deGreg est elliptique si
son centralisateur est un tore compact modulo le centre. On noteGe l’ensemble des éléments
elliptiques deG.

THÉORÈME 3.1. –Les caractères desF�-représentations irréductibles supercuspidales deG
sur les éléments elliptiques deG sont linéairement indépendants.

La démonstration de ce théorème occupe la suite du paragraphe 3.
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Soit π ∈ Scusp(G). On supposera que l’uniformisantepF et qu’un sous-groupeH d’indice
fini de 1 + PF agissent trivialement surπ. Cela n’apporte aucune restriction, on s’y ramène en
tordant par un caractère non ramifié. Comme en (2.5) on note

Z := pZFH

(c’est un sous-groupe d’indice fini du centreF ∗ deG = GL(n,F ), et le centre deG/Z est
fini). La représentationπ est entière. On définitm(π) comme en (2.3). L’action deZ sur les
représentations deG considérées dans le chapitre 3 est supposée triviale.

3.2. Congruence dans le cas fini

On choisit une donnée de Bushnell–Kutzko deπ comme en (2.4). Le type étenduΛ ∈ IrrE∗J
de π = indGE∗J Λ s’identifie à une représentation du sous-groupe ouvert compactE∗J/Z de
G/Z . Le bloc du type étenduΛ dansIrrE∗J/Z est l’ensemble

{Λi}1�i�m(π)

desQ�-types étendus deE∗J sur lesquelspF agit trivialement, et tels queΛi ≡ Λ. NotonsχΛi

le caractère du type étenduΛi pour touti. Pour toutx ∈E∗J ,

|E∗J/Z|−1 dimΛ
∑

1�i�m(π)

χΛi(x)

appartient àZ�, par la théorie des représentations des groupes finis [6, 7.4, 7.6].
Par (2.5.2),m(π)|E∗J/Z|−1(dimΛ) ∈ Z∗

� est une unité�-adique, donc

LEMME. –
∑

1�i�m(π) χΛi(x) ∈m(π)Z�.

3.3. Caractère surGe

Soitπ ∈ ScuspG triviale surZ . Le caractèreχπ deπ est une fonction entière (à valeurs dans
Z�) localement constante surGreg . Sa valeur surGe peut être calculée de deux façons.

1) Le caractèreχπ surGe de la représentation induite à support compactπ = indG,E∗J Λ est
relié au caractèreχΛ deΛ (prolongé par0 à toutG), par :

χπ(x) =
∑
gE∗J

χΛ

(
g−1xg

) (
x ∈Ge

)

la somme est prise sur l’ensemble fini des classesgE∗J ⊂G/E∗J telles queg−1xg ∩E∗J �= ∅
[10, lemma 19].

2) Pourx ∈G, on noteG.x la classe de conjugaison dex dansG, et

IG.x(fdg) :=
∫
G/Z

f
(
g−1xg

)
dg

pour toute mesure de Haardg sur G/Z et toute fonction localement constantef :G→ Q�,
lorsque cela a un sens ; on dit queIG.x(fdg) est l’intégrale orbitale def surx pour la mesuredg.

La représentationπ deG/Z est compacte [15, I.7.2]. Les coefficients deΛ sont des coefficients
deπ. Le degré formeldgπ [15, I.8.4] (une mesure de Haar surG/Z) restreint àE∗J/Z est égal
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au degré formeldgΛ deΛ. Le degré formel d’uneQ�-représentation irréductibleρ d’un groupe
profiniX est la mesure de Haar surX telle que le volume deX est égal àdimρ. On a donc

vol(E∗J/Z,dgπ) = dimΛ.

Soit fπ :G→ Z� un coefficient quelconque deπ, entier (à valeurs dansZ�) et tel quefπ(1) = 1
(on peut prendre un coefficient deΛ avec cette propriété, ou utiliser [21, paragraphe 7]).

Le caractèreχπ surGe vérifie

χπ
(
x−1

)
= IG.x(fπdgπ)

(
x ∈Ge

)
.

On sait que [4, A.3.g, A.3.h, pages 57–60]fπ annule les intégrales orbitales régulières non
elliptiques, et que

trπ′(fπdgπ) = δπ,π′

pour toutπ′ ∈ Irr(G/Z), oùδπ,π′ = 1 si π � π′, etδπ,π′ = 0 sinon.

3.4. Congruence pour les intégrales orbitales

Le blocB deπ dansIrr(G/Z) est formé des représentations�-supercuspidales

πi = indG,E∗J Λi, 1� i�m(π)

pour les typesΛi de (3.2). Elles ont le même degré formeldgπ car lesΛi ∈ Irr(E∗J/Z) ont la
même dimension (2.5.1). On noteχπi le caractère deπi et l’on choisit un coefficient entierfπi

deπi tel quefπi(1) = 1 pour touti. On note

χB :=
∑

1�i�m(π)

χπi , fB :=
∑

1�i�m(π)

fπi

leur somme. La fonctionχB et les intégrales orbitales defB ne dépendent que du blocB. En
utilisant (3.2) et (3.3), on obtient :

LEMME. – Pour toutx ∈Ge,

χB
(
x−1

)
= IG.x(fBdgπ) ∈m(π)Z�.

La fonctionfB annule les intégrales orbitales régulières non elliptiques, et

trπ′(fBdgπ) = δr�(π′),r�(π)

pour toutπ′ ∈ Irr(G/Z).

3.5. Congruence pour les intégrales orbitales fondamentales

Soit x ∈ Ge elliptique. On va comparer l’intégrale orbitaleIG.x(fdgπ) définie en (3.3) et un
générateurDG.x(fdg/dt) duZ�-module libre formé par lesZ�-mesures invariantes surG.x [18].

On choisit desZ[1/p]-mesures invariantes [15, I.2.4]dg, dt, dg/dt surX = G/Z,F (x)∗/Z ,
G/F (x)∗ qui sont admissibles, i.e. engendrent leZ[1/p]-module libre desZ[1/p]-distributions
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invariantes surG/Z,F (x)∗/Z,G de support la classe de conjugaisonG.x de x. UneZ[1/p]-
mesure de Haar définit naturellement uneR-mesure pour tout anneau commutatif intègreR où
p est inversible. L’application qui associe àf ∈C∞

c (G/Z;Z�) la valeur

DG.x(fdg/dt) :=
∫

G/F (x)∗

f
(
gxg−1

)
dg/dt,

est une intégrale orbitale surG.x. Elle est admissible, dans le sens où, par restriction, elle
engendre leZ�-module libre desZ�-distributions invariantes surG de support la classe de
conjugaisonG.x dex. On a évidemment

IG.x(fdg) = vol
(
F (x)∗/Z, dt

)
DG.x(fdg/dt).

L’algèbreF (x) est un corps de degrén surF ; on noteex l’indice de ramification deF (x)/F .
Avec la notation (2.3), on a modulopZ

vol
(
F (x)∗/Z, dt

)
∼ |F (x)∗/Z| ∼ ex

(
qn/ex − 1

)
.

On a évidemment

dg/vol(E∗J/Z,dg) = dgπ/vol(E∗J/Z,dgπ).

On définitle degré formel deπ par rapport àdg comme le quotient

d(π) := dgπ/dg =
dimΛ

vol(E∗J/Z,dg)
.

On rappelle quem(π) = �a avec

a= v�
(
eπ

(
qn/eπ − 1

))
= v�

(
vol(E∗J/Z,dg)

dimΛ

)

par (2.3) carπ est�-supercuspidale, et (2.5.1). On a donc

v�
(
d(π)

)
=−a.

On déduit de ces calculs :

LEMMA 3.5.1. –Soitx∈Ge. Il existe une constanted= d(x,π) ∈ Z
∗
� , telle que

IG.x(fdgπ) = d
ex(qn/ex − 1)
eπ(qn/eπ − 1)DG.x(fdg/dt).

L’intégrale orbitaleIG.x(fdgπ) est admissible, si et seulement si la valuation�-adique de
ex(qn/ex − 1) est égale à celle deeπ(qn/eπ − 1).

LEMMA 3.5.2. –Supposons� > n. AlorsDG.x(fBdg/dt) ∈m(π)Z� pour toutx ∈Ge.
Démonstration. –Les valeurs de la fonctionfB sont entières ainsi que la mesure de Haar

dg/dt, doncDG.x(fB dg/dt) ∈ Z�. Le lemme est donc vrai sim(π) = 1. Sinonm(π) = �a avec
a > 0. On aIG.x(fB dgπ) ∈m(π)Z� par (3.4). La relation (3.5.1) montre qu’il suffit de montrer
que

0< a< v�
(
ex

(
qn/ex − 1

))
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est impossible. La condition� > n implique que l’on peut oubliereπ, ex qui divisentn, et les
inégalités s’écrivent

0< v�
(
qn/eπ − 1

)
< v�

(
qn/ex − 1

)
.

Notonsε le plus petit entier� 1 tel queqε ≡ 1 modulo �. Pour tout entiera � 1, la valuation
�-adique deqa − 1 est [15, III.0.4] :
− nulle siε ne divise pasa,
− v�(qε − 1) + v�(a/ε) si ε divisea, sauf dans le cas exceptionnel,
− v2(q− 1) + v2(a) + v2(q+ 1)− 1, dans le cas exceptionnelε= 1, �= 2, q ≡ 3mod4.

Comme� > n, le cas exceptionnel où�= 2 ne se présente pas, et poura divisantn, la valuation
�-adique deqa − 1 est simplement
− nulle siε ne divise pasa,
− v�(qε − 1) si ε divisea

Il n’y a que deux valeurs possibles, donc l’inégalité précédente à trois termes est impossible.✷
3.6. Congruence sur les coefficients

On utilise maintenant le théorème de densité des intégrales orbitales régulières [22, F.17]. Le
groupeG agit surC∞

c (G/Z,Q�) par conjugaison.

THÉORÈME. – Supposons� > n etF de caractéristique0. Soitf ∈ C∞
c (G/Z,Q�) telle que

les intégrales orbitales régulières

DG.x(fdg/dt) ∈ Z�
(
x ∈Greg

)

soient entières. Alors il existeφ ∈C∞
c (G/Z,Z�) entière telle quef,φ aient la même image dans

le module desG-coinvariantsC∞(G/Z,Q�)G.

Le théorème de [22, F.17] concerneC∞
c (G,C) au lieu deC∞

c (G/Z,Q�), mais la topologie de
C n’intervient pas et l’on peut remplacerC par le corps isomorpheQ�. On peut aussi remplacer
G parG/Z carZ est contenu dans le centre.

Par (3.5.2),m(π) = �a, a� 0, divise toutes les intégrales orbitales régulières elliptiques defB .
Les autres intégrales orbitales régulières defB sont nulles. Comme� > n et v�(d(π)) = −a, le
théorème de densité des intégrales orbitales régulières permet de choisirφB ∈C∞

c (G/Z;Z�) tel
quefB − d(π)−1φB annule toutes les distributions invariantes surG. Pour toutπ′ ∈ Irr(G/Z),
on a alors :

trπ′(φBdg) = trπ′(fBdgπ) = δr�(π′),r�(π).

3.7. Démonstration du théorème 3.1

On utilisera [22, F.21] :

THÉORÈME. – Supposons� > n et F de caractéristique0. Alors les caractères desF�-
représentations irréductibles deG sur les éléments réguliers sont linéairement indépendants.

Démonstration. –On démontre le théorème 3.1 par l’absurde. Supposons qu’il existe un entier
r � 1, desF�-représentationsρ1, . . . , ρr ∈ Scusp(G/Z;F�) non isomorphes, et des éléments
a1, . . . , ar ∈ F

∗
� tels que les tracesχρi des représentationsρi surGe vérifient

∑
aiχρi = 0. On

choisitπ1, . . . , πr dansScuspQ�
(G/Z) qui relèventρ1, . . . , ρr (2.4), etb1, . . . , br dansZ

∗
� qui

relèventa1, . . . , ar. SurGe, on a ∑
biχπi ≡ 0,
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i.e. l’image canonique de
∑
biχπi(x) dansF� est nulle, pour toutx ∈ Ge. Comme� > n,

le théorème d’indépendance des caractères desF�-représentations irréductibles deG sur les
éléments réguliers implique que ∑

bitrπi(fdg)≡ 0

pour toutf ∈C∞
c (G/Z;Z�) d’intégrale orbitale nulle surGreg −Ge. Si f est la fonction notée

φB en (3.6) relative àπ = π1, on a

∑
bitrπi(f1dg) = b1.

On aboutit à une contradiction.

4. Théorie de Clifford

SoientR un corps algébriquement clos decaractéristique quelconque,H ⊂G deux groupes
profinis, avec H distingué dans G à quotient fini. La théorie de Clifford relie lesR-
représentations deG avec celles deH [3, §11].

Soit τ ∈ IrrR(H). On définit son normalisateur dansG

N := {g ∈G | g.τ � τ}

(pourg ∈G,h ∈H, on note(g.τ)(ghg−1) = τ(h)), et sonalgèbre de Hecke dansG

H(G,τ) := EndG indGH τ.

PROPOSITION 4.1. –LesR-représentations irréductiblesπ deG qui contiennentτ s’identi-
fient aux modules simples à droite deH(G,τ) par l’application

π→HomG
(
indGH τ, π

)
,

et les algèbres de Hecke deτ dansG et dansN sont isomorphes

H(G,τ)�H(N,τ)

par l’inclusion canoniqueH(N,τ)⊂H(G,τ).
Dans les deux cas suivants,τ se prolonge à son normalisateur.
a)G/H est un groupe cyclique. C’est un résultat classique [3, 11.46].
b) G = Gal(E/F ) etH est le groupe de ramification sauvage d’une extension galoisienne

finieE/F de corps locaux non archimédiens. En introduisant le groupe d’inertieH ⊂ I ⊂G on
se ramène par dévissage au cas cyclique [16, 1.19].

On dit qu’uneR-représentationV deG estengendrée par sa partieτ -isotypiquelorsqu’elle
est quotient d’une somme directe⊕I indGH τ (pour un ensembleI). On noteModR(G,τ) la
catégorie desR-représentations deG engendrées par leur partiesτ -isotypiques.

PROPOSITION 4.2. –Lorsqueτ ∈ IrrRH se prolonge à son normalisateurN , l’algèbre de
Hecke deτ dansG est isomorphe à l’algèbre du groupe quotientN/H

H(G,τ)�R[N/H ],
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et la catégorie desR-représentationsV deG engendrées par leurs partiesτ -isotypiques est
équivalente à la catégorie desR-représentations deN/H

ModR(G,τ)�ModR(N/H).

On suppose maintenant queG/H est cyclique. On choisit un générateurκ deHom(G/H,R∗)
et un prolongementτ ′ deτ à son normalisateurN . On note

π := indGN τ
′.

COROLLAIRE 4.3. –LorsqueG/H est cyclique, les représentations

τ ′ ⊗ χ ∈ IrrRN
(
χ ∈Hom(N/H,R∗)

)

ne sont pas isomorphes et sont les prolongements deτ àN .
Les représentations induites àG

indGN (τ
′ ⊗χ)

(
χ ∈Hom(N/H,R∗)

)

sont irréductibles, non isomorphes et sont les représentations irréductibles deG qui contien-
nentτ .

L’induite àG deτ est semi-simple et les multiplicités de ses sous-quotients irréductibles sont
1 si d = [N : H ] n’est pas nul dansR. Sinon la caractéristique deR est� > 0, � divised, la
représentationindGH τ n’est pas semi-simple, et sa multiplicité est la plus grande puissance de�
qui divised. Dans tous les cas, la semi-simplifiée est

[
indGH τ

]
= π ⊕ (π ⊗ κ)⊕ · · · ⊕

(
π⊗ κd−1

)
.

Nous allons maintenant donner les démonstrations.

4.4. Preuve de 4.1

1) La première assertion est certainement bien connue depuis les travaux de Dipper. Il suffit de
montrer que la représentationindGH τ est “presque projective” [17, 1.4.1] ou plus généralement
est “quasi-projective” dans le sens de Arabia [17, A.3]). Le noyau deτ étant d’indice fini, on se
ramène au cas où le groupeG est fini. La théorie des représentations des groupes finis fournit une
couverture projectivePτ → τ deτ dansModRH . L’image de cette application par l’induction
deH àG (qui est exacte, est adjointe à droite et à gauche de la restriction deG àH et respecte
la projectivité) est un homomorphisme surjectif (que nous notonsf )

P := indGH Pτ → indGH τ,

etP est projectif dansModRG. L’application naturelle qui s’en déduit

φ :H(G,τ)→ EndG
(
P, indGH τ

)

est injective carf est surjectif. Elle est surjective car

[N :H ] = dimRH(G,τ) = dimREndG
(
P, indGH τ

)
.(4.4.1)
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Ces égalités résultent de l’adjonction, de la formule de Mackey

(
indGH τ

)
|H �

⊕
g∈G/H

g.τ,(4.4.2)

du lemme de SchurEndH τ � R, et de HomH(Pτ , g.τ) � HomH(τ, g.τ) Pτ étant une
couverture projective deτ . Commeφ est bijective, la représentationindGH τ est presque
projective [17, 1.3.1], et la première assertion est démontrée.

2) On sait [15, I.8.6] qu’il existe un isomorphisme canoniqueΦ deH(G,τ) sur l’algèbre des
fonctionsf :G→ EndR τ vérifiant

f(hgh′) = τ(h)f(g)τ(h′)(4.4.3)

pour toutg ∈G,h,h′ ∈H munie du produit de convolution

f ∗ f ′(g) =
∑

x∈G/H
f
(
gx−1

)
f ′(x).(4.4.4)

Pourw ∈ τ , on noteew ∈ indGH τ la fonction de supportH telle queew(1) =w. L’isomorphisme
Φ est défini par

Φ(A)(g) :w→A(ew)(g)
(
A ∈H(G,τ), g ∈G

)
.(4.4.5)

Dans le cas particulier oùτ est la représentation trivialeid, on retrouve queH(G, id) est
isomorphe à laR-algèbre du groupeG/H , notéeR[G/H ].

Pour établir la seconde assertionH(G,τ) � H(N,τ), il suffit de montrer que la relation
(4.4.3) implique que le support def est contenu dansN . CommeH est distingué dansG, pour
touth ∈H,g ∈G on ag−1hg ∈H et par (4.4.3),

f(g)(g.τ)(h) = τ(h)f(g).

Commeτ est irréductible, cette relation implique quef(g) = 0 ou quef(g) ∈ EndR τ est
bijectif. Si f(g) est bijectif, alorsg ∈ N . Le support def est contenu dansN , on en déduit
la seconde assertion.

4.5. Preuve de 4.2

1) La première assertion signifie qu’il existe un isomorphisme d’algèbres

H(N,τ)�H(N, id)(4.5.1)

par (4.1) et sa preuve en (4.4). Cela résulte de l’isomorphisme canonique deR-représentations
deN

indNH τ � τ ′ ⊗R indNH id(4.5.2)

pour tout prolongementτ ′ deτ àN , et du lemme de SchurEndN τ ′ �R. On construit facilement
l’isomorphisme de (4.5.2). Pour toutw ∈ τ, n ∈N , on notefw,n ∈ indNH τ (resp.φn ∈ indNH id)
la fonction de supportHn telle que

fw,n(n) =w (resp.φn(n) = 1).
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On a

fτ(h)w,hn = fw,n

pour toutw ∈ τ, h ∈H,n ∈N . On définit un élément deτ ′ ⊗ indNH id :

φw,n := τ ′
(
n−1

)
w⊗ φn

pour toutw ∈ τ ′, n ∈N (l’espace deτ est celui deτ ′). Soity ∈N . L’image defw,n pary est la
fonctionx→ fw,n(xy) égale àfw,ny−1 , celle deφw,n pary estτ(yn−1)w⊗ φny−1 = φw,ny−1 .
L’applicationfw,n→ φw,n est l’isomorphisme de (4.5.2).

2) Pour la seconde assertion, on montre que les catégoriesModR(G,τ) etModR(N/H) sont
toutes les deux canoniquement équivalentes àModR(N,τ).

Les catégoriesModR(N,τ) etModRN/H sont équivalentes via les foncteurs inverses

η→ ρ := τ ′ ⊗R η, ρ→ η := HomH(τ, ρ|H)

pourη ∈ModR(N/H), ρ ∈ModR(N,τ). En effet, toutρ ∈ModR(N,τ) est égal àρ= τ ′ ⊗R η
pourη = HomH(τ, ρ|H) ∈ModRN/H . Ceci peut se voir en utilisant (4.5.2) et l’équivalence
évidente des catégoriesModR(N/H) etModR(N, id). D’autre part, on peut montrer

HomN (τ ′ ⊗ η, τ ′ ⊗ η)�HomN (η′, η)

pour tout η, η′ ∈ ModR(N/H), en restreignant àH et en utilisant le lemme de Schur
EndR τ �R.

Les catégoriesModR(N,τ) et ModR(G,τ) sont équivalentes via l’induction deN à G
d’inverse le foncteur

resN,τ :ModR(G,τ)→ModR(N,τ)

ainsi défini : une représentationπ deG est engendrée par sa partieτ -isotypique si et seulement
si

π|N �
⊕

g∈G/N
g.ρ(4.5.3)

où ρ ∈ ModR(N,τ). On définit resN,τ(π) := ρ. Il est clair queπ = indGN resN,τ(π). Soit
ρ ∈ModR(N,τ). Alors par la formule de Mackey

(
indGN ρ

)
|N =

⊕
g∈G/N

g.ρ

et ρ = resN,τ indGN ρ. Par adjonction, (4.5.3), et le fait que lesg.τ pour g ∈ G/N ne sont pas
isomorphes, on a

HomG(π,π′) =
⊕

g∈G/N
HomG(g.ρ, ρ′) = HomN (ρ, ρ′)

pour toutρ, ρ′ ∈ModR(N,τ) d’induiteπ,π′ ∈ModR(G,τ). Donc les catégoriesModR(N,τ),
ModR(G,τ) sont équivalentes.
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4.6. Preuve de 4.3

Seule l’assertion sur la semi-simplifiée n’a pas été démontrée. Elle résulte de (4.5.2) qui
implique

indGH τ = π⊗ indGH 1
avecπ = indGN τ

′, et de la forme de la semi-simplifiée

[
indGH 1

]
= 1⊕ κ⊕ · · · ⊕ κd−1.

Remarques4.7. – On suppose queG/H est cyclique, et que la caractéristique deR est0 ou
ne divise pas[G :H ]. Le groupe(G/H)∗ := Hom(G/H,R∗) de générateurκ agit par produit
tensoriel surIrrRG et le groupeG/H agit par conjugaison surIrrRH . Les orbites de dimension
maximale[G :H ] sont appelées régulières et leurs éléments aussi. Alors on déduit de (4.3) :

1) L’induction et la restriction induisent des bijections, inverses l’une de l’autre, entre
l’ensemble des orbites régulières deG/H dansIrrRH et l’ensemble des points fixes de(G/H)∗

dansIrrRG :

π|H =
⊕

g∈G/H
g.τ, π = indG,H τ

pourτ ∈ IrrR(H) de stabilisateurN =H etπ ∈ IrrR(G) fixe par(G/H)∗.
2) Soit (τ, π) comme ci-dessus. On choisit unR-isomorphismeA de l’espace deπ, qui agit

sur l’espace deg.τ par multiplication parκ(g) pour toutg ∈G. Alors

A ◦ π(g) = κ(g)π(g) ◦A

pour toutg ∈G.

5. Induction automorphe

On supposeF de caractéristique0 et � > n. Soit R = Q� ou R = F�. Pour simplifier, on
supprime souvent l’indiceR lorsqueR=Q�.

Soientn,m, r des entiers� 1 avecn=mr etE/F une extension cyclique de degrém. On
noteNE/F :E∗ → F ∗ la norme deE/F , et

G := GL(n,F ), H := GL(r,F ), GE := GL(n,E), HE := GL(r,E).

Le groupeΞ = Hom(F ∗/NE/FE
∗,Z

∗
� ) est cyclique d’ordrem< �, isomorphe canoniquement

à Hom(F ∗/NE/FE
∗,R∗) ; on choisit un générateurκ deΞ. Identifié via le déterminant à un

groupe de caractères deG ou deH , Ξ agit naturellement surIrrR(G) et surIrrR(H). Le groupe
de GaloisΣ = Gal(E/F ), cyclique d’ordrem, agit naturellement surIrrR(GE), IrrR(HE).
L’action des deux groupes respecte la propriété d’être supercuspidale.

L’exposant reg indiquera que l’on considère des représentations régulières (d’orbite à
m éléments) ; par exemple,ScuspR(HE)

reg est l’ensemble des classes d’isomorphie des
R-représentations supercuspidales deHE , dont les conjugués par le groupe de GaloisΣ sont
distincts.

L’exposantΞ ou Σ indiquera que l’on considère les représentations fixes (d’orbite à1 élé-
ment) ; par exemple,ScuspR(G)Ξ est l’ensemble des classes d’isomorphie desR-représentations
supercuspidales deG, isomorphes à tous leurs produits tensoriels par un caractère dansΞ.
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5.1.L’induction automorphe deHE àG (le κ-lift [11, 3.7, 3.11]) que l’on noteindF,E par
analogie au cas galoisien, est définie sur lesQ�-représentations irréductiblesgénériquesdeHE ,
vérifiant une certaine condition de régularité, et son image est l’ensemble desQ�-représentations
irréductiblesgénériquesde G fixes parΞ [11, th. 2.4]. L’induction automorphe induit une
bijection [11, 5.5] (notée encoreindF,E)

indF,E : Scusp(HE)reg/Σ→ Scusp(G)Ξ.(5.1.1)

SoientπE , π′E ∈ Scusp(HE) entières ; lesF�-représentationsr�πE et r�π′E sont irréductibles
et cuspidales ; on noteΣ.πE ≡ Σ.π′E si les orbites der�πE et der�π′E par le groupe de Galois
Σ, sont égales.

THÉORÈME. – SoientπE , π′E ∈ Scusp(HE)reg , d’induites automorphesπ := indF,E πE ,
π′ := indF,E π′E dansScusp(G)Ξ. Alors

1) πE est entière si et seulement siπ est entière.
2) SupposonsπE , π′E entières, et�-supercuspidales. Alors

Σ.πE ≡Σ.π′E si et seulement siπ ≡ π′.

Ce théorème implique, avec (2.9), le théorème principal. La suite du paragraphe 5 est
consacrée à sa démonstration.

5.2. L’induite automorphe d’uneQ�-représentation irréductible non régulière deHE peut
être définie [11, 1.3], son image est irréductible par définition. Ce phénomène est surprenant
si l’on fait le parallèle avec la théorie de Clifford, de façon naïve ; il disparaît si l’on remplace les
représentations irréductibles par leur support supercuspidal.

L’induction parabolique normalisée induit des injections

Scusp(HE)reg/Σ→ Irr(GE)Σ, Scusp(H)reg/Ξ→ Irr(G)Ξ,

qui associent à une orbite régulièreY , pourHE ouH , la représentation deGE ouG induite
paraboliquement par

⊗
π∈Y π (c’est une représentation d’un sous-groupe de Levi deGE ouG).

On sait que cette représentation est irréductible [23], fixe par le groupe de GaloisΣ ou par le
groupeΞ des caractères, de support supercuspidal contenant⊗π∈Y π ; le support supercuspidal
s’identifie à la somme formelle⊕π∈Y π, i.e. àY .

Le changement de base deG àGE , que l’on noteresE,F par analogie au cas galoisien, est
défini sur toutIrr(G) et son image estIrr(GE)Σ [1, pp. 59–60]. Restreint aux supercuspidales
fixes par le groupe des caractères dansΞ, le support supercuspidal du changement de base fournit
une bijection [2, 2.6]

resE,F : Scusp(G)Ξ → Scusp(HE)reg/Σ,(5.2.1)

inverse de l’induction automorphe (5.1.1).
IdentifiantScusp(H)reg/Ξ avec son image dansIrr(G)Ξ par l’induction parabolique norma-

lisée, l’induction automorphe deHE à G et le changement de base deH àHE donnent, par
restriction, deux bijections inverses l’une de l’autre [2, 2.6]

indF,E : Scusp(HE)Σ → Scusp(H)reg/Ξ, resE,F : Scusp(H)reg/Ξ→ Scusp(HE)Σ.
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5.3. Caractères centraux

On sait calculer les caractères centraux dans l’induction automorphe et dans le changement de
base. Joint à la caractérisation des représentations entières par l’intégralité du caractère central
de leur support supercuspidal (2.1), on démontre que l’induction automorphe et le changement
de base respectent l’intégralité (le (1) du théorème 5.1).

SoitπE ∈ Irr(HE) générique de caractère centralωE , etπ := indF,E πE . On sait [11, 4.7 a)]
que le caractère central deπ est

ω = µ ◦ (ωE)|F∗

où µ est un caractère d’ordre2. Si ωE est entier, cette formule montre queω est entier. La
réciproque est vraie carE∗/F ∗ est un groupe profini, et un caractère deE∗ est entier si et
seulement si sa restriction àF ∗ est entière.

Soitπ ∈ Irr(G) de caractère centralω, etπE := resE,F π. On sait que le caractère central de
πE est [1, 6.2 page 51]

ωE = ω ◦NE/F .

CommeF ∗/NE/FE
∗ est fini, le même argument que ci-dessus montre queω est entier si et

seulement siωE est entier.

5.4. Transitivité

L’induction automorphe est transitive [2, A.11] comme dans le cas galoisien, et comme le
changement de base [2, 2.3]. SiF ⊂E′ ⊂E, alors siπE ∈ Scusp(HE)reg est régulier par rapport
àF , alorsπE est régulière par rapport àE′, indE′,E πE est supercuspidale,F -régulière, et

indF,E′ ◦ indE′,E πE = indF,E πE .

5.5. Trace tordue

On considère le sous-groupe ouvert distingué

G′ := {g ∈G | detg ∈NE/FE∗}

deG, de quotient cyclique d’ordrem< �.
Soitπ ∈ IrrR(G)Ξ. Par la théorie de Clifford (4.7), il existeτ ∈ IrrR(G′)reg tel que

resG′,G π =
⊕

g∈G/G′

g.τ, π = indG,G′ τ.

On choisit unR-automorphismeA de l’espace deπ comme en (4.7) relatif au caractère
κ(detg) :G/G′ →R∗.

On munitG d’uneZ[1/p]-mesure de Haar admissibledg (3.5). La traceκ-tordue deπ est la
forme linéaire surC∞

c (G′;R) définie par

trκπ(fdg) := tr
(
π(fdg) ◦A

)
=

∑
x∈G/G′

κ(x) tr(x.τ)(fdg)

pour toutf ∈C∞
c (G

′;R). Elle dépend des choix.
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LorsqueR=Q�, π est entière si et seulement siτ est entière. SiLτ est une structure entière
deτ alors

L :=
⊕

g∈G/G′

g.Lτ

est une structure entière deπ. Inversement siL′ est une structure entière deπ, alorsL′
τ := L′∩ τ

est une structure entière deτ . Si π, τ sont entières, on choisit unZ�-automorphismeA deL
comme ci-dessus vérifiant (4.7). Par extension des scalaires àR = Q�,F�, A définit unR-
automorphisme de l’espace deπ et der�π, que l’on note toujoursA. Alors la trace tordue
correspondant àA commute avec la réduction modulo�.

THÉORÈME[22, E.4, G.14]. –
1) La trace deτ ∈ IrrR(G′) se restreint surGreg ∩G′ en une fonction localement constante
(le caractèreχτ deτ).

2) Si � > n, les restrictions àC∞
c (Greg ∩ G′;R) des traces desR-représentations irréduc-

tibles deG′ sont linéairement indépendantes.

On peut aussi déduire 1) de la théorie des types, comme l’avait fait Howe dans le cas complexe.

COROLLAIRE. – Les tracesκ-tordues des représentationsπ ∈ IrrR(G)Ξ restreintes àGreg ∩
G′ sont des fonctions localement constantes et linéairement indépendantes(les caractères
κ-tordusχκπ deπ).

On a pourx ∈G′ ∩Greg ,

χκπ(x) =
⊕

g∈G/G′

κ(g)χg.τ (x).(5.5.1)

5.6.L’induction automorphe est définie par une identité entre caractères. SoitπE ∈ Irr(HE)reg
générique. On dit queπ ∈ Irr(G) est l’induite automorpheindF,E πE si [11, 2.4, 3.11]
− χκπ(x) = 0 pour toutx ∈Greg ∩G′ non conjugué à un élément deHE ∩Greg ,
− pour toutx ∈HE ∩Greg ,

χκπ(x) = c(π)
∑

x′∈X(x)

a(x′)χπE (x
′),(5.6.1)

oùX(x) est l’ensemble fini des classes de conjugaison deHE qui rencontrent laG-classe de
conjugaison dex, a :X(x)→Z

∗
� est une fonction explicite qui dépend dex et deκ mais non de

π, etc(π) ∈Q
∗
� est une constante non nulle.

La formule se simplifie pourx∈He
E ∩Greg elliptique dansHE ; elle devient [11, 3.11]

χκπ(x) = c(π)c
′(x)

∑
g∈Σ

χg.πE (x),(5.6.2)

où c′ :He
E ∩Greg →Z

∗
� ne dépend pas deπ.

LEMME. – Supposons queπE ∈ Irr(HE)reg est entière et�-supercuspidale. Alors la constante
c(π) ∈Z

∗
� est une unité.
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Démonstration. –a) Les valeurs du caractèreχπE localement constant sur(HE)reg appartien-
nent àZ� ; la trace commute à la réduction modulo�

r�χπE = χr�πE .

L’action du groupe de GaloisΣ commute avec la réduction modulo�, mais la réduction
modulo � ne respecte pas la régularité. La représentationπE est régulière, maisr�πE peut
ne pas l’être ; l’ordre du fixateur der�πE dans Σ divise m, et m < �. Par hypothèse
r�πE ∈ ScuspF�

HE . L’indépendance linéaire des caractères desF�-représentations irréductibles
supercuspidales deHE sur les éléments elliptiques (3.1) implique qu’il existex ∈He

E ∩Greg tel
que

∑
g∈Σ χπE (g.x) ∈ Z

∗
� .

b) Par (5.5) les valeurs du caractèreκ-tordu χκπ localement constant surG′ ∩ Greg

appartiennent àZ�, carπ est entière (5.3). On déduit de a) et de (5.6.2) quec(π) ∈ Z�. La F�-
représentationr�(π) est irréductible et cuspidale (2.4), fixe parΞ. Par (5.5) la réduction modulo
� commute avec la trace tordue et

r�(χκπ) = χ
κ
r�(π)

n’est pas nul. Il existe doncx ∈ HE ∩ Greg tel queχκπ(x) ∈ Z
∗
� ; avec (5.6.1), on obtient

c(π) ∈Z
∗
� . ✷

PourπE comme dans le lemme, les images dec(π), a(x′), c′(x) dansF� ne sont pas nulles ;
on les note encore de la même façon. La réduction modulo� commute avec les traces, et avec
l’action du groupe de GaloisΣ. On obtient :

χκr�π(x) = c(π)
∑

x′∈X(x)

a(x′)χr�πE (x
′)

(
x ∈HE ∩Greg

)
,(5.6.3)

χκr�π(x) = c(π)c
′(x)

∑
g∈Σ

χg.r�πE (x)
(
x ∈He

E ∩Greg
)
.(5.6.4)

5.7.On montre maintenant le 2) du théorème 5.1. SupposonsΣ.πE ≡Σ.π′E . On peut supposer
r�πE � r�π′E puisque la réduction modulo� commute à l’action deΣ. On déduit de (5.6.3) que

χκr�π(x) = dχ
κ
r�π′(x)

pour toutx ∈ Greg , pour une constanted ∈ F
∗
� (ces fonctions sont nulles hors deHE ∩Greg ).

Par (5.5),r�π � r�π′. Inversement, supposonsr�π � r�π′. Alors, on déduit de (5.6.4) que

∑
g∈Σ

χg.r�πE (x) = d
∑
g∈Σ

χg.r�π′
E
(x)

pour x ∈ He
E ∩ Greg , pour une constanted ∈ F

∗
� . CommeHe

E ∩ Greg est dense dansHe
E , et

que les caractères desF�-représentations irréductibles deHE sont localement constants sur
He
E , l’égalité est vraie pour toutx ∈ He

E . Les multiplicités des représentations irréductibles
qui interviennent dans chaque terme sont inférieures àm, et m < �. L’indépendance linéaire
des traces desF�-représentations supercuspidales deHE sur les elliptiques (3.1) implique que
Σ.πE ≡Σ.π′E . ✷
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6. Démonstrations des théorèmes 1.2, 1.3

La démonstration du théorème principal est achevée. Nous démontrons le théorème 1.2 en
(6.1), et le théorème 1.3 en (6.2).

6.1. La correspondance définie en (1.2) est une bijection deScuspF�
(G) sur IrrF�

(W )(n),
car :

– Elle est définie sur toutF�
(G), car touteπ ∈ ScuspF�

(G) est la réduction modulo� d’une
représentationπ′ ∈ Scusp(G) (2.4).

– Elle est surjective, car touteσ ∈ IrrF�
(W )(n) est la réduction modulo� d’une représentation

σ′ ∈ Irr(W )(n) (2.6).
– Elle est injective, par le (3) du théorème principal.

6.2. Nous montrons le théorème 1.3 : si la caractéristique deF est 0 et � > n, le support
supercuspidal der�π, pourπ ∈ Scusp(G) entière, correspond àr�(σ) si σ correspond àπ (par
les bijections de Langlands).

Il est déjà démontré sir�σ est irréductible.
Avec les notations de (2.9), on écritπ = indF,Ff

πf , σ = indF,Ff
σf , avecπf ↔ σf , f(πf ) =

f(σf ) = 1. La représentationr�πf est irréductible et supercuspidale, etτf := r�σf est
irréductible ; les représentationsr�πf et r�σf se correspondent par la bijection de Langlands
surF�.

6.2.1.On ne fait aucune restriction sur(F, �). On s’intéresse au cas oùr�σ est réductible. On
la décrit, en utilisant quer�σ est la semi-simplifiée deindF,Ff

τf .
Par la théorie de Clifford (4.1), le fixateur deτf dans le groupe de GaloisΣf deFf/F est

d’ordred > 1 ; par la théorie de Galois, le fixateur est le groupe de Galois deFf/Ff/d. Soitτf/d
une représentation irréductible deWFf/d

qui prolongeτf . Son induite àWF

τ1 := indF,Ff/d
τf/d

est irréductible. C’est un constituant der�σ. Un générateurκ du groupeΞ desZ�-caractères
deWF /WFf

s’identifie à unZ�-caractère non ramifié deF ∗ d’ordref par l’isomorphisme de
réciprocité. On a

r�σ = τ1 ⊕ (τ1 ⊗ r�κ)⊕ · · · ⊕
(
τ1 ⊗ r�κd−1

)
.

6.2.2.On ne fait aucune restriction sur(F, �). On choisit un relèvementσ′f/d de

τf/d = r�σ′f/d.

On a la tour d’extensionsF ⊂ Ff/d ⊂ Ff , qui correspond à des inclusions inverses pour les
groupes de Weil. On peut restreindre deFf/d àFf , et induire deFf/d àF les représentations des
groupes de Weil correspondants. La convention, déja utilisée pourX = τ , est que la restriction
deXf/d àFf est notéeXf , et son induite àF est notéeX1 (sauf mention contraire).

La réduction modulo� commute avec l’action de Galois, la restriction, l’induction, la
multiplication parκ. Donc l’induiteσ′1 := indF,Ff/d

σ′f/d est�-irréductible car elle relève

τ1 = r�σ′1.
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La restrictionσ′f := resFf ,Ff/d
σ′f/d est�-irréductible et commeσf , elle relèveτf .

Le fixateur deσ′f dans le groupe de GaloisGal(Ff/F ) contientGal(Ff/Ff/d), il lui est
même égal par la théorie de Clifford, et la représentation induite

σ′ := indF,Ff
σ′f = σ

′
1 ⊕ (σ′1 ⊗ κ)⊕ · · · ⊕

(
σ′1 ⊗ κd−1

)

relèver�σ. Les représentationsr�σ etσ′ ont la même longueurd.
Soit π′f/d correspondant àσ′f/d par la bijection de Langlands surQ�, σ

′
f/d ↔ π′f/d.

L’induction automorphe àF et le changement de base àFf correspondent à l’induction
et à la restriction galoisiennes, par les bijections de Langlands, lorsque les représentations
galoisiennes concernées restent irréductibles. Commeσ′1 et σ′f sont irréductibles, on a
π′1 := indF,Ff/d

π′f/d ↔ σ′1 et π′f := resFf ,Ff/d
π′f/d ↔ σ′f . Commeσ′1 est �-irréductible,π′1

est�-supercuspidale par la proposition (2.3).
Comme la bijection de Langlands est compatible avec l’action du groupe de Galois, le fixateur

deπ′f dansGal(Ff/F ) estGal(Ff/Ff/d). La description de l’induction automorphe [2] montre
que

indF,Ff
π′f = π

′
1 × (π′1 ⊗ κ)× · · · ×

(
π′1 ⊗ κd−1

)
(avec la notation de Zelevinski [23] pour l’induite parabolique normalisée). CetteQ�-représenta-
tion deG est irréductible, entière, non cuspidale. On la noteπ′.

6.2.3.On suppose� > n et que la caractéristique deF est 0. Nous allons montrer que la
représentation irréductible cuspidaler�π est un sous-quotient der�π′. Tous les sous-quotients
irréductibles der�π′ ont le même support supercuspidal

r�π
′
1 ⊕ r�(π′1 ⊗ κ)⊕ · · · ⊕ r�

(
π′1 ⊗ κd−1

)

puisquer�π′1 est supercuspidale. Par la correspondance de Langlands surF�, il correspond à la
représentation semi-simple

r�σ = r�σ′1 ⊕ r�(σ′1 ⊗ κ)⊕ · · · ⊕ r�
(
σ′1 ⊗ κd−1

)
.

Le théorème 1.3 sera donc démontré.
Les représentations irréductiblesπ,π′ sont fixes parΞ. Les caractèresκ-tordus deπ et deπ′

sont donnés par la formule (5.6.1) pourE = Ff . La constantec(π) appartient àZ
∗
� par (5.6), car

πf est entière etr�πf est supercuspidale.

LEMME. – c(π′) ∈ Z
∗
� et r�c(π′) = r�c(π).

Démonstration. –a) Préliminaires. En (6.2.2), laF�-représentationr�π′f/d correspond àτf/d
par la bijection de Langlands surF� ; on déduit du théorème 5.1 que

r�π
′
f = r�πf .

La somme des caractèresκ-tordus des sous-quotients irréductibles der�π′, fixes parκ, est
égale àr�(χκπ′).

C’est valable pour toute représentationπ′ ∈ (IrrG)Ξ entière, i.e. induite d’une représentation
entièreV ′ du groupe

G′ := {g ∈G | detg ∈NFf/FF
∗
f }.
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Vérifions-le. L’induction commute avec la réduction modulo� et la formule (5.5.1) pourχκπ′

montre que

r�(χκπ′) =
∑

W ′,g∈G/G′

κ(g)χg.W ′

W ′ parcourant tous les sous-quotients irréductibles der�V
′ =

⊕
W ′. Si le fixateur deW ′ dans

G/G′ n’est pas trivial, alors la représentationindG,G′W ′ deG induite parW ′ est réductible,
aucun de ses sous-quotients n’est fixe parκ, et

∑
g∈G/G′ κ(g)χg.W ′ = 0. Si le fixateur est trivial,

alorsindG,G′W ′ est un sous-quotient irréductible der�π′, fixe parκ.
b) Montrons qu’il existex ∈ GL(n/f,Ff) ∩Greg tel queχκπ′(x) ∈ Z

∗
� . Il suffit, par densité,

de montrer quer�χκπ′ = χκr�π′ �= 0. La représentationr�π′ a un unique sous-quotient irréductible
générique ; l’unicité montre qu’il est fixe parκ. On utilise alors a) et l’indépendance linéaire des
caractèresκ-tordus des représentations irréductibles fixes parκ (5.5).

c) Par b) et la formule (5.6.1), l’inverse dec(π′) appartient àZ�. L’égalité r�π′f = r�πf
implique que

r�
(
χκπ′(x)c(π′)−1

)
= r�

(
χκπ(x)c(π)

−1
)

pour toutx ∈GL(n/f,Ff ) ∩Greg . Les propriétés des caractères tordus montrent que le second
membre est non identiquement nul, car nous savons quec(π) ∈ Z

∗
� et quer�π est irréductible,

fixe parκ. On en déduitc(π′) ∈ Z
∗
� .

d) Par c), on ar�χκπ′ = r�(c(π′)c(π)−1)χκr�π
. L’indépendance linéaire desκ-caractères tordus

implique quer�(c(π′)c(π)−1) = 1 et quer�π est le sous-quotient générique der�π′. Le lemme
et le théorème 1.3 sont démontrés.✷

Addendum

Ce texte est une version améliorée de la prépublication 207 (mars 1999) de l’Institut de
Mathématiques de Jussieu. On peut en fait supprimer la restriction� > n, en évitant l’analyse
harmonique modulaire (modulo�), et en utilisant une méthode de Khare qui permet de globaliser
des congruences locales ainsi que la correspondance de Langlandsglobalede Harris–Taylor. On
peut aussi supprimer la restrictionF de caractéristique0 si l’on admet la correspondance de
Langlandsglobalede Lafforgue [19].
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