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DESCENTE ÉTALE DESF -ISOCRISTAUX
SURCONVERGENTS ET RATIONALITÉ DES FONCTIONS

L DE SCHÉMAS ABÉLIENS

PAR JEAN-YVES ÉTESSE1

RÉSUMÉ. – Pourk un corps de caractéristiquep > 0 et S un k-schéma lisse et séparé trois types de
résultats sont prouvés :

(1) la descente étale desF -isocristaux surconvergents surS ;
(2) la pleine fidélité de foncteurs de restriction à un ouvert dense deS, entreF -isocristaux ;
(3) l’expression cohomologiquep-adique de la fonctionL d’un schéma abélien surS et sa rationalité.
 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – Letk be a field of characteristicp > 0 andS a smooth separatedk-scheme; three types of
results are proved:

(1) etale descent for overconvergentF -isocrystals onS;
(2) full faithfulness of restriction functors to a dense open subscheme ofS, betweenF -isocrystals;
(3) ap-adic cohomological expression of theL-function of an abelian scheme onS and its rationality.
 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction

SoientV un anneau de valuation discrète complet de corps des fractionsK de caractéristique
0, de corps résiduelk de caractéristiquep > 0 etS unk-schéma séparé de type fini. Les résultats
de cet article s’articulent autour de trois thèmes progressifs :

1. le descente étale desF -isocristaux surconvergents surS,
2. des théorèmes de pleine fidélité pour des foncteurs de restriction à un ouvert dense entre
F -isocristaux,

3. l’expression cohomologiquep-adique des fonctionsL de schémas abéliens et leur
rationalité.

Les catégories desF -isocristaux convergents et surconvergents surS ont été définies par
Berthelot [4,3,5,6] et il montre en particulier qu’elles sont locales pour la topologie de Zariski sur
S [5]. Ici, lorsqueS est lisse surk, nous généralisons ce résultat à la topologie étale en montrant
que lesF -isocristaux surconvergents se descendent par un morphismeS′ → S étale surjectif
[théorème 1]ou par un morphismeS′ → S propre surjectif et génériquement étale[théorème 3].

La démonstration repose d’une part sur des théorèmes de Ogus [35, theo. 5.4, theo. 4.6] qui
assurent que de tels morphismes descendent lesF -isocristaux convergents et d’autre part sur

1 Durant la préparation de cet article, l’auteur a bénéficié du soutien du programme TMR de la Communauté
Européenne, dans le cadre du réseau “Arithmetic Algebraic Geometry” (Contrat n◦ ERB FMR XCT 960006).
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une étude, au I, du casS affine et lisse via les algèbres de Monsky–Washnitzer : leur caractère
hensélien [20] permet de prouver qu’un facteur direct (au sens “convergent”) d’unF -isocristal
surconvergent est en fait surconvergent [théorème 6].

Pour les théorèmes de pleine fidélité on supposeS lisse séparé surk. Soit j :U ↪→ S
une immersion ouverte telle queU soit dense dansS. Notons F -Isoc†(S/K) (resp.
F -Isoc†(S/K)0, resp. F -Isoc(S/K)) la catégorie desF -isocristaux surconvergents (resp.
F -isocristaux surconvergents unités, resp.F -isocristaux convergents) sur(S/K) : ici
F -isocristal unité signifie que, en tout point géométrique deS, les pentes du Frobenius sont
nulles. Nous montrons que lesfoncteurs naturels

(1) j∗ :F -Isoc†(S/K)−→ F -Isoc†(U/K),
(2) F -Isoc†(S/K)0 −→ F -Isoc(S/K)0,
(3) F -Isoc†(S/K)0 −→ F -Isoc(U/K)0,

sont pleinement fidèles[théorème 4], [théorème 5] et [corollaire 1 du théorème 5].
La question de cette pleine fidélité est évoquée dans [5, 2.3.9]. La preuve a été donnée dans

des cas particuliers pour le foncteur (2) : lorsqueS est une courbe, par Crew quand on se limite
aux objets de rang 1 [12, theo. 4.10], puis par Tsuzuki en rang quelconque ; enfin par Tsuzuki
lorsquek est parfait et queS admet une compactification lisse surk [41, theo. 1.2.2].

La preuve de ces pleines fidélités est obtenue comme suit :
– pour (1) grâce à un résultat analogue de Tsuzuki pour lesF -isocristaux convergents et un

théorème de descente étale [théorème 2′′] ;
– pour (2), le théorème de A.-J. de Jong sur l’existence d’une altération projective lisse deS

[27, théorème 4.1] après passage à une clôture algébrique dek et le théorème de descente par
un morphisme propre surjectif génériquement étale [théorème 3] permettent de se ramener
au cas traité par Tsuzuki oùk est parfait etS admet une compactification lisse ;

– le (3) est conséquence directe de (1) et (2).
Au paragraphe III on supposeV d’indice de ramificatione � p − 1 ; soientS un k-schéma

lisse et séparé etf :X → S un schéma abélien. On prouve [théorème 7] queles faisceaux de
cohomologie rigideRifrig∗(OX/K) sont desF -isocristaux surconvergents: ceci démontre un
cas particulier d’une conjecture plus générale de Berthelot portant sur la surconvergence des
Rifrig∗(OX/K).

Un théorème de Grothendieck assure queX admet une polarisation : après extension finie
étale on rajoute une structure de niveau. On est alors dans le cas universel relevable : par un
lemme de Zarhin et le théorème 6 on se ramène au cas d’une polarisation principale et d’une
base lisse où la surconvergence est connue ; on redescend la surconvergence par le théorème de
descente étale [théorème 1].

Pour la fonctionL d’un schéma abélienf :X→ S, le corpsk est fini,V est l’anneauW des
vecteurs de Witt à coefficients dansk etS un k-schéma séparé de type fini.On prouve par voie
p-adique[théorème 8]la rationalité de la fonctionL(S,Rifcris∗(OX/W ), t) en se ramenant au
casS lisse surk : dans ce cas on a l’égalité

L
(
S,Rifcris∗(OX/W ), t

)
= L

(
S,Rifrig∗(OX/K), t

)

et la surconvergence établie au théorème 7 permet d’obtenir l’expression cohomologique de cette
fonctionL et sa méromorphie via la formule des traces en cohomologie rigide [23] ; le théorème
de Borel–Dwork permet de conclure à la rationalité.

Addenda. Depuis la soumission de cet article à publication (en 2000) Chiarellotto et
Tsuzuki ont établi aussi la descente étale desF -isocristaux surconvergents et ceci par des
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méthodes différentes de celles présentées ici, cf. [11] ; des travaux de Tsuzuki sont actuellement
en cours pour la descente propre.

I. Modules à connexion et structure de Frobenius sur les algèbres complètes et faiblement
complètes

1. Préliminaires

1.1. Dans tout cet article on fixe un corpsk de caractéristiquep > 0 et un entier a ∈N∗

On désigne parC(k) un anneau de Cohen dek de caractéristique0 [9, AC IX, §2, n◦3,
prop. 5] :C(k) est un anneau de valuation discrète complet d’idéal maximalpC(k) [26, 0IV,
19.8.5]. Toute injection de corps de caractéristiquep > 0, k ↪→ k′ se prolonge en un morphisme
C(k) ↪→ C(k′) qui est une injection fidèlement plate [26,0IV, 19.8.6 (i)], [9, AC IX, §2, n◦1,
prop. 2] et [9, AC VI, §3, n◦6, lemme 1]. Sik ↪→ k′ est une extension finie de degréd, alors
C(k′) est unC(k)-module libre de rangd [26, 0I, 7.4.4] et [9, loc. cit.].

Si V est un anneau de valuation discrète complet, d’uniformisanteπ, de corps résiduelk
et d’indice de ramificatione, alors il existe un morphisme fidèlement platC(k) ↪→ V et V
est unC(k)-module libre de range [26, 0IV, 19.8.6, 19.8.8]. Fixons une extensionk ↪→ k′ ;
V ′ := V ⊗C(k) C(k′) est un anneau de valuation discrète complet, d’uniformisanteπ, corps
résiduelk′ et l’extensionC(k′) ↪→ V ′ est totalement ramifiée de degrée [40, I, §6, prop. 17
et 18; II, §2, prop. 3].

Relevons les Frobenius àV etV ′ comme suit. PuisqueC(k) est uneZp-algèbre plate, complète
pour la topologiep-adique avecC(k)/pC(k) � k, c’est un “relèvement” dek au sens de [8,
1.1.3], et deux tels relèvements sont isomorphes [8, 1.2.7]. Fixons unep-base(xi)i∈I dek sur
Fp [26, 0IV, 21.1.9] (appeléep-base dans [8, 1.1.1]) : cettep-base existe par [26,0IV, 21.4.2].
De même, soit(yj)j∈J unep-base dek′ surk : alors(xi, yj)i∈I,j∈J est unep-base dek′ surFp.
Soit(x̃i)i∈I (resp.(ỹj)j∈J ) le relèvement de(xi)i∈I àC(k) (resp. de(yj)j∈J àC(k′)) construit
dans [8, 1.1.3] : la donnée de(x̃p

a

i )i∈I (resp. de(x̃p
a

i , ỹ
pa

j )i∈I,j∈J ) fixe un relèvementσ àC(k)
(resp.σ′ à C(k′)) de la puissanceaième du Frobenius dek (resp. dek′) [8, 1.2.7 (ii)] etσ′ est
au-dessus deσ, i.e. le carré

C(k′) σ′
C(k′)

C(k) σ C(k)

commute ; par l’extension des scalairesC(k) ↪→V on en déduit encore un carré commutatif

V ′ σ′

V ′

V σ V

oùσ(π) = σ′(π) = π. On noteK0, K ′
0, K , K ′ les corps des fractions deC(k), C(k′), V etV ′

respectivement.
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1.2. (1.2.1). SoientA0 unek-algèbre lisse,A uneC(k)-algèbre lisse relevantA0 [18, théo.
6],A′ =A⊗C(k)C(k′),A=A⊗C(k)V etA′ =A⊗V V ′. NotonsÂ (resp.Â′, resp.Â, resp.Â′)

le complétép-adique deA (resp.A′, resp.A, resp.A′), A† :=A†V ⊂ Â (resp.A† :=A†V ⊂ Â,
resp.A′† :=A′†V′ ⊂ Â′) le complété faible deA au-dessus de(C(k), (p)) (resp. deA au-dessus
de (V , (π)) ; resp. deA′ au-dessus de (V ′, (π))) : on a des injections [33, §1]

A† ⊗V V ′ ↪→A′† �
(
A† ⊗V V ′)†V

′
=:A† ⊗†

V V ′ ↪→ Â′ = Â ⊗̂V V ′

où⊗†
V désigne par définition le produit tensoriel faiblement complété.

PosonsA†
K =A

† ⊗V K ,A′†
K′ =A′† ⊗V′ K ′, ÂK = Â⊗V K , Â′

K′ = Â′ ⊗V′ K ′.
Quitte à se localiser surSpecA0 pour la topologie de Zariski on peut supposer queA0 admet

unep-base(T�)�∈L sur k [8, 1.1.2 (iii)]. Avec des notations analogues à (1.1), la donnée de
(x̃p

a

i , T̃
pa

� )i∈I,�∈L) (resp.(x̃p
a

i , ỹ
pa

j , T̃
pa

� )i∈I,j∈J,�∈L) fixe un relèvementFÂ à Â (resp.FÂ′ à

Â′) deFA0 (resp.FA′
0
), la puissanceaièmedu Frobenius deA0 (resp. deA′

0) etFÂ′ est au-dessus
deσ′ et deFÂ. Par l’extension des scalairesC(k) ↪→V on en déduit encore un carré commutatif

Â′
FÂ′

Â′

Â FÂ
Â

au-dessus de

V ′ σ′

V ′

V σ V .

(∗)

D’après [37, cor. 2.4.3] il existe alors un carré commutatif

A′ †
F

A′ †
A′ †

A†
F

A†
A†

au-dessus de(∗) tel queFA† (resp.FA′ † ) relèveFA0 (resp.FA′
0
) . Le morphismeFA† est fini

et fidèlement plat [20, théo. 17] et [8, (1.1.1), (1.1.2) (iii)] ; par passage au séparé complété,FA†

induit un morphismeFÂ : Â→ Â qui se factorise en

FÂ : Â 1Â⊗F
A†

C := Â⊗A†
F

A†
A†

F
Â/A†

Â

où C est complet pour la topologieπ-adique. CommeFÂ/A† mod πn+1 est l’identité de

An := A†/mn+1A† = A/mn+1A [33, theo. 1.4],FÂ/A† est un isomorphisme et on identifiera

FÂ à l’image inverse surÂ de FA† . On en déduit des morphismesFA†
K
:A†

K → A†
K ,

4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 4



DESCENTE ÉTALE DESF -ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 579

FÂK
: ÂK → ÂK (resp.FA′ †

K′
:A′ †

K′ → A′ †
K′ , FÂ′

K′
: Â′

K′ → Â′
K′ ) au-dessus deσ (resp. au-

dessus deσ′) etFA′ †
K′

(resp.FÂ′
K′

) est au-dessus deFA†
K

(resp.FÂK
).

(1.2.2) SoitB0 uneA0-algèbre étale ; on la relève en uneA†-algèbre étaleB [20, théo. 4].
AlorsB ⊗A†

F
A†
A† est uneA†-algèbre étale relevantB0 ⊗A0

FA0

A0 et sa complétée faible est

B†⊗A†
F

A†
A† [33, theo. 6.1]. MunissonsB† d’un FrobeniusFB† compatible àFA† comme suit.

Le Frobenius relatif

FB0/A0 :B0 ⊗A0
FA0

A0
∼

B0

est un isomorphisme [31, VI, lemma 13.2] ; il se relève de manière unique [20, théo. 17, cor. 2
du théo. 17 et cor. 3 du théo. 4] en un isomorphisme

FB†/A† :B† ⊗A†
F

A†
A† ∼

B†.

On prend alors pourFB† le composé

B†
1

B†⊗FA†
B† ⊗A†

F
A†
A† ∼

F
B†/A†

B†;

on identifieraFB† à1B† ⊗FA† . On en déduit aussiFB†
K

, FB′ †
K′

, FB̂K
etFB̂′

K′
.

1.3. SoitΩ1
A† (resp.Ω1

A′ † ) le module desV-différentielles deA† (resp.V ′-différentielles de
A′ †) au sens de Monsky–Washnitzer [33, theo. 4.2]

Ω1
A† := Ω̃1

A†/V := Ω
1
A†/V/

⋂
n

mnΩ1
A†/V

[resp.Ω1
A′ † := Ω̃1

A′ †/V′ := Ω1
A′ †/V′/

⋂
nm

nΩ1
A′ †/V′ ] ; on pose

Ω1
A†

K

=Ω1
A† ⊗V K, Ω1

Â
:= Ω̂1

Â/V et Ω1
ÂK

:= Ω1
Â
⊗V K

[resp.Ω1
A′ †

K′
= Ω1

A′ † ⊗V′ K ′, Ω1
Â′ := Ω̂1

Â′/V′ etΩ1
Â′

K′
:= Ω1

Â′ ⊗V′ K ′]. Remarquons qu’ici on

prend les complétés des modules de 1-différentielles usuelles car on s’intéresse aux différentielles
continues [35, p. 781], [33, p. 197].

Si t1, . . . , td sont des coordonnées locales deA surV , les élémentsdt1, . . . , dtd forment une
base locale deΩ1

A† (resp. deΩ1
Â

, resp. deΩ1
A′ † , resp. deΩ1

Â′ ) surA† (resp. surÂ, resp. surA′ †,

resp. surÂ′) [33, theo. 4.5, 4.6].

PROPOSITION 1. –SoientA0 unek-algèbre lisse etA0 → B0 un k-morphisme étale; on le
relève en unV-morphismeA† → B† plat formellement étale pour la topologiem-adique entre
algèbres f.c.t.f.[20, théo. 17]. Alors

(i) les morphismeŝA ↪→ Â′ etA† ↪→A′ † sont fidèlement plats;
(ii) on a des isomorphismes

(1) Ω1
A† ⊗A† Â�Ω1

Â
, Ω1

B† ⊗B† B̂ �Ω1
B̂

;

(2) Ω1
Â
⊗Â B̂ �Ω1

B̂
;
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(3) Ω1
A† ⊗A† B̂ �Ω1

B̂
;

(4) Ω1
A† ⊗A† B† �Ω1

B† ;

(5) Ω1
Â
⊗Â Â

′ �Ω1
Â
⊗̂VV ′ �Ω1

Â′ ;

(6) Ω1
A† ⊗A† A′ † �Ω1

A′ † .

Démonstration. –Pour le (i), par fidèle platitude deA† ↪→ Â etA′ † ↪→ Â′, il suffit de montrer
que Â ↪→ Â′ est fidèlement plat. D’après [9, AC III, §5, n◦4, prop. 2] Â′ est unÂ-module
idéalement séparé pourmÂ, doncÂ′ est unÂ-module plat [9, AC III, §5, n◦3, théo. 1]. En
désignant parSpmR le spectre maximal d’un anneauR, il nous reste à prouver qu’il existe
une surjectionSpm Â′ — Spm Â [9, AC I, §3, n◦5, prop. 9(e)]. OrA0 ↪→ A′

0 := A′/mA′ est

fidèlement plat ; comme on a des bijectionsSpmA0
∼

Spm Â , SpmA′
0

∼
Spm Â′

et une surjectionSpmA′
0 — SpmA0 [loc. cit.], la conclusion en résulte.

Pour le (ii), le (5) et le (6) sont clairs et mis là pour mémoire.
Comme Â est formellement étale surA† pour la topologiem-adique [20, prop. 2] le

morphisme canonique

Ω1
A†/V ⊗A† Â−→Ω1

Â/V

est un bimorphisme formel au sens de [26,0IV, 20.7.6], donc on a un isomorphisme

Ω̂1
A† �Ω1

Â
,

d’où (1) carΩ1
A† est projectif de type fini surA† [33, theo. 4.6]. De même pourB†.

Pour (2) et (3) l’argument est encore le même carB̂/Â (resp.B̂/A†) est formellement étale
pour la topologiem-adique : on utilise [26,0I, 7.7.9] carΩ1

Â
est de type fini sur̂A.

Pour le (4),B† est formellement étale surA† pour la topologiem-adique ; donc le morphisme
canonique

Ω1
A†/V ⊗A† B† −→Ω1

B†/V

induit

Ω1
A† ⊗A† B† −→Ω1

B†(∗)

et devient un isomorphisme après complétion [26,0IV, 20.7.6]. La complétion se résume ici à
tensoriser surB† parB̂ car on a affaire à desB†-modules de type fini ; par fidèle platitude deB̂
surB† [20, prop. 2](∗) est un isomorphisme. D’où la proposition.✷

PROPOSITION 2. –SoientA un anneau commutatif,B,C etD troisA-algèbres commutatives,
telles queA ↪→C soit fidèlement plat et

A B
j

C
i

D

un carré commutatif de morphismes injectifs d’algèbres.
Notonsi′ :C ↪→ C ⊗A B, j′ :B ↪→ C ⊗A B les injections canoniques etϕ :C ⊗A B → D

l’application naturelle telle quei= ϕ ◦ i′, j = ϕ ◦ j′. Alors :
(a) On a un isomorphisme deA-algèbres

A� i′(C)∩ j′(B).

4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 4
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(b) Si de plusϕ est injective on a aussi un isomorphisme

A� i(C)∩ j(B)⊂D.

(c) SoientV et V ′ deux anneaux de valuation discrète comme en(1.1), A uneV-algèbre
lisse,A′ =A⊗V V ′, B uneA†-algèbre telle queA† ↪→ B soit injectif,B′ =B ⊗V V ′ ;
on notera(̂ ) la complétionm-adique. Alors, dans chacun des trois cas suivants, les
hypothèses du(b) sont satisfaites etϕ est une injection plate:
(c.1) A = A†, B = A′ †, C = Â , D = Â′, oùA† ⊂ Â (resp.A′ † ⊂ Â′) est le complété

faible deA (resp. deA′) au-dessus de(V , (π)) (resp. au-dessus de(V ′, (π))).
(c.2) A=A†, B =B†, C =A′ †, D =B′ †, oùB† ⊂ B̂ (resp.B′ † ⊂ B̂′) est le complété

faible deB (resp. deB′) au-dessus de(V , (π)) (resp. au-dessus de(V ′, (π))).
(c.3) A = A†, B = B†, C = Â, D = B̂ oùB est uneA†-algèbre régulière telle que le

morphisme structuralA† ↪→B soit injectif plat et quasi-fini.
(d) SoientA0 unek-algèbre lisse etSpecB0 → SpecA0 unk-morphisme étale et dominant.

NotonsA uneV-algèbre lisse relevantA0 et A† → B un V-morphisme étale relevant
A0 → B0 [20, théo. 4]. Alors les hypothèses du(c.2) (resp. du(c.3))sont satisfaites: en
particulier on a une injection plate

A′ † ⊗A† B† ↪→B′ † (resp.Â⊗A† B† ↪→ B̂)

et un isomorphisme

A† �A′ † ∩B† ⊂B′ † (resp.A† � Â∩B† ⊂ B̂).

Démonstration. –
(a) Appliquant [9, AC I, §3, n◦5, prop. 10(ii)] avecA=A, B = C, F = B, F ′ =A on obtient

l’isomorphisme canoniqueA� j′(B)∩ i′(C).
(b) Lorsqueϕ est injectif,ϕ induit un isomorphisme

ϕ : i′(C)∩ j′(B) ∼
i(C)∩ j(B)⊂D,

d’où l’assertion (b).
(c) Dans chacun des trois cas,ϕ modmn est un isomorphisme etD est unC ⊗A B-module

idéalement séparé pourmC ⊗A B [9, AC III, §5, n◦4, prop. 2], donc le critère usuel [9, AC III,
§5, n◦2, théo. 1] établit la platitude deϕ.

Pour (c.1) on démontre directement l’injectivité de la flèche

Â⊗A† A′ † ↪→
(
Â⊗V V ′)†V′

en utilisant la définition du complété faible [33, §1] ; comme

(
Â⊗V V ′)†V′

↪→
(
Â⊗V V ′)∧ � Â′

est aussi injectif [33, §1], l’injectivité deϕ en résulte.
L’injectivité deϕ dans le cas (c.2) se voit aussi directement [loc. cit.].
Prouvons (c.3). Rappelons queA† ↪→ Â etB† ↪→ B̂ sont fidèlement plats,A† est régulier [20,

prop. 2], et l’injectionA† ↪→ B fournit une flècheA† → B† [33], aussi injective, car̂A ↪→ B̂
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est injective. Le morphismeg : SpecB→ SpecA† est dominant, plat, de type fini, entre schémas
noethériens normaux ; puisqueg est ouvert [26, IV, 2.4.6] et dominant,A,A† etB admettent des
décompositions de la forme

A=
∏
i∈I

Ai, A† =
∏
i∈I

A†
i , B =

∏
i∈I

Bi

avec même ensemble d’indices oùAi, A
†
i , Bi sont intégralement clos [20, prop. 11] etg induit,

pour touti, une injectionA†
i ↪→Bi. L’application

ϕ : Â⊗A† B† −→ B̂

s’écrit alors

ϕ=
∏
i∈I

ϕi :
∏
i∈I

(
Âi ⊗A†

i
B†
i

)
−→

∏
i∈I

B̂i;

pour prouver l’injectivité deϕ on peut donc supposerA† etB intégralement clos [20, cor. 3 de
prop. 11].

D’après Raynaud [38, cor. 2 (2) p. 42], on a la version suivante du “Main theorem” de Zariski :
soit A′ la fermeture intégrale deA† dansB ; il existe une sous-A†-algèbreC de A′ (donc
C est intègre), finie surA†, telle queSpecB → SpecC soit une immersion ouverte. Puisque
u : SpecB → SpecC est une immersion ouverte dominante, il existef ∈ C\{0} tel que les
morphismes

SpecD ↪→ SpecB ↪→ SpecC (oùD =C[1/f ])

soient des immersions ouvertes dominantes. L’injectivité deB ↪→ D assure l’injectivité de
B† ↪→D†. Or on a une injection

Ĉ ⊗C† D† = Ĉ ⊗C†
(
C†[X ]†/(Xf − 1)

)
↪→ Ĉ[X ]†/(Xf − 1)�

(
Ĉ[X ]/(Xf − 1)

)†

et D̂� (Ĉ[X ]/(Xf − 1))∧ ; si l’on poseC′ := Ĉ[X ]/(Xf − 1), le morphisme canonique

ϕ′ : Ĉ ⊗C† D† −→ D̂

est donc simplement l’injection composée

ϕ′ : Ĉ ⊗C† D† ↪→ (C′)† ↪→ (Ĉ′).

CommeC est fini surA†, on aC =C† [33], d’où Ĉ ⊗C† D† � Â⊗A† D† ϕ′

D̂. Par suite,

la flèche horizontale supérieure du carré commutatif

Â⊗A† B† ϕ

B̂

Â⊗A† D† ϕ′

D̂

est aussi injective ; d’où (c.3).
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(d) Choisissons uneV-algèbre lisseA relevantA0 etA† → B un morphisme étale relevant
A0 → B0 [20, théo. 4]. Le morphisme composéA† → B → B† est injectif, carA0 → B0

est injectif [20, théo. 17] ; il suffit alors d’appliquer (c.3). Remarquons qu’iciB n’est pas
nécessairement faiblement complet carA† →B n’est pas supposé fini [33, theo. 6.1].✷

COROLLAIRE. – Sous les hypothèses(d) de la proposition2, soit K l’anneau total des
fractions deA†. Alors on a des isomorphismes

(i) A† = Â∩A†
K = Â∩K= Â ∩B† = Â ∩B†

K ,
(ii) A†

K = ÂK ∩K= ÂK ∩B†
K .

Démonstration. –PuisqueA† est plat surV , A†
K est contenu dans l’anneauK ; en particulier

A† ⊂ A†
K et de mêmeB† ⊂ B†

K . CommeA† est un anneau de Zariski [20, prop. 2] on établit
l’égalitéA† = Â∩K comme [9, AC III, §3, n◦5, cor. 4 de prop. 9] ; d’où des inclusions

A† ↪→A†
K ∩ Â ↪→K∩ Â=A†

qui sont des égalités. Le reste résulte de la proposition précédente.✷
On a de même la proposition suivante

PROPOSITION 2′. – Sous l’hypothèse(d) de la proposition2 et les notations de1.1et 1.2on
a les égalités

(i) A† = Â∩A′ † =A′ † ∩B† ⊂ B̂′,
(ii) A†

K = ÂK ∩A′ †
K′ =A′ †

K′ ∩B†
K = Â

′
K′ ∩B†

K ⊂ B̂′
K′ .

Démonstration. –
(i) On aA† = Â ∩A′ † (resp.A† =A′ † ∩B†) par le cas (c.1) (resp. (d)) de la proposition 2.
(ii) De A† = Â ∩ A′ † on déduitA†

K = ÂK ∩ (A′ † ⊗V K) = ÂK ∩ A′ †
K′ . De même

A† =A′ †∩B† fournitA†
K = (A

′ †⊗VK)∩B†
K =A

′ †
K′ ∩B†

K . Enfin, d’après le (ii) du corollaire
ci-dessus, on âA′

K′ ∩B†
K = (Â

′
K′ ∩B′ †

K′) ∩B†
K =A

′ †
K′ ∩B†

K =A
†
K . ✷

2. Descente des modules

2.1. Sous les hypothèses de 1.2 soitM un ÂK -module projectif de type fini, tel que
N =M⊗ÂK

B̂K soit de la formeN =N ⊗B†
K
B̂K . Notons

i :M ↪→N =M⊗ÂK
B̂K et j :N ↪→N =N ⊗B†

K
B̂K

les injections canoniques.

PROPOSITION 3. –Sous les hypothèses2.1précédentesM := i(M)∩j(N) est l’uniqueA†
K -

module projectif de type fini, à isomorphisme près, tel que l’on ait des isomorphismes

M�M ⊗A†
K
ÂK , N =M ⊗A†

K
B†
K .

Remarque. – Par la suite on notera

ĩ :M ↪→M=M ⊗A†
K
ÂK

(
resp.̃j :M ↪→N =M ⊗A†

K
B†
K

)

les injections canoniques ; alorsi ◦ ĩ= j ◦ j̃.
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Démonstration de la proposition 3. –PuisqueM est unÂK -module projectif de type fini et
(A†,A0) un couple hensélien [20, théo. 3] il existe d’après Elkik [18, cor. 1 du théo. 3] ; un
A†
K -module projectif de type finiP tel que

P ⊗A†
K
ÂK �M

etP est unique àA†
K -isomorphisme près [18, lemme p. 573]. Comme on a des isomorphismes

N �M⊗ÂK
B̂K � P ⊗A†

K
ÂK ⊗ÂK

B̂K �
(
P ⊗A†

K
B†
K

)
⊗B†

K
B̂K �N ⊗B†

K
B̂K ,

il en résulte un isomorphisme [18, lemme p. 573]

N � P ⊗A†
K
B†
K .

D’après la proposition 2i(M) ∩ j(N) est unA†
K -module ; orP est plat pour toutA†

K -module
[9, AC I, §2, n◦2, déf. 1] carP est unA†

K -module projectif : par suite on a un isomorphisme [9,
AC I, §2, n◦6, prop. 6 et Rq. 1]

i(M)∩ j(N)�
(
P ⊗A†

K
ÂK

)
∩

(
P ⊗A†

K
B†
K

)
� P ⊗A†

K

(
ÂK ∩B†

K)� P [cor. de prop. 2].

D’où la proposition 3. ✷
Grâce à la proposition 1 on a des injections

ĩ :M1 :=M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

↪→M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

⊗A†
K
ÂK �M⊗ÂK

Ω1
ÂK

=:M1,

i :M1 :=M⊗ÂK
Ω1
ÂK

↪→M⊗ÂK
Ω1
ÂK

⊗ÂK
B̂K �N ⊗B̂K

Ω1
B̂K

=:N1,

j̃ :M1 :=M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

↪→M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

⊗A†
K
B†
K �N ⊗B†

K
Ω1
B†

K

=:N1,

j :N1 :=N ⊗B†
K
Ω1
B†

K

↪→N ⊗B†
K
Ω1
B†

K

⊗B†
K
B̂K �N ⊗B̂K

Ω1
B̂K

=:N1.

PROPOSITION 4. –Avec les notations précédentes on a un isomorphisme

M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

∼ i
(
M⊗ÂK

Ω1
ÂK

)
∩ j

(
N ⊗B†

K
Ω1
B†

K

)
.

Démonstration. –CommeΩ1
A†

K

est unA†
K -module projectif de type fini, il est plat pour le

A†
K -moduleN , donc on a des isomorphismes [9, AC I, §2, n◦6, prop. 6 et Rq. 1]

i(M1) ∩ j(N1)�
(
M⊗A†

K
Ω1
A†

K

)
∩

(
N ⊗A†

K
Ω1
A†

K

)
�M ⊗A†

K
Ω1
A†

K

. ✷
Notons

Mσ :=M⊗ÂK
F

ÂK

ÂK , N σ :=N ⊗B̂K
F

B̂K

B̂K ,

Mσ :=M ⊗A†
K F

A
†
K

A†
K , Nσ :=N ⊗B†

K F
B

†
K

B†
K ;
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on a alors des isomorphismes

Mσ �Mσ ⊗A†
K
ÂK , Nσ �Mσ ⊗A†

K
B†
K ,

N σ �Mσ ⊗ÂK
B̂K �Nσ ⊗B†

K
B̂K �Mσ ⊗A†

K
B̂K .

PROPOSITION 5. –Sous les hypothèses précédentes on a un isomorphisme

Mσ ∼ Mσ ∩Nσ ⊂N σ .

Démonstration. –Le A†
K -moduleMσ est plat pourB̂K [9, AC I, §2, n◦2, déf. 1], carMσ

est unA†
K -module plat, puisqueFA†

K
est plat etM projectif de type fini surA†

K . Donc on a un
isomorphisme canonique [9, AC I, §2, n◦ 6, prop. 6 et Rq. 1] et [cor. de prop. 2]

Mσ ∩Nσ :=
(
Mσ ⊗A†

K
ÂK

)
∩

(
Mσ ⊗A†

K
B†
K

)
�Mσ ⊗A†

K

(
ÂK ∩B†

K

)
=Mσ. ✷

2.2. Sous les hypothèses 1.2 notonsC (resp.B, resp.D) l’un des anneaux̂AK , A′ †
K′ ou Â′

K′

(resp.A′ †
K′ , B

†
K ouB†

K ; resp.Â′
K′ , B′ †

K′ ou B̂′
K′ ). On a vu [cor. de prop. 2] et [prop. 2′] que

l’on a l’égalité

A†
K = C ∩ B ⊂D

et queC (resp.D) est fidèlement plat surA†
K (resp. surB) [prop. 1].

SoitM unC-module projectif de type fini tel queN :=M⊗CD est de la formeN =N⊗BD
pour unB-moduleN (qui est donc projectif de type fini surB).

Notons

i :M ↪→N =M⊗C D et

j :N ↪→N =N ⊗B D les injections canoniques.

On établit comme précédemment les propositions suivantes :

PROPOSITION 3′. – Sous les hypothèses2.2,M := i(M)∩ j(N) est unA†
K -module projectif

de type fini et on a des isomorphismes

M�M ⊗A†
K
C,

N �M ⊗A†
K
B.

PROPOSITION 4′. – De même on a un isomorphisme

M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

∼
i
(
M⊗C Ω1

C
)
∩ j

(
N ⊗B Ω1

B
)
.

Notons aussi

Mσ :=M⊗C
FC
C, N σ :=N ⊗D

FD
D,

Mσ :=M ⊗A†
K F

A
†
K

A†
K , Nσ :=N ⊗B

FB
B.

On a l’analogue suivant de la proposition 5 :
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PROPOSITION 5′. – Sous les hypothèses2.2on a un isomorphisme

Mσ �Mσ ∩Nσ ⊂N σ.

2.3.

PROPOSITION 6. –
(1) Avec les hypothèses de1.2,soitM′ un Â-module de type fini tel queM =M′ ⊗Â ÂK

soit projectif de type fini sur̂AK . Alors il existe unA†-module de type finiM ′ tel que
(i) M=M ′ ⊗A† Â,
(ii) M :=M ′ ⊗A† A†

K est projectif de type fini.
De plus siM′ est libre alorsM ′ est libre.

(2) Si M′
1 et M′

2 sont deux telsÂ-modules de type fini tels queM1 et M2 soient
ÂK -isomorphes, alorsM1 etM2 sontA†

K -isomorphes.

Démonstration. –Comme(A†,A0) est un couple hensélien [20, théo. 3] etA† de Zariski
[20, prop. 2] cela résulte d’un théorème de Elkik [18, théo. 3] et de [9, ACIII, §3, n◦5, cor. 2
de prop. 9]. ✷

COROLLAIRE 1. –Avec les notations de1.2, soit M un ÂK -module projectif de type fini.
Alors il existe unA†

K -module projectif de type finiM tel queM�M ⊗A†
K
ÂK . De plus siM1

etM2 sont deux telŝAK -modules et siM1 etM2 sontÂK -isomorphes, alorsM1 etM2 sont
A†
K -isomorphes.

Démonstration. –Résulte de [18, cor. 1 du théo. 3 et lemme p. 573].✷
COROLLAIRE 2. –Sous les hypothèses1.2, soientM et P deuxÂK -modules projectifs de

type fini etN :=M⊕P . Alors
(1) Il existe desA†

K -modules projectifs de type finiM etP relevant respectivementM etP
et toutA†

K -moduleN relevantN sera identifié àM ⊕ P .
(2) Avec les choix du(1) on a l’identification
(i) M =M∩N ,

et des isomorphismes
(ii) M� (M∩N)⊗A†

K
ÂK ,

(iii) Mσ ∼ Mσ ∩Nσ ,

(iv) M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

∼ (M⊗ÂK
Ω1
ÂK
)∩ (N ⊗A†

K
Ω1
A†

K

) .

Le (1) et le (2) (i), (ii) résultent du corollaire 1.
Les choix du (1) fournissent l’identificationNσ =Mσ⊕P σ ; de plusMσ ↪→Mσ =Mσ⊗A†

K

ÂK est l’injection évidente, d’où le (2) (iii).
Pour (2) (iv), puisqueΩ1

A†
K

est plat pour leA†
K -moduleN , on a un isomorphisme [9, ACI, §2,

n◦6, prop. 6]

(
M⊗ÂK

Ω1
ÂK

)
∩

(
N ⊗A†

K
Ω1
A†

K

)
� (M∩N)⊗A†

K
Ω1
A†

K

=M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

. ✷
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3. Descente des morphismes

3.0. Sous les hypothèses 1.2 notonsC (resp.B, resp.D) l’un des anneaux̂AK , A′ †
K′ ou Â′

K′

(resp.B′ †
K′ ; B†

K ouB†
K ; resp.B̂′

K′ , B′ †
K′ ou B̂′

K′ ). On aA†
K = C ∩ B ⊂ D et C (resp.D) est

fidèlement plat surA†
K (resp. surB).

Pouri = 1,2, soitMi un C-module projectif de type fini tel queNi :=Mi ⊗C D est de la
formeNi =Ni ⊗B D pour unB-moduleNi (qui est donc projectif de type fini surB).

3.1. Supposons de plus que l’on dispose de morphismesg :N1 → N2, g′ :N1 → N2,
ϕ :M1 →M2 compatibles, i.e. tels que

g′ = g ⊗B D = ϕ⊗C D.

PROPOSITION 7. –Sous les hypothèses3.1 il existe un couple(M1,M2) de A†
K -modules

projectifs de type fini, unique àA†
K -isomorphisme près tel queMi �Mi ⊗A†

K
C et un unique

A†
K -morphisme

f :M1 →M2

tel queϕ= f ⊗A†
K
C et g′ = f ⊗A†

K
B.

Démonstration. –Pour l’existence du couple(M1,M2) et de f , les propositions 3 et 3′

fournissent une description explicite deM1 et M2, Mi =Mi ∩ Ni, et il suffit de définir
f :M1 →M2 parf := g|M1 = g

′
|M1

= ϕ|M1 .
L’unicité du couple(M1,M2) provient de l’existence d’une flèche évidente

Mi ↪→Mi ∩Ni

qui après tensorisation surA†
K par C devient l’identité deMi : par fidèle platitude deC sur

A†
K l’injection précédente est un isomorphisme. L’unicité def est encore assurée par la fidèle

platitude deC surA†
K [9, ACI, §3, n◦5, prop. 9 (c)]. ✷

COROLLAIRE. – Supposons que les morphismes de3.1soient les Frobenius, i.e. queM etN
sont munis d’isomorphismes

φ1 :Mσ ∼ M, φ2 :Nσ ∼
N,

tous les deux induits par un isomorphismeφ3 :N σ ∼ N . AlorsM :=M∩N est muni d’un
isomorphisme de Frobenius

φ :Mσ ∼
M

induit parφ1, φ2, φ3: φ= φ1|Mσ = φ2|Mσ = φ3|Mσ .

3.2. Supposons que(M1,N1,N1) et (M2,N2,N2) sont deux triplets de modules vérifiant
les hypothèses du corollaire 2 de la proposition 6, et que l’on dispose de morphismes
g :N1 =M1 ⊕ P1 →N2 =M2 ⊕ P2, g′ :N1 =M1 ⊕ P1 →N2 =M2 ⊕ P2, ϕ :M1 →M2

compatibles, i.e. tels queg′ = g ⊗A†
K
ÂK etϕ= g′|M1

.
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PROPOSITION 8. –Sous les hypothèses3.2 il existe un couple(M1,M2) de A†
K -modules

projectifs de type fini, unique àA†
K -isomorphisme près, tel queMi �Mi⊗A†

K
ÂK et un unique

A†
K -morphismef :M1 →M2 tel queϕ= f ⊗A†

K
ÂK .

Démonstration. –Par le (2) (i) et (ii) du corollaire 2 de la proposition 6.✷
NotonsMod(ÂK) (resp.Mod(A†

K)) la catégorie desÂK -modules (resp.A†
K -modules)

projectifs de type fini. Pour un objetM deMod(ÂK) (resp.M deMod(A†
K)) un isomorphisme

φ̂ :F ∗
ÂK
(M) =:Mσ ∼ M

(
resp. φ† :F ∗

A†
K

(M) =:Mσ ∼
M

)

est appelé une structure de Frobenius surM (resp. surM ) relativement àFÂK
(resp.FA†

K
). Un

morphisme dêAK -modules (resp.A†
K -modules) projectifs de type fini et structure de Frobenius

est unÂK -morphisme (resp.A†
K -morphisme) qui commute aux structures de Frobenius. On

noteF a-Mod(ÂK) (resp.F a-Mod(A†
K)) la catégorie deŝAK -modules (resp.A†

K -modules)
projectifs de type fini et structure de Frobenius.

Par le (2) (iii) du corollaire 2 de la proposition 6 on en déduit :

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 8. –
(1) SoientM et P deux éléments deF a-Mod(ÂK), N :=M⊕ P , et N un élément de

F a-Mod(A†
K) tels que l’on ait un isomorphisme

N �N ⊗A†
K
ÂK

dansF a-Mod(ÂK). Alors il existeM ∈ F a-Mod(A†
K), unique à isomorphisme près, tel que

M�M ⊗A†
K
ÂK .

(2) Si (ϕ, g, g′) : (M1,N1,N1)→ (M2,N2,N2) est un morphisme entre deux tels objets,
où g′ := g ⊗A†

K
ÂK , et siM1, M2 relèventM1, M2 alors il existe un unique morphisme de

F a-Mod(A†
K), f :M1 →M2, induit parg′, tel que le morphisme

f ′ := f ⊗A†
K
ÂK :M1 −→M2

deF a-Mod(ÂK) soit égal àϕ .

4. Descente des connexions

4.1. Soit (M,N,N ) un triplet comme en (3.0) ; avec les notationsi, ĩ, j, j̃ de 2.1, supposons
queM soit muni d’une connexion intégrable

∇1 :M−→M⊗C Ω1
C ,

de même queN etN
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∇2 :N −→N ⊗B Ω1
B,

∇3 :N −→N ⊗D Ω1
D,

telles que∇3 induise∇1 et∇2, via i et j respectivement.

PROPOSITION 9. –Sous les hypothèses précédentes∇1 et ∇2 induisent une connexion
intégrable∇ surM =M∩N

∇ :M −→M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

où∇ :=∇1|M =∇2|M =∇3|M .

De plus∇1 (resp.∇2, resp.∇3) se déduit de∇ via l’extension des scalairesA†
K →C (resp.

A†
K → B, resp.A†

K → D), ce que l’on écrit∇1 = ∇C (resp.∇2 = ∇B, resp.∇3 = ∇D) et
∇=∇1 ∩∇2.

De même, si∇σ := ∇σA (resp.∇σ
1 := ∇σC

1 , resp.∇σ
2 := ∇σB

2 , resp.∇σ
3 := ∇σD

3 ) désigne
l’extension de∇ (resp.∇1, resp.∇2, resp.∇3) via le Frobenius deA†

K (resp.C, resp.B, resp.
D), on a

∇σ =∇σ
1 ∩∇σ

2

et en particulier∇σ =∇σ
1|Mσ =∇σ

2|Mσ =∇σ
3|Mσ .

Démonstration. –Pourx∈M =M∩N , on a les égalités

∇3

(
i ◦ ĩ(x)

)
= i ◦∇1

(̃
i(x)

)
=∇3

(
j ◦ j̃(x)

)
= j ◦∇2

(
j̃(x)

)
;

ici x est identifié ài ◦ ĩ(x) = j ◦ j̃(x) et on a donc

∇3

(
i ◦ ĩ(x)

)
∈ i

(
M⊗C Ω1

C
)
∩ j

(
N ⊗B Ω1

B
)
�M ⊗A†

K
Ω1
A†

K

,

grâce aux propositions 4 et4′.
Il suffit de poser∇(x) := ∇3(i ◦ ĩ(x)) : l’intégrabilité de∇ résulte de celle de∇3 et de

l’injectivité de i ◦ ĩ :M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

↪→N ⊗D Ω1
D.

Le fait que∇ = ∇1 ∩ ∇2 et∇1 = ∇C , ∇2 = ∇B, ∇3 = ∇D est clair d’après la définition
de∇.

On a de même∇σ = (∇σ)C ∩ (∇σ)B = (∇σ)D|Mσ ; or (∇σA)C = (∇C)σC ,
(∇σA)B = (∇B)σB , (∇σA)D = (∇D)σD , d’où

∇σ =∇σ
1 ∩∇σ

2 =∇σ
3|Mσ . ✷

4.2. Soit (M,N,N ) un triplet de modules, comme au corollaire 2 de la proposition 6, que
l’on suppose munis de connexions intégrables

∇1 :M−→M⊗ÂK
Ω1
ÂK
,

∇2 :N −→N ⊗A†
K
Ω1
A†

K

,

∇3 :N −→N ⊗ÂK
Ω1
ÂK

telles que∇3 induise∇1 et∇2.
Grâce au corollaire 2 de la proposition 6 on en déduit :
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PROPOSITION 9′. – Sous les hypothèses4.2, on a
(1)∇1 et∇2 induisent une connexion intégrable∇ surM =M∩N

∇ :M −→M ⊗A†
K
Ω1
A†

K

où∇ :=∇1|M =∇2|M =∇3|M =∇1 ∩∇2.
(2) De plusMσ est muni d’une connexion intégrable∇σ

∇σ :Mσ −→Mσ ⊗A†
K
Ω1
A†

K

vérifiant les égalités∇σ =∇σ
1|Mσ =∇σ

2|Mσ =∇σ
3|Mσ =∇σ

1 ∩∇σ
2 .

5. F -isocristaux et modules à connexion avec structure de Frobenius

Rappelons queV et V ′ satisfont aux conditions (1.1). Pour les notions sur lesF -isocristaux
nous renvoyons le lecteur aux articles de Berthelot [4,3,5,6].

5.1. PourX unk-schéma séparé de type fini on noteF a- Isoc(X/K) (resp.F a- Isoc†(X/K),
resp.F a- Isoc(X/K)0, resp.F a- Isoc†(X/K)0) la catégorie desF a-isocristaux convergents
(resp. surconvergents; resp. convergents unités ; resp. surconvergents unités) surX/K [3, §0.5].
Ici, dire queE est unF a-isocristal (convergent ou surconvergent) unité signifie queE est un

F a-isocristal (convergent ou surconvergent), de Frobeniusφ :F a∗E
∼

E, tel qu’en tout
point géométriqueix̄ : x̄→X , toutes les pentes du Frobeniusφ sont nulles, i.e. il existe une base
{e1, . . . , er} dei∗x̄(E) telle que

i∗x̄(φ)(eα ⊗ 1) = eα.

On notera

F a- Isoc†(X/K)→ F a- Isoc(X/K), E �−→ Ê le foncteur d’oubli.(5.1.1)

SoitY (resp.Y ′) unV-schéma formel (resp. unV ′-schéma formel) de type fini ; pour tout carré
commutatif

X ′

w

Y ′

X Y

(5.1.2)

on dispose de foncteurs image inverse [5, 2.3.6]

w∗ :F a- Isoc(X/K)−→ F a- Isoc(X ′/K ′),(5.1.3)

w†∗ :F a- Isoc†(X/K)−→ F a- Isoc†(X ′/K ′).(5.1.4)

On considérera deux cas particuliers de cette situation.
Celui oùϕ :X ′→X est unk-morphisme, d’où

ϕ∗ :F a- Isoc(X/K)−→ F a- Isoc(X ′/K),(5.1.5)

ϕ†∗ :F a- Isoc†(X/K)−→ F a- Isoc†(X ′/K).(5.1.6)

4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 4



DESCENTE ÉTALE DESF -ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 591

Et celui oùρ :K ↪→K ′ est tel qu’en 1.1 : pourX un k-schéma, notonsX ′ le k′-schéma, déduit
deX par le changement de basek ↪→ k′ ; d’où

ρ∗ :F a- Isoc(X/K)−→ F a- Isoc(X ′/K ′),(5.1.7)

ρ†∗ :F a- Isoc†(X/K)−→ F a- Isoc†(X ′/K ′),(5.1.8)

etρ†∗ est exact [5, Rq. 2.3.3 (iv)].

5.2. SoitA0 unek-algèbre lisse relevée, comme en 1.1, en uneV-algèbre lisseA. Notons
Conn(ÂK) (resp.Conn†(A†

K)) la catégorie deŝAK -modules (resp.A†
K -modules) projectifs de

type fini à connexion intégrable (resp. à connexion intégrable et surconvergente) [42, §2.2].
Pour un objet(M, ∇̂) (resp.(M,∇)) deConn(ÂK) (resp. deConn†(A†

K)) un isomorphisme

φ̂ :F ∗
ÂK
(M) =:Mσ ∼ M

(
resp. φ

† :F ∗
A†

K

(M) =:Mσ ∼
M

)

est appelé une structure de Frobenius sur(M, ∇̂) (resp. sur(M,∇)) relativement àFÂK
(resp.

FA†
K

). Un morphisme dêAK -modules (resp. deA†
K -modules) projectifs de type fini à connexion

intégrable et structure de Frobenius est unÂK -morphisme (resp. unA†
K -morphisme) horizontal

qui commute aux structures de Frobenius. On noteF a-Conn(ÂK) (resp.F a-Conn†(A†
K)) la

catégorie deŝAK -modules (resp.A†
K -modules) projectifs de type fini à connexion intégrable

(resp. à connexion intégrable et surconvergente) et structure de Frobenius.
PosonsX = SpecA0. Comme les catégories d’isocristaux convergents définies par Ogus [35]

et Berthelot [5] sont équivalentes [5, 2.3.4], on dispose par Ogus [35, 2.15, 2.23] et Crew [12,
1.3.2] de foncteurs exacts à gauche et pleinement fidèles

Isoc(X/K)−→Conn
(
ÂK

)
,(5.2.1)

F a- Isoc(X/K)−→ F a-Conn
(
ÂK

)
.(5.2.2)

Précisons un peu. SoitE ∈ F a- Isoc(X/K) ; d’après [5, théo. 2.4.2] il existe unF -cristal (de
type fini) E non dégénéré surX et un entiern � 0 tels queE � Ean(n) (où le Frobenius de
Ean(n) est celui deEan multiplié parp−n). NotonsM′ un Â-module de type fini associé à
E, muni d’une connexion intégrable et topologiquement quasi-nilpotente [8, prop. 1.3.3]. Par
l’équivalence des catégories d’isocristaux convergents définies par Ogus et Berthelot, il résulte
de [35, theo. 2.15] et [12, 1.3.2] queM :=M′⊗Â ÂK est unÂK -module projectif de type fini.

On dispose en outre d’équivalences de catégories [5, 2.5.2, 2.5.7]

Isoc†(X/K)−→Conn†
(
A†
K

)
,(5.2.3)

F a- Isoc†(X/K)−→ F a-Conn†
(
A†
K

)
.(5.2.4)

(5.2.5) SoientA0 unek-algèbre lisse,SpecB0 → SpecA0 unk-morphisme étale dominant
et ρ :K → K ′ comme en 1.1 ; on utilise les notations de 1.1, 1.2 et 3 :C (resp.B, resp.D)
désigne l’un des anneaux̂AK′ , A′ †

K ou Â′
K′ (resp.B′ †

K , B†
K′ ou B†

K ; resp. B̂′
K′ , B′ †

K′ ou
B̂′
K′ ). Pour simplifier l’énoncé de la proposition suivante, la notationF a-Conn(C) désignera

F a-Conn(ÂK) ouF a-Conn(Â′
K′ ) lorsqueC = ÂK ouC = Â′

K′ et désigneraF a-Conn†(A′ †
K′ )

lorsqueC =A′ †
K′ ; idem pourD.

PROPOSITION 10. –Sous les hypothèses(5.2.5),
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(1) SoientM∈ F a-Conn(C), N ∈ F a-Conn†(B), N ∈ F a-Conn(D) tels que l’on ait des
isomorphismes

N �N ⊗B D�M⊗C D
dansF a-Conn(D). Alors il existeM ∈ F a-Conn†(A†

K), unique à isomorphisme près, tel que
M�M ⊗A†

K
C soit un isomorphisme dansF a-Conn(C).

(2) Si (ϕ, g, g′) : (M1,N1,N1)→ (M2,N2,N2) est un morphisme entre deux tels objets,
où g′ := g ⊗B D, alors il existe un unique morphismef :M1 →M2, induit par g′, tel que le
morphismef ′ := f ⊗A†

K
C :M1 →M2 soit égal àϕ, etf ⊗A†

K
B :N1 →N2 soit égal àg.

Démonstration de la proposition 10. –Résulte des propositions 7, 8 et 9. En effet, la
commutation requise du Frobeniusφ :Mσ →M et de la connexion∇ :M →M ⊗A†

K
Ω1
A†

K

[5, (2.5.8)] résulte de cette commutation pourM et du fait que∇σ =∇σ
1|Mσ [prop. 9]. ✷

PROPOSITION 10′. –
(1) SoientM,N ,P ∈ F a-Conn(ÂK), N ∈ F a-Conn†(A†

K) tels que l’on ait des isomor-
phismes

N �N ⊗A†
K
ÂK �M⊕P

dansF a-Conn(ÂK). Alors il existeM ∈ F a-Conn†(A†
K), unique à isomorphisme près, tel que

M�M ⊗A†
K
ÂK .

(2) Si (ϕ, g,ϕ ⊕ ψ) : (M1,N1,M1 ⊕ P1)→ (M2,N2,M2 ⊕ P2) est un morphisme entre
deux tels objets, avecϕ⊕ ψ = g ⊗A†

K
ÂK , alors il existe un unique morphismef :M1 →M2,

induit parϕ⊕ ψ, tel que le morphismef ′ := f ⊗A†
K
ÂK :M1 →M2 soit égal àϕ.

Démonstration de la proposition 10′. – L’argument est semblable à celui de la démonstration
de la proposition 10 : ici aussi on a∇σ =∇σ

1|Mσ [prop. 9′ (2)]. ✷

II. Descente étale desF -isocristaux surconvergents

SoitX unk-schéma séparé de type fini. P. Berthelot a montré que la catégorieF a- Isoc†(X/K)
est locale pour la topologie de Zariski surX [5, 2.1.12, 2.2.11, 2.3.7]. Nous allons établir ici
[théorème 1], lorsqueX est lisse surk, que cette catégorie est aussi locale pour la topologie étale
surX .

Soit f :Y → X un k-morphisme,p1, p2 :Y ×X Y ⇒ Y les deux projections, etE ∈
F a- Isoc†(Y/K). Une donnée de descente surE relativement àf est un isomorphisme

p∗2E
∼

p∗1E dansF a- Isoc†(Y ×X Y/K) satisfaisant des conditions de cocycles dans

F a- Isoc†(Y ×X Y ×X Y/K). On a de même la notion de donnée de descente portant sur
un morphisme deF a- Isoc†(Y/K) et on en déduit une catégorie d’objets et de morphismes
deF a- Isoc†(Y/K) munis de données de descente relativement àf . Tout objet ou morphisme
deF a- Isoc†(X/K) fournit par image inverse parf un objet ou morphisme deF a- Isoc†(Y/K)
muni d’une donnée de descente relativement àf . Nous dirons quef :Y →X “vérifie la descente
pour lesF a-isocristaux surconvergents” si et seulement si le foncteur

f∗ :F a- Isoc†(X/K)→
{
F a- Isoc†(Y/K) avec données de descente relativement àf

}
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est une équivalence de catégories.

THÉORÈME 1. –SoientX un k-schéma lisse séparé, etf :Y → X un k-morphisme étale
surjectif. Alorsf vérifie la descente par lesF a-isocristaux surconvergents.

Démonstration. –Soientk′ une clôture algébrique dek et ρ :K ↪→K ′ comme en I (1.1) ; on
note par un exposant( )′ les objets ou morphismes déduits du changement de base dek à k′

(resp. deK àK ′) : X ′ =X ×k k
′, Isoc(X ′/K ′), . . . . SoientE1 ∈ F a- Isoc†(Y/K)muni d’une

donnée de descente relativement àf , Ê1 ∈ F a- Isoc(Y/K) son image par le foncteur d’oubli
[I, (5.1.1)], E′

1 ∈ F a- Isoc†(Y ′/K ′) son image parρ†∗Y [I, (5.1.8)] et Ê′
1 ∈ F a- Isoc(Y ′/K ′)

l’image deE′
1 par le foncteur d’oubli [I, (5.1.1)]. Puisquek′ est parfait le théorème d’Ogus

[35, theo. 4.5] nous assure l’existence deE ′ ∈ F a- Isoc(X ′/K ′), unique à isomorphisme près,
tel que Ê′

1 � f ′ ∗(E ′). Soit SpecA0 ↪→ X un ouvert dense deX ; il existe un ouvert affine
SpecB0 de Y tel que le morphismeV := SpecB0 → SpecA0 =: U induit par f soit étale
dominant : on relèveA0 en uneV-algèbre lisseA et B0 en uneA†-algèbre étaleB. On
reprend les notations de la proposition 10 : soitM (resp.N , resp.N ) le Â′

K′ -module (resp.
B̂′
K′ -module, resp.B†

K -module) projectif de type fini correspondant àE ′ (resp. àÊ′
1, resp. àE1).

D’après la proposition 10, il existe un uniqueA†
K -module projectif de type finiM muni d’une

connexion intégrable et d’un Frobenius horizontal tel que l’isomorphismeM�M ⊗A†
K
Â′
K′

soit compatible aux connexions et Frobenius : d’où unF a-isocristal surconvergent sur(U/K)
par l’équivalence de catégories (5.2.4).

Pour les recollements on procède comme suit. NotonsX̄ une compactification deX au-dessus
deSpf V .

Supposons d’abord qu’il existe unV-schéma formel de type finiP et uneV-immersion fermée
X̄ ↪→ P tels queP soit lisse surSpf V au voisinage deX . SoientU1, U2 deux ouverts affines
denses deX et V1, V2 deux ouverts deY tels quef induise des morphismes étales dominants
fi :Vi → Ui comme ci-dessus. PourU1 = SpecC0 on relèveC0 en uneV-algèbre lisseC et on
choisit une présentation

C = V [t1, . . . , tn]/(f1, . . . , fr);

soitP1 le complété formel de la fermeture projective deSpecC dansPnV et Ū1 sa réduction surk.
NotonsX̄1 l’adhérence schématique deU1 plongé diagonalement dans̄X ×k Ū1, v1 : X̄1 → X̄ ,
w1 : X̄1 → Ū1 les morphismes induits par les projections ; les foncteurs

v∗1 : Isoc
†(U1, X̄/K

)
−→ Isoc†

(
U1, X̄1/K

)

et

w∗
1 : Isoc

†(U1, Ū1/K
)
−→ Isoc†

(
U1, X̄1/K

)
sont des équivalences de catégories [5, (2.3.5)] et de même pourU2 avec v∗2 , w∗

2 . Par la
construction du début on a doncEU1 ∈ F a- Isoc†(U1, Ū1/K) et EU2 ∈ F a- Isoc†(U2, Ū2/K)
qu’on ramène par les équivalences précédentes en des éléments encore notés

EU1 ∈ F a- Isoc†
(
U1, X̄/K

)
, EU2 ∈ F a- Isoc†

(
U2, X̄/K

)

et il s’agit de montrer que leurs restrictionsE12 et E21 dansF a- Isoc†(U1 ∩ U2, X̄/K) sont
isomorphes avec condition de cocycles pour effectuer leur recollement dansF a- Isoc†(X,X̄/K)
[5, (2.1.12), (2.3.2)]. En effet, siji :Ui ↪→ X̄ (resp.ji� :Ui∩U� ↪→ X̄) est l’immersion canonique,
il existe un voisinage strictUi de ]Ui[P dans ]X̄[P et un OUi-module cohérentEi tel que
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EUi = j
†
i Ei [5, (2.1.10) (i)] ; alorsU12 = U1∩U2 est un voisinage strict de]U1∩U2[P dans]X̄[P

[5, (1.2.10)] et, quitte à rétrécirU1 etU2, on peut supposer queEi� = j
†
i�Ei� pour unOUi	

-module
cohérentEi�. Si E12 et E21 sont isomorphes avec la condition de cocycles, on peut supposer,
quitte à rétrécir encoreU12, queE12 et E21 sont isomorphes [5, (2.1.10) (ii)] : on peut alors
recollerEU1 etEU2 grâce à cet isomorphisme [5, (2.1.12)]. PosonsU1 ∩ U2 = U = SpecA0 ;
on notegi le morphisme étale dominant induit parfi par le changement de baseSpecA0 ↪→ Ui,
gi :Wi→ U , pi :W =W1 ×U W2 →Wi les projections et

hi = gi ◦ pi :W = SpecB0 −→U = SpecA0.

Désignons parMi le Â′
K′ -module (resp.Ni le B†

K -module) provenant deE ′ surUi (resp. de
E1 surVi) : l’existence deE ′ sur (X ′/K ′) (resp. deE1 sur (Y/K)) fournit un isomorphisme

M1
∼ M2 (resp. N1

∼
N2) compatible aux Frobenius, aux connexions et avec

condition de cocycles. Par la proposition 10, il existe alors un isomorphismeM1
∼

M2

(et donc aussi un isomorphismeE12
∼

E21) compatible aux Frobenius, aux connexions et
avec condition de cocycles surU1 ∩ U2 ∩ U3. Ainsi les données se recollent et on en déduit un
F a-isocristal surconvergentE sur(X/K) tel queE1 � f∗(E).

Lorsqu’il n’existe pas de plongement globalX̄ ↪→ P comme ci-dessus, on procède comme
suit. On recouvreX par des ouverts affines et lissesXα = SpecCα,0, X =

⋃
αXα. Pour toutα

on relèveCα,0 en uneV-algèbre lisseCα, on choisit une présentation

Cα = V [t1, . . . , tnα ]/(f1, . . . , frα)

et un relèvementF †
α :C

†
α→ C†

α du Frobenius deCα,0 comme en I (1.2). SoientPα le complété
formel de la fermeture projective deSpecCα dans Pnα

V et Yα sa réduction surk ; le V-schéma
formel Pα est lisse au voisinage deXα, les Yα se recollent le long desXαβ := Xα ∩ Xβ

et X̄ =
⋃
α Yα est une compactification deX au-dessus deSpf V . On poseYαβ := Yα ∩ Yβ ,

Pαβ := Pα ×V Pβ ; on notejα :Xα ↪→ Yα, jαβ :Xαβ ↪→ Yαβ les injections,pαβ :Pαβ → Pα,
qαβ :Pαβ → Pβ les projections. D’après [5, (2.3.2) (iii)] il s’agit de prouver l’existence, pour
toutα, d’un j†αO]Yα[pα

-module cohérentEα, muni d’un Frobenius, d’une connexion intégrable
et surconvergente, et, pour tousα,β d’un isomorphisme horizontalp∗αβEα � q∗αβ

Eβ sur
]Yαβ [Pαβ

= PαβK , ces isomorphismes vérifiant la condition de cocycles et étant compatibles
aux Frobenius.

D’après le début de la démonstration on a l’existence, pour toutα, d’un telEα ; notonsE†
α

le C†
αK -module projectif de type fini associé àEα : il s’agit de recoller. Par le même type

d’arguments qu’au début et en utilisant la proposition 10 on a des isomorphismes horizontaux

ϕαβ :E†
α ⊗C†

α
pαβ

(
C†
α ⊗

†
V C

†
β

) ∼ (
C†
α ⊗

†
V C

†
β

)
qαβ

⊗C†
β
E†
β

[
resp.̃ϕαβ :F †∗

α E†
α ⊗C†

α
pαβ

(
C†
α ⊗

†
V C

†
β

) ∼ (
C†
α ⊗

†
V C

†
β

)
qαβ

⊗C†
β
E†
β

]

vérifiant la condition de cocycles ; d’où l’existence deE (resp. deF ∗E). Si l’on note

φα :F †∗
α E†

α
∼

E†
α
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le Frobenius deE†
α, les isomorphismesϕαβ et ϕ̃αβ s’insèrent, toujours par application de la

proposition 10, dans les carrés commutatifs

E†
α ⊗C†

α
(C†

α ⊗
†
V C

†
β)

∼ϕαβ (C†
α ⊗

†
V C

†
β)⊗C†

β
E†
β

F †∗
α E†

α ⊗C†
α
(C†

α ⊗
†
V C

†
β)

φα⊗
C

†
α

(1⊗1)

∼
ϕ̃αβ

(C†
α ⊗

†
V C

†
β)⊗C†

β
F †∗
β E†

β

(1⊗1)⊗
C

†
β

φβ

avec condition de cocycles ; d’où une structure de Frobenius surE : φ :F ∗E
∼

E .
La descente des morphismes se fait également par le théorème de Ogus [35, theo. 4.5] et la

proposition 10. ✷
THÉORÈME 2. –SoientX un k-schéma lisse séparé etf :Y → X un k-morphisme étale,

dominant et séparé.
(1) SoitE ∈ F a- Isoc(X/K) tel quef∗(E) � Ê′ pourE′ ∈ F a- Isoc†(Y/K). Alors il existe

E ∈ F a- Isoc†(X/K), unique à isomorphisme près, tel queE � Ê etE′ � f †∗(E).
(2) Si E1 et E2 sont deux tels objets deF a- Isoc(X/K) et si ϕ ∈ Hom(E1,E2) est tel que

f∗(ϕ) = ĝ pour g ∈Hom(E′
1,E

′
2), alors il existe un uniqueh ∈Hom(E1,E2) tel queϕ= ĥ et

g = f †∗(h).

Remarque. – Le théorème 2 signifie que la catégorieF a- Isoc†(X/K) est le produit fibré des
catégoriesF a- Isoc(X/K) et F a- Isoc†(Y/K) au-dessus de la catégorieF a- Isoc(Y/K) avec
des foncteurs-projection évidents [17, VI, §3].

Démonstration. –
(1) Puisque f est une application ouverte on a une immersion ouverte dominante

j :V = f(Y ) ↪→ X . Par les mêmes arguments que dans la démonstration du théorème 1 on
prouve l’existence d’une unique structure (à isomorphisme près) deF a-isocristal surconver-
gent surj∗(E), i.e. j∗(E) � Ê′ pour unE′ ∈ F a- Isoc†(V/K). De plus, pour tout ouvert affine

U = SpecA0
ϕ
↪→X , il existe une immersion ouverte dominante

θ : W = SpecB0 ↪→U qui se factorise en

W ↪→ U ∩ V ↪→U ; on noteraψ = ϕ ◦ θ.
Avec les notations de la proposition 10, soitM (resp.N , resp.N ) le ÂK -module (resp.

B†
K-module, resp.B̂K -module) correspondant àϕ∗(E) (resp.θ†∗(E′), resp. àψ∗(E)). Par la

proposition 10, il existe un uniqueM ∈ F a-Conn†(A†
K) tel queM�M ⊗A†

K
ÂK . Toujours

par la proposition 10 et les arguments de la démonstration du théorème 1 ces données se recollent
pour les différentsU ; d’où unF a-isocristal surconvergent sur(X/K) [5, 2.1.12, 2.2.11, 2.3.7].

(2) Pour les morphismes l’argument est semblable.✷
THÉORÈME 2′. – Soientk ↪→ k′ une extension de corps de caractéristiquep, ρ :K ↪→ K ′

comme enI (1.1), X un k-schéma lisse et séparé etX ′ le k′-schéma déduit deX par le
changement de base dek à k′.

(1) SoitE ∈ F a- Isoc(X/K) tel queρ∗(E)� Ê′ pourE′ ∈ F a- Isoc†(X ′/K ′). Alors il existe
E ∈ F a- Isoc†(X/K), unique à isomorphisme près, tel queE � Ê etE′ � ρ†∗(E).

(2) Si E1 et E2 sont deux tels objets deF a- Isoc(X/K) et si ϕ ∈ Hom(E1,E2) est tel que
ρ∗(ϕ) = ĝ pour g ∈ Hom(E′

1,E
′
2) alors il existe un uniqueh ∈Hom(E1,E2) tel queϕ = ĥ et

g = ρ†∗(h).
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Remarque. – Le théorème 2′ signifie que la catégorieF a- Isoc†(X/K) est le produit fibré des
catégoriesF a- Isoc(X/K) et F a- Isoc†(X ′/K ′) au-dessus de la catégorieF a- Isoc(X ′/K ′)
avec des foncteurs-projection évidents [17, VI, §3].

Démonstration. –
(1) SoientU = SpecA0

ϕ
↪→X un ouvert affine,A′

0 := A0 ⊗k k
′, θ : SpecA′

0 → SpecA0 et
ψ = ϕ ◦ θ. Avec les notations de la proposition 10, soitM (resp.N , resp.N ) le ÂK -module
(resp.A′ †

K′ -module, resp.̂A′
K′ -module) correspondant àϕ∗(E) (resp. àθ†∗(E′), resp. àψ∗(E)).

Par la proposition 10, il existe un uniqueM ∈ F a-Conn†(A†
K) tel queM� M ⊗A†

K
ÂK .

Comme dans la démonstration du théorème 2 ces données se recollent pour les différentsU ,
d’où unF a-isocristal surconvergent sur(X/K) [5, 2.1.12, 2.2.11, 2.3.7].

(2) Pour les morphismes l’argument est semblable.✷
THÉORÈME 2′′. – Soientk ↪→ k′ une extension de corps de caractéristiquep, ρ :K ↪→ K ′

comme enI (1.1),X unk-schéma lisse et séparé,f :Y →X unk-morphisme étale dominant et
séparé etf ′ :Y ′ →X ′ déduit def par le changement de base dek à k′.

(1) Soit M ∈ F a- Isoc†(X ′/K ′) tel quef ′ †∗(M) � ρ†∗Y (N) pour N ∈ F a- Isoc†(Y/K).
Alors il existeM ∈ F a- Isoc†(X/K), unique à isomorphisme près, tel queM� ρ†∗X (M) et
N � f †∗(M).

(2) SiM1 etM2 sont deux tels objets deF a- Isoc†(X ′/K ′) et siϕ ∈Hom(M1,M2) est tel
quef ′ †∗(ϕ) = ρ†∗Y (g) pour g ∈ Hom(N1,N2) alors il existe un uniqueh ∈ Hom(M1,M2) tel
queϕ= ρ†∗X (h) et g = f †∗(h).

Remarque. – Le théorème 2′′ signifie que la catégorieF a- Isoc†(X/K) est le produit fibré des
catégoriesF a- Isoc†(X ′/K ′) et F a- Isoc†(Y/K) au-dessus de la catégorieF a- Isoc†(Y ′/K ′)
avec des foncteurs-projection évidents [17, VI, §3]. Compte tenu des théorèmes 2, 2′ et 2′′ la
catégorieF a- Isoc†(X/K) est aussi donnée par les produits fibrés

F a- Isoc†(X/K)� F a- Isoc(X/K)×Fa- Isoc(Y ′/K′) F
a- Isoc†(Y ′/K ′)

� F a- Isoc(X ′/K ′)×Fa- Isoc(Y ′/K′) F
a- Isoc†(Y/K).

Démonstration. –Comme précédemment pour les théorèmes 2 et 2′. ✷
THÉORÈME 3. –SoientX un k-schéma lisse séparé etf :Y → X un k-morphisme propre

surjectif, génériquement étale(i.e. il existe un ouvert denseU ⊂ X tel quef|U :Y|U → U soit
étale). Alorsf vérifie la descente pour lesF a-isocristaux surconvergents.

Démonstration. –Avec les notations utilisées dans la démonstration du théorème 1, le
théorème d’Ogus [35, theo. 4.6] appliqué au corps parfaitk′ fournit E ′ ∈ F a- Isoc(X ′/K ′),
unique à isomorphisme près, tel queÊ′

1 � f ′∗(E ′). Désignons parU ⊂X un ouvert dense tel
queFU :YU → U soit étale et notonsE1U ∈ F a- Isoc†(YU/K) la restriction deE1. Compte tenu
de l’équivalence de catégories [Rq. du théo. 2′′]

F a- Isoc†(X/K)� F a- Isoc(X ′/K ′)×Fa- Isoc(Y ′
U
/K′) F

a- Isoc†(YU/K)

et de l’existence deE ′ et E1U , on en déduit l’existence deE ∈ F a- Isoc†(X/K), unique à
isomorphisme près, tel queE ′ � Ê′.

La descente des morphismes se fait de manière analogue.✷
4e SÉRIE– TOME 35 – 2002 –N◦ 4



DESCENTE ÉTALE DESF -ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 597

THÉORÈME 4. –Soientk un corps de caractéristiquep, X un k-schéma lisse et séparé, et
j :U ↪→X une immersion ouverte telle queU soit dense dansX . Alors le foncteur de restriction

j†∗ :F a- Isoc†(X/K)→ F a- Isoc†(U/K)

est pleinement fidèle.

Démonstration. –Soient E1, E2 ∈ F a- Isoc†(X/K), E′
i = j†∗(Ei) pour i = 1,2 et

g ∈ Hom(E′
1,E

′
2). Notonsk′ une clôture algébrique dek, ρ :K ↪→ K ′ comme en (1.1) etX ′

(resp.j′ :U ′ ↪→X ′) déduit deX (resp. dej) par extension dek àk′. Désignons par

Ei = ρ∗(Ei) ∈ F a- Isoc(X ′/K ′),

parE ′
i ∈ F a- Isoc(U ′/K ′) l’image deE′

i par le composé du foncteur d’oubli et du foncteurρ∗,
et parĝ′ ∈Hom(E ′

1,E ′
2) l’image deg. Puisquek′ est parfait il existe d’après Tsuzuki [41, theo.

6.3.1] un uniqueϕ ∈ Hom(E1,E2) tel quej′∗(ϕ) = ĝ où j′∗ est le foncteur de restriction [I,
(5.1.5)]

j′∗ :F a- Isoc(X ′/K ′)→ F a- Isoc(U ′/K ′).

On conclut par le (2) du théorème 2′′. ✷
THÉORÈME 5. –Soientk un corps de caractéristiquep et X un k-schéma lisse et séparé.

Alors le foncteur d’oubli

F a- Isoc†(X/K)0 −→ F a- Isoc(X/K)0

est pleinement fidèle.

Remarque. – Tsuzuki a démontré le cas particulier de ce théorème oùk est parfait etX admet
une compactification lisse [41, theo. 1.2.2 ou cor. 6.6.2].

Démonstration. –Le théorème suivant de A. J. de Jong [27, theo. 4.1] permet, au vu des
théorèmes 3 et 2′, de se ramener au cas traité par Tsuzuki :

THÉORÈME(de Jong [27, theo. 4.1]). –Soientk′ un corps parfait etX ′ unk′-schéma séparé
de type fini et intègre. Alors il existe unk′-schéma projectif lisse et connexeY , un ouvertU ′ ⊂ Y
et un morphisme propre surjectif et génériquement étalef :U ′→X ′.

Démonstration. –Soientk′ une clôture algébrique dek, ρ :K → K ′ comme en I (1.1) et
X ′ =X ×k k

′. On a un carré commutatif

F a- Isoc†(X/K)0
ρ†∗

F a- Isoc†(X ′/K ′)0

F a- Isoc(X/K)0
ρ∗

F a- Isoc(X ′/K ′)0.

Donnons-nousM1, M2 ∈ F a- Isoc†(X/K)0, Ni = ρ†∗(Mi), Mi = M̂i, Ni = N̂i et
ϕ ∈Hom(M1,M2) ; notonsg′ = ρ∗(ϕ). Si l’on peut construireg ∈Hom(N1,N2) le théorème
2′ achèvera la démonstration. Pour cette construction on peut supposerX ′ connexe [5, Remarque
après 2.2.11 et 2.3.2]. Avec les notations du théorème de de Jong le schémaU ′ est lisse sur le
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corps parfaitk′ et admet la compactification lisseY : d’après Tsuzuki [41, theo. 1.2.2 ou cor.
6.6.2] le foncteur d’oubliF a- Isoc†(U ′/K ′)0 → F a- Isoc(U ′/K ′)0 est pleinement fidèle. Or on
dispose d’équivalences de catégories [théorème 3] et [35, theo. 4.6] :

f †∗ :F a- Isoc†(X ′/K ′)0

→
{
F a- Isoc†(U ′/K ′)0 avec données de descente relativement àf

}
et

f∗ :F a- Isoc(X ′/K ′)0

→
{
F a- Isoc(U ′/K ′)0 avec données de descente relativement àf

}
.

Le théorème 5 en résulte immédiatement.✷
COROLLAIRE 1. –Soientk un corps de caractéristiquep, X un k-schéma lisse et séparé et

U ↪→X une immersion ouverte telle queU soit dense dansX . Alors le foncteur naturel

F a- Isoc†(X/K)0 → F a- Isoc(U/K)0

est pleinement fidèle.

Démonstration. –C’est une conséquence directe des théorèmes 4 et 5.✷
Etant donnés les théorèmes 4 et 5, de pleine fidélité, la remarque qui suit le théorème 2 fournit

ici :

COROLLAIRE 2. –Sous les hypothèses du corollaire1, la catégorieF a- Isoc†(X/K)0

est l’intersection, dans la catégorieF a- Isoc(U/K)0, des catégoriesF a- Isoc†(U/K)0 et
F a- Isoc(X/K)0.

THÉORÈME 6. –SoitX unk-schéma lisse et séparé.
(1) SoientE1,E2 ∈ F a- Isoc(X/K) tels queE1 ⊕E2 � Ê pourE ∈ F a- Isoc†(X/K). Alors il

existeE1, E2 ∈ F a- Isoc†(X/K), uniques à isomorphisme près, tels que

Ei � Êi, i= 1,2 et E �E1 ⊕E2.

(2) SiE � E1 ⊕E2 etE ′ � E ′
1 ⊕ E ′

2 sont deux tels objets et siϕ⊕ψ ∈Hom(E ,E ′) est tel qu’il
existeg ∈Hom(E,E′) avecĝ = ϕ⊕ψ, alors pouri= 1,2 il existe un uniquefi ∈Hom(Ei,E′

i)
tel que

g = f1 ⊕ f2 et ϕ⊕ ψ = f1⊕̂f2.

Démonstration. –La démonstration est analogue à celle du théorème 2′ : ici on utilise la
proposition 10′. ✷

III. Schémas abéliens

1. F -isocristaux surconvergents associés aux schémas abéliens

Si S est un schéma etX → S unS-schéma abélien, le schéma abélien dualX∨ deX existe
toujours [7, II 5.1], [24, pp. 3–7] ou [34, cor. 6.8]. Pourm ∈N, on note

X [m] := Ker{m :X→X}.
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Considérons le foncteur contravariant

Ag,d,n :{schémas}→ {ensembles}

qui à tout schémaS associe l’ensembleAg,d,n(S) des classes d’isomorphismes de triplets
(X/S,λ,σ) où X est unS-schéma abélien de dimensiong,λ :X → X∨ une polarisation
de degréd2 et σ = (σ1, . . . , σ2g) est constitué de2g éléments deX [n](S) qui induisent un
isomorphisme

X [n]� (Z/nZ)2g au-dessus deS.

Sin� 3 le foncteurAg,d,n est représenté par un schémaAg,d,n lisse surSpecZ[1/nd] [10, theo.
1.4]. Sin > 6g.d

√
g! le foncteurAg,d,n est représenté par un schémaAg,d,n quasi-projectif sur

SpecZ [34, theo. 7.9].
Dans le reste de cet article nous supposerons que l’indice de ramificatione deV satisfait la

relatione� p− 1.
THÉORÈME 7. –SoientS un k-schéma lisse séparé etf :X → S un schéma abélien au-

dessus dek de dimensiong ; notonsOX/K le faisceau structural[5, 2.3.8 (i)]. Alors, pour tout
i∈N, Rifrig∗(OX/K) a une structure deF a-isocristal surconvergent.

Démonstration. –PuisqueS est lisse il est normal et donc géométriquement unibranche [26,
IV, 6.15.1] et [26,0IV, 23.2.1] ; par un théorème de Grothendieck [39, théo. XI, 1.4] et [24, p. 3]
on sait alors que le schéma abélienf :X → S est projectif. Par suite il existe surX un faisceau
inversiblef -ample [26, II, 5.3.1], d’où une polarisationX→X∨ [34, chap. 6, §2] de degré noté
d2.

Soit 6 � 3 un nombre premier distinct dep, 6 > 6g.d
√
g!. Pour toutS-schémaZ on note

(Z/6Z)2gZ le schéma en groupes fini étale constant surZ etX [6]Z :=X [6]×S Z , qui est aussi

fini étale surZ . Le foncteurF := IsomS((Z/6Z)
2g
S , X [6]) qui à toutS-schémaZ associe

IsomZ((Z/6Z)
2g
Z ,X [6]Z) est représentable par unS-schéma fini étale galoisienρ :S′ → S de

groupeG=GL2g(Z/6Z) [25, §4 p. 20] et [16, X 5.10, X 4.2, VIII 1.6]. En particulier

IsomS′((Z/6Z)2gS′ ,X [6]S′) =F(S′)�HomS(S′, S′)

est non vide puisqu’il contient l’isomorphisme correspondant à l’identité deS′ ; donc
f ′ :X ′ := X ×S S

′ → S′ est unS′-schéma abélien de dimensiong, muni d’une polarisation
(image inverse de celle deX) de degréd2 et d’un isomorphisme

(Z/6Z)2gS′ �X ′[6].

Ainsi X ′ ∈ Ag,d,�(S′) � Hom(S′,Ag,d,�). CommeX (resp.X ′) est un schéma abélien, les
faisceauxRifcris∗(OX/V ) = ΛiR1fcris∗(OX/V ) (resp.Rif ′

cris∗(OX′/V)) sont desF a-cristaux
localement libres de type fini non dégénérés [7, 2.5.5] : grâce à la construction de Berthelot
[5, 2.4] on peut leur associer desF a-isocristaux convergents, notésRifrig∗(OX/K) (resp.
Rif ′

rig∗(OX′/K)), care� p− 1. Soith :X→ Ag,d,� le schéma abélien universel surAg,d,� : X
est l’image de l’identité deAg,d,� dans la bijection

Hom(Ag,d,� ;Ag,d,�)
∼ Ag,d,�(Ag,d,�).

Notons

hV :=XV =X×SpecZ SpecV −→ (Ag,d,�)V =Ag,d,� ×SpecZ SpecV
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et

h0 :=X0 =X×SpecZ Speck −→ (Ag,d,�)0 =Ag,d,� ×SpecZ Speck,

les images inverses deh surV et k respectivement. Le morphismeS′ →Ag,d,�, qui provient de
l’existence d’une structure de niveau6 surX ′, se factorise en

S′ ϕ
(Ag,d,�)0 −→Ag,d,�

et f ′ :X ′ → S′ est l’image inverse deh0 parϕ. Comme il est rappelé par Crew dans [13] la
cohomologie rigide relative d’un schéma abélien est compatible au changement de base, donc
on a

Rif ′
rig∗(OX′/K)� ϕ∗(Rih0rig∗(OX0/K)

)
(
resp.Rif ′

rig∗(OX′/K)� ρ∗(Rifrig∗
(
OX/K)

))

oùϕ∗ (resp.ρ∗) est le morphisme image inverse [I, 5.1.2].
Les schémas abéliens

(
X0 ×X

∨
0

)4 :=
(
X0 ×(Ag,d,	)0 X

∨
0

)
×(Ag,d,	)0 · · · ×(Ag,d,	)0

(
X0 ×(Ag,d,	)0 X

∨
0 )−→ (Ag,d,�)0

et Y := (X ′ ×S′ X ′∨)4
f̃ ′

S′ sont munis d’une polarisation principale d’après un lemme

de Zarhin (“Zarhin’s trick”, [30, chap. IX, lemme 1.1]). Désignons parh̃ : X̃→A8g,1,� le schéma
abélien universel et̃hV := h̃ ×Z V , h̃0 := h̃×Z k comme ci-dessus ; il existe donc une flèche

(Ag,d,�)0
ψ

(A8g,1,�)0 rendant cartésien le carré

(X0 ×X∨
0 )4 X̃0

h̃0

(Ag,d,�)0
ψ

(A8g,1,�)0

où cette fois(A8g,1,�)0 admet le relèvement lisse(A8g,1,�)V sur V : grâce à un théorème de
Berthelot [4, théo. 5],Rih̃0rig∗(OX̃0/K

) a une structure deF a-isocristal surconvergent sur
(A8g,1,�)0/K , i.e. est dans l’image essentielle du foncteur d’oubli [I, 5.1.1]

F a- Isoc†
(
(A8g,1,�)0/K

)
−→ F a- Isoc

(
(A8g,1,�)0/K

)
.

Ainsi, par image inverse parψ ◦ ϕ [I, 5.1.6],Rif̃ ′
rig∗(OY/K) � (ψ ◦ ϕ)∗(Rih̃0rig∗(OX̃0/K

)) a

une structure deF a-isocristal surconvergent sur(S′/K) ; par suite,Rif ′
rig∗(OX′/K), qui est

un facteur direct deRif̃ ′
rig∗(OY/K), a aussi une structure deF a-isocristal surconvergent sur

(S′/K) [théo. 6] : dans le casi= 1, R1f ′
rig∗(OX′/K) est leF a-isocristal convergent associé au

cristal de DieudonnéD(X ′) deX ′ [7] etR1f̃ ′
rig∗(OY/K) est leF a-isocristal convergent associé

à (D(X ′)⊕D(X ′)∨)4, oùD(X ′)∨ est le dual linéaire deD(X ′) [7, 5.1.8].
Le théorème 2 fournit alors la surconvergence deRifrig∗(OX/K) carρ :S′ → S est fini étale

surjectif. ✷
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2. FonctionsL des schémas abéliens

Dans ce paragraphe 2,k est un corps finik = Fq, q = pa, k̄ une clôture algébrique dek,
W =W (k) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk, K le corps des fractions deW ;
on notera par̄( ) l’image inverse sur̄k d’un objet surk.

On se donne un schémaS → Speck séparé de type fini surk, de dimensiond et f :X → S
un schéma abélien de dimensiong : on étend ci-dessous le théorème 3 de [21] sans supposer
l’existence d’une polarisation sur le schéma abélien.

Notonsϕ ∈Gal(k̄/k) le Frobenius arithmétiquex �−→ xq et |S| l’ensemble des points fermés
deS : pours ∈ |S|, de degrédeg s= [k(s) : Fq], on choisit̄s ∈ |S̄| d’images et on notek(s)� k̄

une clôture algébrique dek(s), Xs =X ×S k(s), Xs̄ � X ×S k(s) ; pour tout entieri l’itéré
ϕ−degs deϕ−1 induit, pour tout6 1er, un endomorphismeFs deHi

ét (Xs̄,Q�)�Rifét∗(Q�)s̄.
PuisqueE = Rifcris∗(OX/W ) est unF -cristal localement libre de rang fini on a de même

un endomorphismeFs de Es = Hi
cris(Xs/W (k(s))) et les fonctionsL de Rifét∗(Q�) et

Rifcris∗(OX/W ) coïncident pour6 $= p [21, III] :

L
(
S,Rifét∗(Q�), t

)
:=

∏
s∈|S|

det
(
1− tdeg sFs |Rifét∗(Q�)s̄

)−1

=
∏
s∈|S|

det
(
1− tdeg sFs |Es

)−1

=: L
(
S,Rifcris∗(OX/W ), t

)
.

SiS est lisse surk,Rifrig∗(OX/K) est unF -isocristal surconvergent [théorème 7] ; on démontre
alors le théorème suivant comme le théorème 3 de [21].

THÉORÈME 8. –SoientS un schéma séparé de type fini de dimensiond surFq, f :X→ S un
schéma abélien de dimensiong. Alors, pour tout entieri, 0� i� 2g, on a:

(1) L(S,Rifcris∗(OX/W ), t) ∈Q(t) ;
(2) Si de plusS est lisse surFq , alors

(2.1) Rifrig∗(OX/K) est unF -isocristal surconvergent,
(2.2)

L
(
S,Rifcris∗(OX/W ), t

)
=

2d∏
j=0

detK
(
1−tF |Hj

rig,c

(
S,Rifrig∗(OX/K)

))(−1)j+1

.
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