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DESCENTE ETALE DES--ISOCRISTAUX
SURCONVERGENTS ET RATIONALITE DES FONCTIONS
L DE SCHEMAS ABELIENS

PAR JEAN-YVES ETESSE!

RESUME. — Pourk un corps de caractéristique> 0 et .S un k-schéma lisse et séparé trois types de
résultats sont prouveés :

(1) la descente étale dé&isocristaux surconvergents shir,

(2) la pleine fidélité de foncteurs de restriction a un ouvert dens® datreF-isocristaux ;

(3) I'expression cohomologique-adique de la fonctio. d’'un schéma abélien suif et sa rationalité.
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ABSTRACT. — Letk be a field of characteristie > 0 and.S a smooth separatddscheme; three types of
results are proved:

(1) etale descent for overconvergentisocrystals orf;

(2) full faithfulness of restriction functors to a dense open subscherfieldtweenF'-isocrystals;

(3) ap-adic cohomological expression of tiiefunction of an abelian scheme ¢hand its rationality.
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Introduction

SoientV un anneau de valuation discréte complet de corps des fradtiates caractéristique
0, de corps résiduél de caractéristiqug > 0 et S un k-schéma séparé de type fini. Les résultats
de cet article s’articulent autour de trois theémes progressifs :
1. le descente étale désisocristaux surconvergents sbiy
2. des théoremes de pleine fidélité pour des foncteurs de restriction a un ouvert dense entre
F-isocristaux,
3. I'expression cohomologiqug-adique des fonctiond. de schémas abéliens et leur
rationalité.
Les catégories deg'-isocristaux convergents et surconvergents Suont été définies par
Berthelot[4,3,5,6] et il montre en particulier qu’elles sont locales pour la topologie de Zariski sur
S [5]. Ici, lorsques est lisse suk, nous généralisons ce résultat & la topologie étale en montrant
que lesF-isocristaux surconvergents se descendent par un morphi#Sme S étale surjectif
[théoréme 1bu par un morphismg&’ — S propre surjectif et génériquement étéleéoreme 3].
La démonstration repose d’'une part sur des théoremes de Ogus [35, theo. 5.4, theo. 4.6] qui
assurent que de tels morphismes descendenf{s®cristaux convergents et d'autre part sur

1Durant la préparation de cet article, I'auteur a bénéficié du soutien du programme TMR de la Communauté
Européenne, dans le cadre du réseau “Arithmetic Algebraic Geometry” (CohtERB FMR XCT 960006).
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576 J.-Y. ETESSE

une étude, au |, du c&s affine et lisse via les algébres de Monsky—Washnitzer : leur caractére
hensélien [20] permet de prouver qu’un facteur direct (au sens “convergent’Ydisacristal
surconvergent est en fait surconvergent [théoréme 6].
Pour les théorémes de pleine fidélité on suppSsésse séparé suk. Soit j:U — S
une immersion ouverte telle qu& soit dense dansS. Notons F-Isoc'(S/K) (resp.
F-Isoc'(S/K)°, resp. F-Isoc(S/K)) la catégorie desF-isocristaux surconvergents (resp.
F-isocristaux surconvergents unités, resp-isocristaux convergents) sufS/K) : ici
F-isocristal unité signifie que, en tout point géométriqueSjdes pentes du Frobenius sont
nulles. Nous montrons que lé&ncteurs naturels
(1) j*: F-Isoc'(S/K) — F-Isoc'(U/K),
(2) F-Isoc'(S/K)° — F-Isoc(S/K)°,
(3) F-Isoc'(S/K)° — F-Isoc(U/K)°,
sont pleinement fidélghéoréme 4], [théoréme 5] et [corollaire 1 du théoréme 5].
La question de cette pleine fidélité est évoquée dans [5, 2.3.9]. La preuve a été donnée dans
des cas particuliers pour le foncteur (2) : lorsguest une courbe, par Crew quand on se limite
aux objets de rang 1 [12, theo. 4.10], puis par Tsuzuki en rang quelconque; enfin par Tsuzuki
lorsquek est parfait et qué’ admet une compactification lisse suf41, theo. 1.2.2].
La preuve de ces pleines fidélités est obtenue comme suit :
— pour (1) grace a un résultat analogue de Tsuzuki pouFtesocristaux convergents et un
théoreme de descente étale [théoreffle 2

— pour (2), le théoréme de A.-J. de Jong sur I'existence d’une altération projective liSse de
[27,théoreme 4.1] apres passage a une cloture algébriguetdethéoréme de descente par
un morphisme propre surjectif génériquement étale [théoréme 3] permettent de se ramener
au cas traité par Tsuzuki duest parfait etS admet une compactification lisse ;

— le (3) est conséquence directe de (1) et (2).

Au paragraphe Il on suppose d'indice de ramificatiore < p — 1; soientS un k-schéma
lisse et séparé et: X — S un schéma abélien. On prouve [théoréme 7] Ipsefaisceaux de
cohomologie rigideRifrig*((’)X/K) sont desF-isocristaux surconvergentsceci démontre un
cas particulier d’une conjecture plus générale de Berthelot portant sur la surconvergence des
R frig«(Ox /).

Un théoreme de Grothendieck assure gue@dmet une polarisation : aprés extension finie
étale on rajoute une structure de niveau. On est alors dans le cas universel relevable : par un
lemme de Zarhin et le théoréme 6 on se raméne au cas d'une polarisation principale et d’'une
base lisse ou la surconvergence est connue ; on redescend la surconvergence par le théoréme de
descente étale [théoréme 1].

Pour la fonctionL d'un schéma abéliefi: X — S, le corpsk est fini,) est 'anneadV des
vecteurs de Witt a coefficients dah®t S un k-schéma séparé de type fifin prouve par voie
p-adique[théoréme 8]a rationalité de la fonction(S, Rifcris*((’)x/w), t) en se ramenant au
casS lisse surk : dans ce cas on a I'égalité

L(Sv Rifcris*(OX/W)at) = L(Sv lerlg*(OX/K)7t)
et la surconvergence établie au théoreme 7 permet d’obtenir I'expression cohomologique de cette
fonction L et sa méromorphie via la formule des traces en cohomologie rigide [23]; le théoréme
de Borel-Dwork permet de conclure a la rationalité.

Addenda. Depuis la soumission de cet article a publication (en 2000) Chiarellotto et
Tsuzuki ont établi aussi la descente étale demsocristaux surconvergents et ceci par des
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DESCENTE ETALE DESF-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 577

méthodes différentes de celles présentées ici, cf. [11]; des travaux de Tsuzuki sont actuellement
en cours pour la descente propre.

I. Modules a connexion et structure de Frobenius sur les algébres complétes et faiblement
complétes

1. Préliminaires
1.1. Dans tout cet article on fixe un corpg: de caractéristiquep > 0 et un entier ¢ € N*

On désigne pac’(k) un anneau de Cohen dede caractéristiqué [9, AC IX, 8§82, n°3,
prop. 5] : C(k) est un anneau de valuation discrete complet d’idéal maxiridk) [26, Ory,
19.8.5]. Toute injection de corps de caractéristigue0, k — &’ se prolonge en un morphisme
C(k) — C(k') qui est une injection fidelement plate [28y, 19.8.6 (i)], [9, AC IX, 82, 11,
prop. 2] et [9, AC VI, 83, fi6, lemme 1]. Sik — k’ est une extension finie de degfgalors
C(k'") est unC(k)-module libre de rang [26, 01, 7.4.4] et [9, loc. cit.].

Si V est un anneau de valuation discréte complet, d’'uniformisante corps résiduet
et d'indice de ramificatiore, alors il existe un morphisme fidélement platk) — V et V
est unC(k)-module libre de rang [26, Ory, 19.8.6, 19.8.8]. Fixons une extensiénr— k' ;
V=V ®cu) C(K') est un anneau de valuation discréte complet, d’uniformisanteorps
résiduelk’ et I'extensionC(k’") — V' est totalement ramifiée de degrd40, I, §6, prop. 17
et 18; 11, 82, prop. 3].

Relevons les Frobeniugéet)’ comme suit. Puisqué (k) est uneZ,-algébre plate, compléte
pour la topologiep-adique aved”(k)/pC(k) ~ k, c’est un “relevement” dé& au sens de [8,
1.1.3], et deux tels relévements sont isomorphes [8, 1.2.7]. Fixong-base(z;);c; de k sur
F, [26, Orv, 21.1.9] (appelée-base dans [8, 1.1.1]) : cettebase existe par [2@)v, 21.4.2].
De méme, soity, ) jcs unep-base d&’ surk : alors(z;,y;)icr jes €St unep-base dé’ surF,,.
Soit(Z;)icr (resp.(g;)jes) le relevementdér; );cr aC(k) (resp. ddy;) jes aC(k')) construit
dans [8, 1.1.3] : la donnée ojéfa)iel (resp. de(fcfa,@?a)iel,jej) fixe un relévement a C(k)
(resp.o’ a C (k")) de la puissance®™ du Frobenius dé (resp. dek’) [8, 1.2.7 (ii)] eto’ est
au-dessus de, i.e. le carré

O —Z =)

]

C(k) ——=C(k)

commute ; par I'extension des scalai@g:) — V on en déduit encore un carré commutatif

ouo(m) =o'(r) = m. On noteKy, K|, K, K’ les corps des fractions de&(k), C(k’), V et)’
respectivement.
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1.2.(1.2.1). SoientA, unek-algebre lisseA uneC(k)-algébre lisse relevami, [18, théo.
6], A = A2 C(K'), A= Ao V etA’ = Ay V. NotonsA (resp.A’, resp.A, resp.A’)
le complétép-adique deA (resp.4’, resp.4, resp.4’), At := ATV c A (resp.AT := ATV c 4,
resp.A’t := A'™V" ¢ A’) le complété faible ded au-dessus de”'(k), (p)) (resp. ded au-dessus
de (V, (7)) ; resp. ded’ au-dessus déX, (r))) : on a des injections [33, §1]

Aty V' o AT~ (AT @y V)V = ATl V - A/ = A&y V'

ou ®L désigne par définition le produit tensoriel faiblement complété.

POSOHSATK = Af ®y K, A/IT(, = A" Qv K, AK e A@y K, AIK' = A/ Ry K.

Quitte a se localiser supec Ay pour la topologie de Zariski on peut supposer gigeadmet
unep-base(Ty)scr, surk [8, 1.1.2 (iii)]. Avec des notations analogues a (1.1), la donnée de
@ T} Diereer) (resp.(x 77 T} )ier jeseer) fixe un relevement ; a A (resp.F 4, a
A')deFy, (resp.Fa,), la puissance’®™du Frobenius del, (resp. ded}) etF ; estau-dessus
deo’ etdeF ;. Par I'extension des scalair€§k) — ) on en déduit encore un carré commutatif

au-dessus de

() V==

V—7F=V.

D’aprés [37, cor. 2.4.3] il existe alors un carré commutatif

F,
At =2

]

AT?AT

At

au-dessus dex) tel queFy: (resp.Fy 1) releveFy, (resp.Fly;) . Le morphismer,; est fini
et fidelement plat [20, théo. 17] et [8, (1.1.1), (1.1.2) (iii)] ; par passage au séparé completeé,
induit un morphismé; : A — A qui se factorise en

F;:A C:=A@1_n Al 7

_—
A La®F, 4 Fat Ayat

A

ol C est complet pour la topologie-adique. CommaFA/AT mod 7" t! est I'identité de
A, = AT /mntLAT = A/mnT1 A [33, theo. 1.4]F ;4 estun isomorphisme et on identifiera
F; & limage inverse surdA de F,:. On en déduit des morphismes,: : Al — Al

K
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DESCENTE ETALE DESF-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 579

F; A — Ay (resp.F: AL, — AL F i :Ah., — A'.)) au-dessus de (resp. au-
K/
dessus de’) et F,,+ (resp.F;, ) est au—dessus i (resp.Fg ).
K’ K/ K

(1.2.2) Soit By une Ay-algébre étale ; on la reléve en udé-algébre étales [20, théo. 4].

Alors B ®AT_/~, AT est uneA'-algébre étale relevarity ® 4,_» Ao et sa complétée faible est
Fat Fao

Bf Dt AT [33, theo. 6.1]. MunissonB' d’un Frobeniug:z+ compatible &4+ comme suit.
Le Frobemus relatif

Fpy/a,:Bo ®a0_2 Ay —— By
FAO
est un isomorphisme [31, VI, lemma 13.2]; il se releve de maniere unique [20, théo. 17, cor. 2
du théo. 17 et cor. 3 du théo. 4] en un isomorphisme

FBT/AT BT@AT_): Al >~ Bt

AT

On prend alors pouFz: le composé

Bl — . pig At ~ B;
1,1 ®F 1 AT'?AT Fgt, at
on identifieraFg; alpt ® Fai. On en déduit ausdiy, Fpiio Fg, el .

1.3. SoitQ; (resp.Q,;) le module ded/-différentielles deA' (resp.)’-différentielles de
A’T) au sens de Monsky—Washnitzer [33, theo. 4.2]

Q}4T = QA]AT/V = QZT/V/ ﬂanzT/V

[resp.Q, _QA,WV, = QA,T/V//ﬂ m QA/T/V,] on pose

QL =0 ey K, Q4 :=0l et Oy =04evK

Al T Ay

[resp.Q! w, = QL @v K/, Ql = in/w eth = Ql , ®y K']. Remarquons qu’ici on
prend les ¢ completes des modules de1- d|fferent|elles usuelles car on s'intéresse aux différentielles
continues [35, p. 781], [33, p. 197].

Sity,...,tq sont des coordonnées localesAlsurV, les élémentdi, .. dtq forment une

base locale de’,; (resp. dé)l resp. de’,,;, resp. deﬂ1 ) surAf (resp. surA resp. sutd’f,
resp. sutd’) [33, theo. 4.5, 4.6].

PROPOSITION 1. —Soient4, unek-algébre lisse edy — By un k-morphisme étaleon le
reléve en urv-morphismeA’ — BT plat formellement étale pour la topologige-adique entre
algebres f.c.t.f{20, théo. 17] Alors

(i) les morphismed — A’ et AT — A’T sont fidélement plats

(i) ona desisomorphismes R

(1) Qs ®at A= QL O ®pt B~Qy
(2 Q}4®ABQQ}§?
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580 J.-Y. ETESSE

(3) QL @1t B~QL;

(4) QL @41 Bt ~ QL
(5) QL ® A~ Qb LoyY' ~
(6) QY @41 AT N%

A’;

Démonstration. Pour le (i), par fidéle platitude dé" — A et A’T — A’, il suffit de montrer
que A — A’ est fidélement plat. D'apres [9, AC Ill, 854, prop. 2] A’ est unA-module
idéalement séparé pout A, donc A’ est unA-module plat [9, AC IlI, §5, A3, théo. 1]. En
désignant paBpm R le spectre maximal d’'un anned&, il nous reste a prouver qu'il existe
une surjectiorSpm A’ —> Spm A [9, AC |, §3, 15, prop. 9(e)]. Ordy — A} := A’/mA’ est
fidelement plat; comme on a des bijectioSpm Ag —— Spm A, Spm Aj —— Spm A’
et une surjectio®pm Aj, —> Spm A [loc. cit.], la conclusion en résulte.

Pour le (i), le (5) et Ie (6) sont clairs et mis la pour mémoire.

Comme A est formellement étale sud’ pour la topologiem-adique [20, prop. 2] le
morphisme canonique

iy @ar A— QY

est un bimorphisme formel au sens de [@§&;, 20.7.6], donc on a un isomorphisme

d’oli (1) carQ2,; est projectif de type fini sud' [33, theo. 4.6]. De méme pou'.
Pour (2) et (3) 'argument est encore le memeB@(rA (resp. B/AT) est formellement étale
pour la topologien-adique : on utilise [260r, 7.7.9] calﬂ1 est de type fini sur.

Pour le (4),B' est formellement étale sut™ pour Iatopologlem adique ; donc le morphisme
canonique

Qi jy Oat BT — Qi)
induit
(*) QY ®a1 BN — Qs
et devient un isomorphisme aprés complétion [2§, 20.7.6]. La complétion se résume ici a

tensoriser suB' par B car on a affaire & deB-modules de type fini; par fidéle platitude &e
sur BT [20, prop. 2](x) est un isomorphisme. D’oll la proposition

PROPOSITION 2. —Soient4 un anneau commutatif, C et D trois .A-algébres commutatives,
telles qued — C soit fidelement plat et
A
C

un carré commutatif de morphismes injectifs d’algebres.

Notonsi’ :C — C ®4 B, j':B — C ® 4 B les injections canoniques &i:C ® 4 B — D
I'application naturelle telle qué = g o i/, j = p o j'. Alors:

(a) On aunisomorphisme dé-algébres

(CE.

A~i'(C)nj'(B).
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(b) Side plusp est injective on a aussi un isomorphisme
A~i(C)Nj(B)CD.

(c) SoientV et V’ deux anneaux de valuation discrete commgkf), A une V-algebre
lisse,A’ = A ®y V', B une Af-algébre telle qued’ — B soit injectif, B’ = B @y V' ;
on notera(A) la complétionm-adique. Alors, dans chacun des trois cas suivants, les
hypotheses d(b) sont satisfaites ep est une injection plate
(cl) A=At B=AT,C=A,D=A, ouAl c A (resp.A’T c A’) est le complété
faible deA (resp. deA’) au-dessus deV, (r)) (resp. au-dessus d@”, (r))).

(c2) A= AT, B=B',c=A', D= BT, ouB' c B (resp.B’'t c B’) est le complété
faible de (resp. deB’) au-dessus d(aV (7)) (resp. au-dessus d@”’, ())).

(c.3) A= At, B= B!, ¢ = A, D= B ou B est uneAf-algébre réguliére telle que le
morphisme structurall’ < B soit injectif plat et quasi-fini.

(d) Soient4, unek-algebre lisse efpec By — Spec Ag un k-morphisme étale et dominant.
NotonsA une V-algébre lisse relevantly et AT — B un V-morphisme étale relevant
Ag — By [20, théo. 4] Alors les hypothéses da.2) (resp. du(c.3)) sont satisfaites en
particulier on a une injection plate

AT @, BT — BT (resp.A® 4+ Bf — B)
et un isomorphisme
At~ A "B c BT (resp. AT~ AnB' c B).

Démonstration. —

(a) Appliquant[9, AC I, 83, A5, prop. 10(ii)] avecA = A, B=C, F = BB, F’ = A on obtient
l'isomorphisme canoniqud ~ j/(B) Ni'(C).

(b) Lorsquep est injectif, induit un isomorphisme

p:#(C) N (B) —>i(C) N j(B) C D,

d’ou I'assertion (b).

(c) Dans chacun des trois casmod m™ est un isomorphisme & est unC ® 4 B-module
idéalement séparé pourC ® 4 B [9, AC IlI, 85, n°4, prop. 2], donc le critére usuel [9, AC I,
85, P2, théo. 1] établit la platitude de.

Pour (c.1) on démontre directement I'injectivité de la fleche

A@At At (A 25Y) V/)Tv

en utilisant la définition du complété faible [33, §1]; comme

(A v V/) LN (A Ry V/)/\ ~ A

est aussi injectif [33, §1], I'injectivité de en résulte.

L'injectivité de ¢ dans le cas (c.2) se voit aussi directement [loc. cit.].

Prouvons (c.3). Rappelons qué — A et Bf — B sont fidelement platsi' est régulier [20,
prop. 2], et I'injectionA’ — B fournit une fleched’ — BT [33], aussi injective, cadl — B
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est injective. Le morphisme: Spec B — Spec At est dominant, plat, de type fini, entre schémas
noethériens normaux ; puisquest ouvert [26, IV, 2.4.6] et dominam, AT et B admettent des
décompositions de la forme

A=]J4, A'=]J4l, B=]]s5
el iel el
avec méme ensemble d’indices dg, AZT, B; sont intégralement clos [20, prop. 11]ginduit,
pour touti, une injectionA'ir — B;. L'application
p: A Qa1 Bf — B

s'écrit alors

<P:H‘Pi5H(Ai ® at BJ) —>HBi;
el iel iel
pour prouver l'injectivité dep on peut donc supposet’ et B intégralement clos [20, cor. 3 de
prop. 11].
D’apres Raynaud [38, cor. 2 (2) p. 42], on a la version suivante du “Main theorem” de Zariski :
soit A’ la fermeture intégrale del’ dansB; il existe une soust’-algébreC de A’ (donc
C est intégre), finie surf, telle queSpec B — Spec C' soit une immersion ouverte. Puisque
u:Spec B — SpecC est une immersion ouverte dominante, il exigte C\{0} tel que les
morphismes

Spec D — Spec B — SpecC  (ouD =C[1/f])

soient des immersions ouvertes dominantes. LinjectivitéBle~ D assure l'injectivité de
Bt — DT, Or on a une injection

C@or D' =Cocr (CHXIT/(Xf-1)) = CIX]T/(Xf - 1) = (CIx)/(Xf - 1)
etD ~ (C[X]/(Xf—1))";silonposeC’ := C[X]/(X f — 1), le morphisme canonique
¢ :C®ct DI — D
est donc simplement I'injection composée

¢ :C®ct DI — (O — ().

CommeC est fini surAf, on aC = C' [33], d'o ¢ © .+ DT ~ A @ 4+ DI & D). Par suite,
la fleche horizontale supérieure du carré commutatif

A®AT BTL)E

oL

A@AT DT (L D
est aussi injective ; d’'ou (c.3).
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(d) Choisissons un¥-algebre lissed relevantA, et A — B un morphisme étale relevant
Ao — By [20, théo. 4]. Le morphisme compos€ — B — BT est injectif, card, — By
est injectif [20, théo. 17]; il suffit alors d'appliquer (c.3). Remarquons quBcin’est pas
nécessairement faiblement complet dar— B n’est pas supposé fini [33, theo. 6.1]0

COROLLAIRE. —Sous les hypothésdd) de la proposition2, soit K I'anneau total des
fractions deA'. Alors on a des isomorphismes
() Af=AnAl, =AnK=AnB'=AnBL,
(i) Al,=Axnk=AgnBL.
Démonstration. Puisqued’ est plat sui, AJ}( est contenu dans I'annedu; en particulier
At c Al et de mémeB' c Bi.. CommeA! est un anneau de Zariski [20, prop. 2] on établit
IegallteAJr AN K comme[9, AC IIl, §3, 115, cor. 4 de prop. 9]; d’oul des inclusions

At Al NA—KnA=Af

qui sont des égalités. Le reste résulte de la proposition précédente.
On a de méme la proposition suivante

PrROPOSITION 2'. —Sous I'hypothéséd) de la propositior? et les notations dé.1et1.2on
ales egalités R
() AT:A@A’T:A’TQBTCB’, X R
(i) Al =AgnAll, =A% nBl,=A, nBl cBj.

Démonstration. —

() OnaAf = An AT (resp.At = A’T 0 BY) par le cas (c.1) (resp. (d)) de Ia proposition 2.

(i) De AT =An AT on dedth}( = Axg N (A’T @y K) = Ag N AK, De méme
At = At BT fournit Al = (A't @y K)NBJ, = A, n Bl... Enfin, d"aprés le (ii) du corollaire
ci-dessus, on a’y, N Bk = (A, nBYN Bk = A}i, N BL =Al. O

2. Descente des modules

2.1. Sous les hypotheses de 1.2 sgit un Ax-module projectif de type fini, tel que
N =M@, Bk soitdelaforme\V' =N ®,: Bg.Notons
K K

Z'ZM;?NZM(X)AKBK et jZN‘—>N:N®BLBK

les injections canoniques.

PROPOSITION 3. —Sous les hypothés2sl précédented/ := i(M)Nj(N) est I’uniqueA}(-
module projectif de type fini, a isomorphisme pres, tel que I'on ait des isomorphismes

M=Me, Ag,  N=M®, B.
Remarque- Par la suite on notera
7. _ i x _ t
z.M%M—M®A}(AK (resp.y.Mf—>N_M®A;{BK)
les injections canoniques; alars i = j o j.
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Démonstration de la proposition 3.RuisqueM est unA x-module projectif de type fini et

(AT, Ag) un couple hensélien [20, théo. 3] il existe d’aprés Elkik [18, cor. 1 du théo. 3]; un
A}(-module projectif de type finP tel que

P ®AT AK ~ M
K
et P est unique M}—isomorphisme pres [18, lemme p. 573]. Comme on a des isomorphismes
NﬁM@AKBKZP@)A;AK@AKBK: (P®A;B;()®BLBK2N®BLBK’
il en résulte un isomorphisme [18, lemme p. 573]
~ T

N~P ®A§< By..
D’apres la proposition 2(M) N j(N) est unA}(-moduIe; orP est plat pour touﬂ}(-module
[9,AC |, 82, P2, déf. 1] carP est unA}{—moduIe projectif : par suite on a un isomorphisme [9,
AC I, 82,6, prop. 6 et Rqg. 1]
i(M)NG(N)~ (P®A§< Ag)n (P®A§< Bl) =~ P&,y (Axk NBl,)~P [cor. de prop. 2]
D’ou la proposition 3. O

Gréce a la proposition 1 on a des injections

S0

. L 1 1 A . 1 .
'Ml'_M(g)A}(QA;( ‘—>M®A}<QA§<®A}(AK_M®AKQAK_'M1’
M= M, Qo Mo, Oy @ Be=N @y, Oy =N,
3. — 1 1 T 1.
]MI—M®A}<QA§< ‘—>M®A}<QA§<®A}<BK_N®BLQBL_Nl’
s, e 1 1 D~ . 1 .
j: Ny -—N®B; QB;;’N@)BL QB; ®BL BK—N®BK QBK =: M.
PROPOSITION 4. —Avec les notations précédentes on a un isomorphisme

M@,y sz$>i(M®AK Q4 ) Ni(N®p QlB;)-

Démonstration. -Commeﬂzk est unA}(-moduIe projectif de type fini, il est plat pour le

A}(-modulej\/, donc on a des isomorphismes [9, AC |, 826 nprop. 6 et Rq. 1]
Notons

MU::M®AK—§' AK7 NU:ZN@BK—?:’ BK,

AR By
._ T o T
MU.—M®A}<_/., AK? NU.—N(X)B;(_/., BK,
FA}( FB;(
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on a alors des isomorphismes
o~ AT A o~ NJO T
M~ M ®A}(AK, N ~M ®A}(BK’
NUEMUQ@AKBKENU@BLBKEMUQQA;(BK.

PROPOSITION 5. —Sous les hypothéses précédentes on a un isomorphisme
M —— M?NN° C N°.

Démonstration. +e A}{—moduleM” est plat pourBk [9, AC |, §2, rP2, déf. 1], carM®
est unA}(-moduIe plat, puisqué“A;( est plat etM projectif de type fini surA}(. Donc onaun
isomorphisme canonique [9, AC |, 82, 6, prop. 6 et Rg. 1] et [cor. de prop. 2]

MIANT = (M7 @41 Ax)N (M7 @, Bi)=~M7 @, (AxnB)=M". O

2.2. Sous les hypothéses 1.2 notah@esp.B, resp.D) I'un des anneaux ., A}I, ouA’,
(resp.A}i,, B}( ou B}( ; resp./l}(,, B};, ou B}(/). On a vu [cor. de prop. 2] et [prop/]ue
I'on a I'égalité

Al,=cnBcD

et queC (resp.D) est fidélement plat suﬁ}{ (resp. suB) [prop. 1].

Soit M unC-module projectif de type fini tel qu&” := M ®¢ D est de la forméV' = N @ D
pour unB-moduleN (qui est donc projectif de type fini Suf).

Notons

TM—=N=M ®cD et
j:N—=N=N®zD lesinjections canoniques.
On établit comme précédemment les propositions suivantes :

PROPOSITION 3. —Sous les hypothés2, M :=i(M) N j(N) est und’.-module projectif
de type fini et on a des isomorphismes

M >~ M ®AT C,
K
N ~ M®A§< B.
PROPOSITION 4. —De méme on a un isomorphisme
1 ~ . .
M®A}( QAL — = i(M®c Q) Nj(N ®5Q).
Notons aussi
M7= M®c_aC, N7 :=N&p_x D,
Fe Fp
o._ T o._
M .—M®A;(_7;,TAK, N .—N®3_7;188.
AK
On a I'analogue suivant de la proposition 5 :
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PROPOSITION 5. —Sous les hypothés2<2 on a un isomorphisme
M7~ M NN CN°.
2.3.

PROPOSITION 6. —

(1) Avec les hypothéses de2, soit M’ un A-module de type fini tel quat = M’ @ ; Ak
soit projectif de type fini sud x . Alors il existe unAf-module de type finlZ’ tel que

() M=M®,4: A,

(i) M:=M'® 4 Al est projectif de type fini.
De plus siM’ est libre alorsM’ est libre.

(2) Si M) et M), sont deux telsA-modules de type fini tels quét; et M, soient
AK—isomorphes, alord/; et M, sontA}{—isomorphes.

Démonstration. Comme (A, Ay) est un couple hensélien [20, théo. 3] 4t de Zariski
[20, prop. 2] cela résulte d’'un théoreme de Elkik [18, théo. 3] et de [9, ACIII, 83, cor. 2
de prop.9]. O

COROLLAIRE 1.—Avec les notations d&.2, soit M un Ax-module projectif de type fini.
Alors il existe unA}(-moduIe projectif de type fin¥/ tel queM ~ M ® ,+ Ag. De plus siM;
K

et M, sont deux telsi - -modules et siV; et Mo sont/lK—isomorphes, alord/, et M, sont
Al _-isomorphes.

Démonstration. -Résulte de [18, cor. 1 du théo. 3 et lemme p. 573].

COROLLAIRE 2. —Sous les hypothésds2, soient M et P deuxAx-modules projectifs de
type fini et\/ := M ¢ P. Alors
(1) I existe desA}(-moduIes projectifs de type filM et P relevant respectivemenit et P

et toutAl.-moduleN relevant\ sera identifié &/ @ P.
(2) Avec les choix d() on a l'identification
(i) M=MnN,
et des isomorphismes R
(i) M~(MnNN) ® a1 Ak,
(|||) Me° 4N>MU AN° ,
(iv) M@, sz e (M@, QF JN(N @, Qi;) _

Le (1) etle (2) (i), (ii) résultent du corollaire 1.
Les choix du (1) fournissentl'identificatioN” = M @ P7 ; de plusM? — M? = M7 ® ,+
K

A est I'injection évidente, d'ou le (2) (iii).
Pour (2) (iv), puisqué)jléﬁ est plat pour Ie4}<-m0dule/\/, on a unisomorphisme [9, ACI, §2,
n°6, prop. 6] *
(M®AKQ,lfo)m(N®ALQZ;<)Z(MQN)@)ALQZ;(:M@ALQZ;' O
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3. Descente des morphismes

3.0. Sous les hypothéses 1.2 notehgesp.53, resp.D) I'un des anneaux , A}} ou A,
(resp.B, ; B, ou B ; resp.B).,, B}, ou B}.). On aAl, =Cn B c D etC (resp.D) est
fidelement plat suri, (resp. sut3).

Pouri = 1,2, soit M; un C-module projectif de type fini tel qua/; := M, ®¢ D est de la
formeN; = N; ®5 D pour unB-modulelN; (qui est donc projectif de type fini Sif).

3.1. Supposons de plus que I'on dispose de morphisges; — Na, g’ : N1 — N3,
p: M; — My compatibles, i.e. tels que

g =9g@8D=¢®cD.

PROPOSITION 7. —Sous les hypothes&sl il existe un couple M, M) de A}(-modules
projectifs de type fini, unique ﬂ}—isomorphisme pres tel quét; ~ M; ® ,+ C et un unique
K
Al -morphisme

f: My — M,
tquuego=f®A§(Cetg’=f®A;{ B.

Démonstration. Pour I'existence du coupléM, M,) et de f, les propositions 3 et’3
fournissent une description explicite de; et My, M; = M; N N;, et il suffit de définir

J:My— My par f:= g, = 9|/M1 = Q|M; -
L'unicité du couple(M7, M>) provient de I'existence d’'une fleche évidente

M; — M; N N;

qui aprés tensorisation suﬂ{ par C devient I'identité deM; : par fidele platitude d€ sur
A}( I'injection précédente est un isomorphisme. L'unicité flest encore assurée par la fidele
platitude deC surAfK [9, ACI, 83, 1?5, prop. 9 (c)]. O

COROLLAIRE. —Supposons que les morphismesdesoient les Frobenius, i.e. quef et N
sont munis d’'isomorphismes

(bl:MU%Ma ¢2:NU$N7

tous les deux induits par un isomorphismg: N —= A/. Alors M := M N N est munid’un
isomorphisme de Frobenius

~

¢: M —— M
induit par ¢1, g2, ¢3: ¢ = P1jare = Pajare = Pajnre

3.2. Supposons queM, Ny, N7) et (Ma, Na, Na) sont deux triplets de modules vérifiant
les hypotheses du corollaire 2 de la proposition 6, et que I'on dispose de morphismes
g:N1 =M1 &P, — Ny =My P Ps, g/:./\/'l =M1 P; —>./\/'2:M269’P2, (p:./\/ll — My
compatibles, i.e. tels qug = g © ;1 Ak eto =g\,
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PROPOSITION 8. —Sous les hypothés@&s2 il existe un couplg My, M) de A}{—modules
projectifs de type fini, uniqueA}(-isomorphisme pres, tel quet; ~ M; ® 4+ Ak etununique
K
Al -morphismef : M, — M, tel quep = f ® 1 A
Démonstration. Par le (2) (i) et (i) du corollaire 2 de la proposition 60

Notons Mod(AK) (resp. Mod(A}()) la catégorie desd x-modules (respA}(—modules)
projectifs de type fini. Pour un objg¥! deMod(Ax) (resp.M deMod(A}()) un isomorphisme

¢:F; (M) =M7 —= M
(resp. ¢T1ij(M)=¢M”*N>M)

est appelé une structure de Frobenius/sti(resp. suM/) relativement éFAK (resp.F,+ ). Un
K

morphisme del . -modules (respA}{-moduIes) projectifs de type fini et structure de Frobenius
est unA x-morphisme (respA}(-morphisme) qui commute aux structures de Frobenius. On
note F*-Mod(Ag) (resp.F“-Mod(A}()) la catégorie desix-modules (respA}{-modules)
projectifs de type fini et structure de Frobenius.

Par le (2) (iii) du corollaire 2 de la proposition 6 on en déduit :

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 8. — R
(1) SoientM et P deux éléments d&*-Mod(Ax), N := M @& P, et N un élément de
F“-Mod(A}{) tels que I'on ait un isomorphisme
N >N Q® 4t Ak
K
dansF*-Mod(Ax). Alors il existeM e F“-Mod(A}{), unique a isomorphisme prés, tel que

M’ZM@)AT AK.
K

(2) Si (¢,9,9"): (M1, N1,N1) — (Ma, Na, No) est un morphisme entre deux tels objets,

olg':=g®,+ Ak, etsiM;, M, releventM;, M, alors il existe un unique morphisme de
K
F“-Mod(A}(), f: M1 — M, induit parg’, tel que le morphisme

f! 5:f®A§( A My — My

de F*-Mod (A ) soit égal ap .

4. Descente des connexions

4.1. Soit(M, N, N) untriplet comme en (3.0) ; avec les notatiens j, j de 2.1, supposons
gue M soit muni d’une connexion intégrable

ViiM — M®¢ Qé,
de méme queV et/
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Va:N — N Q®p Q};,
Vg SN—M/\/'@D QID,
telles queV; induiseV; et Vs, viai et j respectivement.

PROPOSITION 9. —Sous les hypothéses précédentés et V. induisent une connexion
intégrableV surM = M NN

ViM — M@, 9}4}(
ouvVv:= V1|M :V2|M = V3‘]\4.

De plusV; (resp.Vs, resp.Vs) se déduit dév via I'extension des scalaireA}( — C (resp.
Al — B, resp. Al. — D), ce que I'on écritV, = V¢ (resp. Vs = Vg, resp.Vz = Vp) et
V=VinV,.

De méme, sNV? := V74 (resp.V¢ := V¢, resp.V§ := V37, resp.V{ := V3?) désigne
I'extension deV (resp.Vi, resp.Va, resp.Vs) via le Frobenius deél}( (resp.C, resp.B3, resp.
D),on a

V7 =V{NV§

:VU

i 1 o __ g — o
eten particuliervV? = V{,,,, =V IV

2|M©7
Démonstration. Pourz € M = M N N, on a les égalités

Vi(ioi(z)) =ioVi(i(z)) = Va(joj(x)) =jo Va(i(z));
ici - est identifié & o 7(x) = j o j(z) et on a donc

Vs(ioi(x)) €i(M@cQe) Nj(N @5 Q) ~ M@, 9,14;’

grace aux propositions 4 ét. }

Il suffit de poserV(z) := V(i o i(z)) : l'intégrabilité deV résulte de celle d&/; et de
linjectivité deioi: M ® , Q}M — N @p QL.

K

Le fait queV =V; NV, et%l = V¢, Vo = Vg, V3 = Vp est clair d'apres la définition
deV.

On a de mémeV? = (V) N (V)5 = (V9)pme: or (V74)e = (Ve)7e,
(Vo) = (VB)7%, (V74)p = (Vp)7?, d'ol

VO =ViNV§=Viy.. O

4.2. Soit (M, N,N) un triplet de modules, comme au corollaire 2 de la proposition 6, que
I'on suppose munis de connexions intégrables

. 1
Vl-M—>M®AK QAKa
. 1
VQ.N—>N®ALQAL,

. 1

V3N—’N®AK QAK
telles queVs induiseV; etVs.

Grace au corollaire 2 de la proposition 6 on en déduit :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



590 J.-Y. ETESSE

PROPOSITION 9. —Sous les hypothéséd<, on a
(1) V1 etV induisent une connexion intégratlesur M = M N N

. 1

ouv := V1|M =V2|M =V3\M=V1 NVs.
(2) De plusM? est muni d’'une connexion intégralie

o . o o 1

vérifiant les égalité§/7 = Viime = Vane = Viye. = Vi N V3.

5. F-isocristaux et modules a connexion avec structure de Frobenius

Rappelons qu& et )’ satisfont aux conditions (1.1). Pour les notions surAesocristaux
nous renvoyons le lecteur aux articles de Berthelot [4,3,5,6].

5.1. PourX unk-schéma séparé de type fini on néte- Isoc(X/K) (resp.F*-Isoc' (X / K),
resp. Fe-Isoc(X/K)°, resp. F-Isoc! (X/K)) la catégorie deg *-isocristaux convergents
(resp. surconvergents; resp. convergents unités ; resp. surconvergents uni¥&<x 4@, §0.5].
Ici, dire que E est unF*-isocristal (convergent ou surconvergent) unité signifie uest un

Fe-isocristal (convergent ou surconvergent), de Frobeniud®*E —— F, tel qu’en tout
point géométrique; :  — X, toutes les pentes du Frobenitisont nulles, i.e. il existe une base
{e1,...,e,} deii(FE) telle que

iz(¢)(ea ®1) =eaq.
On notera

(5.1.1)  F%Isoc'(X/K)— F°Isoc(X/K),  FE+— E lefoncteur d’oubli

SoitY (resp.)’) unV-schéma formel (resp. uw'-schéma formel) de type fini; pour tout carré
commutatif
(5.1.2) X —=)
X—=)
on dispose de foncteurs image inverse [5, 2.3.6]
(5.1.3) w*: F*Isoc(X/K) — F*Isoc(X'/K"),
(5.1.4) w™: Fe-Tsoc! (X/K) — FIsoc! (X'/K").

On considérera deux cas particuliers de cette situation.
Celuiolp: X’ — X est unk-morphisme, d’ou

(5.1.5) ©* : FIsoc(X/K) — F*Isoc(X'/K),
(5.1.6) o Fo-Tsoc! (X /K) — F-Isoc! (X'/K).
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Et celui otip: K — K’ esttel qu’en 1.1 : pouX un k-schéma, notonX”’ le £’-schéma, déduit
de X par le changement de bake— k' ; d’ou

(5.1.7) p" i FTIsoc(X/K) — F*Isoc(X'/K"),
(5.1.8) pi*: Fo-Tsoc! (X/K) — F-Tsoc! (X' /K'),
et p* est exact [5, Rq. 2.3.3 (iv)].

5.2. Soit Ag unek-algeébre lisse relevée, comme en 1.1, en Viralgébre lissed. Notons
Conn(AK) (resp.ConnT(A}()) la catégorie desl x -modules (respA}(—modules) projectifs de
type fini & connexion intégrable (resp. a connexion intégrable et surconvergente) [42, §2.2].

Pour un objetM, V) (resp.(M, V)) deConn(Ax) (resp. dd}onnT(ATK)) un isomorphisme

$:F: (M) = M7= M
(resp. ¢T5FZL(M):5MU —== M)

est appelé une structure de Frobenius(sur, V) (resp. sui(M, V)) relativement a;, (resp.
F,+ ). Un morphisme del x-modules (resp. dA}(—moduIes) projectifs de type fini & connexion
K

intégrable et structure de Frobenius estdya-morphisme (resp. uﬂ}(-morphisme) horizontal
qui commute aux structures de Frobenius. On foteConn(Ax) (resp.Fa—ConnT(A}{)) la
catégorie desi x-modules (respA}(-modules) projectifs de type fini a connexion intégrable
(resp. a connexion intégrable et surconvergente) et structure de Frobenius.

PosonsX = Spec Ag. Comme les catégories d’isocristaux convergents définies par Ogus [35]
et Berthelot [5] sont équivalentes [5, 2.3.4], on dispose par Ogus [35, 2.15, 2.23] et Crew [12,
1.3.2] de foncteurs exacts a gauche et pleinement fideles

(5.2.1) Isoc(X/K) — Conn(AK),
(5.2.2) F*-Isoc(X/K) — F®-Conn(Ak).

Précisons un peu. Saft € F*-Isoc(X/K); d’'apres [5, théo. 2.4.2] il existe uR-cristal (de
type fini) £ non dégénéré suX et un entiern > 0 tels que€ ~ E*"(n) (ou le Frobenius de
E®(n) est celui deE>™ multiplié parp~—™). Notons A’ un A-module de type fini associé a
E, muni d'une connexion intégrable et topologiquement quasi-nilpotente [8, prop. 1.3.3]. Par
I'équivalence des catégories d'isocristaux convergents définies par Ogus et Berthelot, il résulte
de [35, theo. 2.15] et [12, 1.3.2] quel := M’ ® 4 A estundg-module projectif de type fini.

On dispose en outre d’équivalences de catégories [5, 2.5.2, 2.5.7]

(5.2.3) Isoc'(X/K) — Conn' (A}(),
(5.2.4) Fe-Tsoc! (X/K) — F-Conn' (AL).

(5.2.5) SoientAy unek-algebre lisseSpec By — Spec Ag un k-morphisme étale dominant

etp: K — K’ comme en 1.1; on utilise les notations de 1.1, 1.2 etC3(resp.B3, resp.D)
désigne I'un des anneauky:, A’ ou A%, (resp.B)!, Bl ou Bl ; resp.Bj., B}, ou
B’K,). Pour simplifier 'énoncé de la proposition suivante, la notafitfn Conn(C) désignera
F*-Conn(Ag) ou F*-Conn(A%.,) lorsqueC = Ax ouC = A’., et désignerd™®- Conn'(A’!,)

lorsqueC = A}I, ; idem pourD.
PROPOSITION 10. —Sous les hypothésés2.5),
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(1) SoientM € F-Conn(C), N € F*-Conn'(B), N € Fe-Conn(D) tels que I'on ait des
isomorphismes

N>N@gD~M®:D
dansF*-Conn(D). Alors il existeM € F“-ConnT(ATK), unigue a isomorphisme pres, tel que
M~ M ® ,+ C soitunisomorphisme darfs*-Conn(C).

(2) Si ((p,z,g/) : (M1, N1, N1) — (Mg, Na, No) est un morphisme entre deux tels objets,
ol ¢’ := g ®p D, alors il existe un unique morphisnye M; — M, induit par ¢’, tel que le
morphismef’ := f ® ,+ C: M — M, soitégal ap, et f ® ,+ B:N; — N, soit égal ag.

K K

Démonstration de la proposition 10.Résulte des propositions 7, 8 et 9. En effet, la
commutation requise du Frobenigs M° — M et de la connexiorV: M — M ® ,+ Qiﬁ
K
[5, (2.5.8)] résulte de cette commutation paur et du fait quev? = V({'MU [prop.9]. O *

PrROPOSITION 10'. — R
(1) Soient M, N, P € F*-Conn(Ak), N € F“-ConnT(A}() tels que l'on ait des isomor-
phismes

N2N®AT AKZM@P
K
dansF-Conn(Ag). Alors il existeM e F“—ConnT(A}), unique a isomorphisme preés, tel que
M=M®,; Agk.
K

(2) Si (p,9,0 ® ) : (M7, N1, M4 @731) — (Mg, N3y, M2 & P3) est un morphisme entre
deux tels objets, avege © 1 = g ® ,+ Ak, alors il existe un unique morphisnye M; — Mo,

induit par ¢ @ 1, tel que le morphism¢’ := f ® ,+ Ag : My — M, soit égal &p.
K

Démonstration de la proposition 16- Largument est semblable a celui de la démonstration
de la proposition 10 : ici aussi on\&” = V‘l’IMU [prop.9 (2)]. ©

Il. Descente étale ded-isocristaux surconvergents

Soit X unk-schéma séparé de type fini. P. Berthelot a montré que la catégforisoc’ (X /K)
est locale pour la topologie de Zariski siir [5, 2.1.12, 2.2.11, 2.3.7]. Nous allons établir ici
[théoréme 1], lorsqué est lisse suk, que cette catégorie est aussi locale pour la topologie étale
surX.

Soit f:Y — X un k-morphisme,p;,p2:Y xx Y = Y les deux projections, eF €
Fe-Tsoc' (Y/K). Une donnée de descente shr relativement af est un isomorphisme
psE —"=piE dansF®-Isoc' (Y xx Y/K) satisfaisant des conditions de cocycles dans
Fe-Tsoc' (Y xx Y xx Y/K). On a de méme la notion de donnée de descente portant sur
un morphisme deF“—IsocT(Y/K) et on en déduit une catégorie d’'objets et de morphismes
de Fe-Tsoc! (Y/K) munis de données de descente relativemefit Bout objet ou morphisme
deF“-IsocT(X/K) fournit par image inverse pgrun objet ou morphisme dE“—IsocT(Y/K)
muni d’'une donnée de descente relativemeftious dirons qug : Y — X “vérifie la descente
pour lesF*-isocristaux surconvergents” si et seulement si le foncteur

f*: F-Isoc! (X/K) — {F®-Isoc' (Y/K) avec données de descente relativemefit a
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est une équivalence de catégories.

THEOREME 1. —SoientX un k-schéma lisse séparé, ¢tY — X un k-morphisme étale
surjectif. Alorsf vérifie la descente par leB“-isocristaux surconvergents.

Démonstration. -Soientk’ une clture algébrique deetp: K — K’ comme en | (1.1); on
note par un exposarit)’ les objets ou morphismes déduits du changement de bakedé
(resp.dek aK'): X' = X x; k/, Isoc(X’/K'),.... SoientE; € Fo-Isoc' (Y/K) muni d’une
donnée de descente relativement,af); € F*-Isoc(Y/K) son image par le foncteur d’oubli
[, (5.1.1)], E} € Fe-Tsoc' (Y'/K') son image pap!’ [I, (5.1.8)] et £} € F*-Isoc(Y'/K')
l'image de E; par le foncteur d’oubli [I, (5.1.1)]. Puisque est parfait le théoréme d’Ogus
[35, theo. 4.5] nous assure I'existence&lec F'*-Isoc(X’/K'), unique a isomorphisme pres,
tel que £} ~ f'*(&'). Soit Spec Ay — X un ouvert dense d& ; il existe un ouvert affine
Spec By de Y tel que le morphismé” := Spec By — Spec Ag =: U induit par f soit étale
dominant : on reléved, en uneV-algébre lissed et B, en une Af-algébre étaleB. On
reprend les notations de la proposition 10 : sbit (resp.\/, resp.N) le A’.,-module (resp.
B}(,-module, respB}(-module) projectif de type fini correspondarft’yresp. &/, resp. &1 ).
D’apres la proposition 10, il existe un uniqlﬁ(—module projectif de type finl/ muni d’'une

connexion intégrable et d’'un Frobenius horizontal tel que l'isomorphisthe: M ® ,+ A

soit compatible aux connexions et Frobenius : d’ouAfRisocristal surconvergent sﬁ]/K)
par I'équivalence de catégories (5.2.4).

Pour les recollements on procéde comme suit. Nofonse compactification d& au-dessus
deSpf V.

Supposons d’'abord gu'il existe dirschéma formel de type fid? et uneV-immersion fermée
X — P tels queP soit lisse suiSpf V au voisinage deX. SoientlU;, U, deux ouverts affines
denses deX et V;, V5 deux ouverts d&” tels quef induise des morphismes étales dominants
fi: Vi — U; comme ci-dessus. PoUl = Spec Cj on reléveCy en uneV-algebre lisse&” et on
choisit une présentation

C=Vt1, . tal/(f1r- s fr);

soit P le complété formel de la fermeture projectiveSiesc C' dansPy; e_tl71 sa reduction suk.
NotonsX; 1’adhérence schématique dg plongé diagonalement dads x, Uy, v1: X1 — X,
wy : X1 — Uy les morphismes induits par les projections; les foncteurs

UT:ISOCT(Ul,X/K) —>ISOCT(U1,X1/K)

et
wy :Tsoct (Ul,Ul/K) — Tsoct (Ul,Xl/K)

sont des éequivalences de categories [5, (2.3.5)] et de mémelfoavec v3, w;. Par la
construction du début on a dotgy;, € F*-Isoc' (U,,U,/K) et Ey, € Fo-Isoc! (Uy, Uy /K)
gu’on raméne par les équivalences précédentes en des éléments encore notés

Ey, € F*-Isoc! (U1, X/K), By, € F*-Isoc' (U, X /K)
et il s’agit de montrer que leurs restrictioftg, et Fo; dansF“-IsocT(Ul N UQ,X/KZ sont
isomorphes avec condition de cocycles pour effectuer leur recollemenfdahsc’ (X, X/ K)

[5,(2.1.12),(2.3.2)]. Eneffet, §i : U; — X (resp.jic : U;NU; — X) estlimmersion canonique,
il existe un voisinage strict/; de |U;[p dans|X[p et un Oy;-module cohérent; tel que
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Ey, = jj& [5, (2.1.10) (i)]; alorg4y2 = U, N, est un voisinage strict J&; NUs[p dang X [p

[5, (1.2.10)] et, quitte a rétrédit; etit, on peut supposer que, =ij5¢@ pour unOy,,-module
cohérent€;y. Si F15 et Fy; sont isomorphes avec la condition de cocycles, on peut supposer,
quitte & rétrécir encoré;2, que s et &1 sont isomorphes [5, (2.1.10) (ii)] : on peut alors
recoller Ey, et Ey, grace a cet isomorphisme [5, (2.1.12)]. Posbhs) Uy = U = Spec Ay ;

on noteg; le morphisme étale dominant induit pgrpar le changement de baSpec Ay — U;,

gi: W, = U, p;: W =Wy xy Wy — W; les projections et

hi =g;op;: W =Spec By — U = Spec Ay.

Désignons pa; le A%,-module (respN; le BL—moduIe) provenant d&’ surU; (resp. de

E; surV;) : I'existence def’ sur (X’/K') (resp. deE; sur (Y/K)) fournit un isomorphisme
M —"= M, (resp. N —— N,) compatible aux Frobenius, aux connexions et avec
condition de cocycles. Par la proposition 10, il existe alors un isomorphidfie—= M,

(et donc aussi un isomorphismg,, ——= FE,;) compatible aux Frobenius, aux connexions et
avec condition de cocycles sl N U N Us. Ainsi les données se recollent et on en déduit un
Fe-isocristal surconverge sur(X/K) tel queE; ~ f*(E).

Lorsqu'il n’existe pas de plongement gloh&l— P comme ci-dessus, on procéde comme
suit. On recouvreX par des ouverts affines et liss&s, = Spec Cy 0, X =J,, X«. Pour tout
on reléveC,, o en uneV-algébre lisse”,,, on choisit une présentation

Co=Vt1,.- s tu |/ (f1ye oy fra)

et un relevementl : Ci — C du Frobenius d€’, o comme en | (1.2). Soier®,, le complété
formel de la fermeture projective dpec C,, dans P> etY,, sa réduction suk ; le V-schéma
formel P, est lisse au voisinage d&,, lesY, se recollent le long deX 3 := X, N Xg
etX = U, Yo est une compactification d& au-dessus depf V. On poseY,s =Y, N Y3,
Pog := P, xy Pg; on notej,: Xo — Yo, jog: Xap — Yag les injectionspag: Pag — Pa,
dap: Pap — Pgs les projections. D'apreés [5, (2.3.2) (iii)] il s’agit de prouver I'existence, pour
toutc, d'un 5§ O}y, [, -module cohérenk,,, muni d’un Frobenius, d’une connexion intégrable
et surconvergente, et, pour tous$ d'un isomorphisme horizontap; ;E, =~ da,Ep sur
Yaslp. ;= Papk, ces isomorphismes vérifiant la condition de cocycles et étant compatibles
aux Frobenius.

D’aprés le début de la démonstration on a I'existence, pourdedtun tel £, ; notonsE],
le CLK—moduIe projectif de type fini associé i, : il s'agit de recoller. Par le méme type
d’arguments qu’au début et en utilisant la proposition 10 on a des isomorphismes horizontaux

gt Bl 8y s (CLal CY) — (CL&} Chin_y
Pag dap
respus: FI'EL @cy_y (CL e}, CF) —~ (Cl &} Oh)m_e, B}

Pag

vérifiant la condition de cocycles; d’ou I'existence Bgresp. deF* F). Si lI'on note

Go: FI* Bl — E]
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le Frobenius deEf, les isomorphismes, s et 3,5 S'insérent, toujours par application de la
proposition 10, dans les carrés commutatifs

~Paf
El 1 (C} @}, Ch) (Cl @} Ch) @1 B}
¢Q®C;(l®1) T(l@l)@cgqﬁg
* ~ INall T ot
F*El ¢y (CL o}, Cf) ————— (CL @}, C3) ®¢; F5" By

avec condition de cocycles ; d’ou une structure de FrobeniuBsup: F*E ——= [,
La descente des morphismes se fait également par le théoreme de Ogus [35, theo. 4.5] et la
proposition 10. O

THEOREME 2. —SoientX un k-schéma lisse séparé ¢t Y — X un k-morphisme étale,
dominant et séparé.

(1) Soit& € F*-Tsoc(X/K) tel quef*(€) ~ E' pour E' € F-Tsoc! (Y/K). Alors il existe
E e Fe-Tsoc' (X/K), unique & isomorphisme prés, tel gfier £ et B ~ f1*(E).

(2) Si & et &, sont deux tels objets dB®-Isoc(X/K) et sip € Hom(&1, &) est tel que
f*(¢) = g pour g € Hom(E}, E}), alors il existe un uniqué € Hom(E, Es) tel quep = h et
g=f™(n).

Remarque- Le théoréme 2 signifie que la catégafie-Isoc' (X/K) est le produit fibré des
catégories*- Isoc(X/K) et F*-Isoc' (Y/K) au-dessus de la catégoii¢-Isoc(Y/K) avec
des foncteurs-projection évidents [17, VI, §3].

Démonstration. —

(1) Puisque f est une application ouverte on a une immersion ouverte dominante
j:V =f(Y)— X. Par les mémes arguments que dans la démonstration du théoréeme 1 on
prouve I'existence d’une unique structure (a isomorphisme prédy“disocristal surconver-
gent surj*(€), i.e. j*(£) ~ E' pour unE’ € F-Isoc' (V/K). De plus, pour tout ouvert affine

%] . . . . .
U = Spec Ag— X, il existe une immersion ouverte dominante

0: W =Spec By — U qui se factorise en
W—UNV <U; onnotera)=pob.

Avec les notations de la proposition 10, sgit (resp.N, resp.N) le Ax-module (resp.
B}(—module, respBx-module) correspondant @ (€) (resp.0™(E'), resp. &y*(€)). Par la
proposition 10, il existe un uniqu&/ € F*-Conn' (A}() tel queM ~ M ® 4+ Ag. Toujours
par la proposition 10 et les arguments de la démonstration du théoréme 1 ces données se recollent
pour les différentd/ ; d’ou un F*-isocristal surconvergent suX/K) [5,2.1.12,2.2.11, 2.3.7].

(2) Pour les morphismes I'argument est semblable.

THEOREME 2'. —Soientk — k’ une extension de corps de caractéristiqyep: K — K’
comme en (1.1), X un k-schéma lisse et séparé at’ le k’-schéma déduit d&X par le
changement de base dei £'.

(1) Soit€ € Fe-Isoc(X/K) tel quep*(€) ~ E' pour E' € F-Tsoc' (X’/K’). Alors il existe
E € F*-Tsoc' (X/K), unique a isomorphisme prés, tel gfier £ et B/ ~ pi*(E).

(2) Si & et &, sont deux tels objets dB*-Isoc(X/K) et sip € Hom(&1, &) est tel que
p*(¢) = § pour g € Hom(FE}, E}) alors il existe un uniqué € Hom(E1, E») tel quey = h et
g=p"(h).
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Remarque— Le théoréme'signifie que la catégorig®- Isoc’ (X/K) est le produit fibré des
catégoriesF*-Isoc(X/K) et Fe-Isoc' (X’/K’) au-dessus de la catégor?-TIsoc(X'/K')
avec des foncteurs-projection évidents [17, VI, §3].

Démonstration. —

(1) SoientU = SpecAoiX un ouvert affine, Ay := Ay ® k', 6:Spec Aj — Spec Ay et
1 = @ o 6. Avec les notations de la proposition 10, sgit (resp.N, resp.\) le Ag-module
(resp.A}i,-module, respA’,.,-module) correspondantgt (£) (resp. @' (E’), resp. a)*(£)).
Par la proposition 10, il existe un uniqug € F*-Conn'(AL) tel que M ~ M ® ,; Ag.
Comme dans la démonstration du théoréme 2 ces données se recollent pour les différents
d’ou un F*-isocristal surconvergent s(X/K) [5, 2.1.12, 2.2.11, 2.3.7].

(2) Pour les morphismes I'argument est semblable.

THEOREME 2”. —Soientk — k’ une extension de corps de caractéristiqyep: K — K’
comme e (1.1), X unk-schéma lisse et séparg; Y — X un k-morphisme étale dominant et
séparé etf’: Y/ — X'’ déduit def par le changement de base Ha k’.

(1) Soit M € F*-Tsoc! (X'/K’) tel que f'T*(M) ~ pl*(N) pour N € F*-Tsoc!(Y/K).
Alors il existe M € F‘l—IsocT(X/K), unique a isomorphisme pres, tel qud ~ p;k (M) et
N ~ fi*(M).

(2) Si M1 et M, sont deux tels objets dé“-IsocT(X’/K’) et sip € Hom(My, M») est tel
que f' T (¢) = p{,*(g) pour g € Hom (N7, N») alors il existe un uniqué € Hom (M7, M>) tel

quep = p§ (h) etg = f1*(h).

Remarque— Le théoréme’2signifie que la catégori&®- Isoc’ (X/K) estle produit fibré des
catégoriest-Isoc' (X' /K') et F*-Isoc' (Y/K) au-dessus de la catégoti¢f- Isoc! (Y /K’)
avec des foncteurs-projection évidents [17, VI, §3]. Compte tenu des théorenfest2’2a
catégorieF-Isoc' (X/K) est aussi donnée par les produits fibrés

Fo-TIsoc (X/K)~ F*Isoc(X/K) X pa-1soc(y’ /K" Fa-ISOCT(YI/K/)
~ F*-TIsoc(X'/K') X pa-tsoc(y+ /i) F-Isoc! (Y/K).

Démonstration. -€omme précédemment pour les théoremes 2.eti2

THEOREME 3. —SoientX un k-schéma lisse séparé ¢t Y — X un k-morphisme propre
surjectif, génériqguement étalee. il existe un ouvert dendé C X tel que fi: Y|y — U soit
étalg. Alors f vérifie la descente pour le8*-isocristaux surconvergents.

Démonstration. -Avec les notations utilisées dans la démonstration du théoréme 1, le
théoreme d’'Ogus [35, theo. 4.6] appliqué au corps pakfafournit &' € F*-Isoc(X’/K’),
unique & isomorphisme pres, tel qié ~ f/*(£’). Désignons pat/ C X un ouvert dense tel
quely : Yy — U soit étale et notongy € F"-IsocT(YU/K) la restriction de; . Compte tenu
de I'équivalence de catégories [Rq. du théq. 2

F-Tsoc' (X/K) ~ F-Tsoc(X'/K') X po-1s0c(v, /1) F*-TIsoc! (Yo / K)
et de I'existence d&’ et Eyy, on en déduit I'existence d& € Fo-Tsoc' (X/K), unique &
isomorphisme prés, tel qu# ~ E'.

La descente des morphismes se fait de maniére analogue.

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 4



DESCENTE ETALE DESF-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 597

THEOREME 4. —Soientk un corps de caractéristiquge, X un k-schéma lisse et séparé, et
j:U — X une immersion ouverte telle qesoit dense danX'. Alors le foncteur de restriction

gt Fe-Tsoc! (X /K) — F-Tsoc' (U/K)

est pleinement fidéle.

Démonstration. Soient £y, F, € Fe-Isoc'(X/K), E! = j™(E;) pour i = 1,2 et
g € Hom(F", EY). Notonsk’ une cl6ture algébrique de p: K — K’ comme en (1.1) ek’
(resp.j’ : U’ — X') déduit deX (resp. dej) par extension dé ak’. Désignons par

& =p*(E;) € F*-Isoc(X'/K'),

par&! € Fe-Isoc(U'/K') 'image deFE; par le composé du foncteur d’oubli et du fonctgtr

et pary’ € Hom(&7, &) 'image deg. Puisquek’ est parfait il existe d’aprés Tsuzuki [41, theo.
6.3.1] un uniquep € Hom(&1,&-) tel quej™(¢) = g ou j'* est le foncteur de restriction I,
(5.1.5)]

" F%TIsoc(X'/K') — F*Isoc(U'/K").
On conclut par le (2) du théoremé&.2 O
THEOREME 5. —Soientk un corps de caractéristiqug et X un k-schéma lisse et séparé.
Alors le foncteur d’oubli

Fo-Tsoc' (X/K)? — F%Isoc(X/K)°

est pleinement fidéle.

Remarque— Tsuzuki a démontré le cas particulier de ce théorémeest parfait etX admet
une compactification lisse [41, theo. 1.2.2 ou cor. 6.6.2].

Démonstration. te théoréme suivant de A. J. de Jong [27, theo. 4.1] permet, au vu des
théoremes 3 et’2de se ramener au cas traité par Tsuzuki :

THEOREME (de Jong [27, theo. 4.1]). Soientk’ un corps parfait etX’ un k’-schéma séparé
de type fini et integre. Alors il existe ifrschéma projectif lisse et conneXeun ouverty’ C Y
et un morphisme propre surjectif et génériquement éfaleé’ — X'.

Démonstration. -Soientk’ une cléture algébrique de, p: K — K’ comme en | (1.1) et
X'=X x; k’'. On a un carré commutatif

Fo-Tsoc' (X/K)° Fo-Tsoc! (X' /K')°

| l

Fa-Tsoc(X/K)° Fa-Tsoc(X'/K")°.

*

Donnons-nousM;, M, € Féo-Isoc'(X/K)°, N; = pi*(M;), M; = M;, N; = N; et
» € Hom(M1, M5) ; notonsg’ = p* (). Si I'on peut construirg € Hom(N;, N») le théoréme
2 acheverala démonstration. Pour cette construction on peut supposennexe [5, Remarque
apres 2.2.11 et 2.3.2]. Avec les notations du théoreme de de Jong le sBh@&sialisse sur le
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corps parfaitk’ et admet la compactification lis§é : d’aprés Tsuzuki [41, theo. 1.2.2 ou cor.
6.6.2] le foncteur d’oubliF*-TIsoc! (U’ /K')° — Fe-Tsoc(U’/K’)° est pleinement fidéle. Or on
dispose d’équivalences de catégories [théoreme 3] et [35, theo. 4.6] :

i Fe-TIsoc’ (X' /K0
— {F-Tsoc' (U'/K’)" avec données de descente relativemefit
et
[ FeTsoc(X'/K')°
— {F*TIsoc(U’/K')" avec données de descente relativemefit.a
Le théoréme 5 en résulte immédiatementi
COROLLAIRE 1.-Soientk un corps de caractéristique, X un k-schéma lisse et séparé et
U — X une immersion ouverte telle quesoit dense danX . Alors le foncteur naturel

Fe-Tsoc' (X/K)? — F-Isoc(U/K)°

est pleinement fidéle.
Démonstration. -€’est une conséquence directe des théoremes 4 et 5.

Etant donnés les théoremes 4 et 5, de pleine fidélité, la remarque qui suit le théoreme 2 fournit
ici:

COROLLAIRE 2.-Sous les hypothéses du corollaife la catégorie F*-Isoc!(X/K)°
est l'intersection, dans la catégori&®-Isoc(U/K)°, des catégoriest-Isoc' (U/K)° et
Fa-Tsoc(X/K)P.

THEOREME 6. —Soit X unk-schéma lisse et séparé.
(1) Soients;, & € F-Tsoc(X/K) tels que; @ & ~ E pour E € F-Tsoc! (X/K). Alors il
existeE,, By € F*-Tsoc' (X/K), uniques & isomorphisme prés, tels que

giZEi, Z:1,2 et F~F, 3 E.
(2Q)SIiE~E DE etE! ~ & @ & sont deux tels objets etgid 1 € Hom (&, E') est tel gu'l

existeg € Hom(E, E’) avecj = ¢ ® 1, alors pouri = 1,2 il existe un uniqug; € Hom(E;, E})
tel que

g=HOfr et pDY=fiDfs.

Démonstration. £a démonstration est analogue a celle du théoremeid on utilise la
proposition 10. O

Ill. Schémas abéliens
1. F-isocristaux surconvergents associés aux schémas abéliens

Si S est un schéma ef — S un S-schéma abélien, le schéma abélien d\idl de X existe
toujours [7, 11 5.1], [24, pp. 3—7] ou [34, cor. 6.8]. Poure N, on note

X[m]:=Ker{m: X — X}.
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Considérons le foncteur contravariant
Ayg.d.n: {schémal— {ensemblep

qui a tout schémas associe I'ensembled, 4., (S) des classes d'isomorphismes de ftriplets
(X/S,\,0) ou X est unS-schéma abélien de dimensignA: X — XV une polarisation
de degréd® et o = (o4,...,02,) est constitué de&g éléments deX[n](S) qui induisent un
isomorphisme

X[n]~(Z/nZ)?* au-dessus d§.

Sin > 3 le foncteurA, 4, est représenté par un schémga, ,, lisse suiSpec Z[1/nd] [10, theo.
1.4]. Sin > 69.d /¢! le foncteurA, 4 ,, est représenté par un schérga, ,, quasi-projectif sur
SpecZ [34, theo. 7.9].

Dans le reste de cet article nous supposerons que l'indice de ramifieadi®ly satisfait la
relatione <p —1.

THEOREME 7. —SoientS un k-schéma lisse séparé ¢t: X — S un schéma abélien au-
dessus dé de dimensiory ; notonsOx, k le faisceau structura]s, 2.3.8 (i)} Alors, pour tout
i €N, Rifrig*((’)X/K) a une structure dé*-isocristal surconvergent.

Démonstration. Puisques est lisse il est normal et donc géométriguement unibranche [26,
IV, 6.15.1] et [26 01y, 23.2.1]; par un théoréme de Grothendieck [39, théo. XI, 1.4] et [24, p. 3]
on sait alors que le schéma abélienX — S est projectif. Par suite il existe s un faisceau
inversible f-ample [26, II, 5.3.1], d’ol une polarisatiocti — XV [34, chap. 6, §2] de degré noté
d?.

Soit £ > 3 un nombre premier distinct de ¢ > 69.d /g!. Pour toutS-schémaZ on note
(Z/ﬁZ)%" le schéma en groupes fini étale constant3wet X [¢]z := X[{] xs Z, qui est aussi
fini étale surZ. Le foncteurF := Isomg((Z/¢Z)%, X[¢]) qui & toutS-schémaZ associe

Isomz((ZMZ)%",X[é]Z) est représentable par uftschéma fini étale galoisiem: S’ — S de
groupeG = GLyy(Z/(Z) [25, 84 p. 20] et [16, X 5.10, X 4.2, VIII 1.6]. En particulier

Isomsl((w)%‘f,)([f]sl) = F(S") ~ Homg(S’,S")

est non vide puisqu’il contient I'isomorphisme correspondant a lidentité Sde donc
f: X=X xg 8" — 5 est unS’-schéma abélien de dimensignmuni d’une polarisation
(image inverse de celle d€) de degréi? et d’'un isomorphisme

@/ = X0,

Ainsi X’ € A, 4¢(S") ~ Hom(S’, A4.4,0). CommeX (resp.X’) est un schéma abélien, les
faisceaUXRifcris*(OX/V) = Ailecris* (OX/V) (reSp.Ri éris* (OX’/V)) sont desF“-cristaux
localement libres de type fini non dégénérés [7, 2.5.5] : grace a la construction de Berthelot
[5, 2.4] on peut leur associer dg8’-isocristaux convergents, noté®' f.i,.(Ox k) (resp.

R flie(Ox1/K)), care <p — 1. Soith: X — Ay 4, le schéma abélien universel sdf 40 : X

est ''mage de l'identité del, 4 , dans la bijection

Hom(Ay a0 5 Ag,d0) ——= Ag.a,0(Ag.a.0)-

Notons

hV = xv =X Xspecz SpecV — (Ag,d,é)v = Ag7d,g Xspecz SpecV
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et
hO = %0 =X XSpecZ SPeCk - (Ag,d,Z)O = Ag,d,f XSpecZ SpeCka

les images inverses desurV etk respectivement. Le morphisn$® — A, 4, qui provient de
I'existence d’une structure de nive&sur X', se factorise en

5 — (Ag.ae)o — Ag.ae

et f': X’ — S’ est I'image inverse dé, par . Comme il est rappelé par Crew dans [13] la
cohomologie rigide relative d’'un schéma abélien est compatible au changement de base, donc
ona

R flig(Ox1 /1) = 0" (R horige (O, /)
(resp. R f,.(Ox1 /i) = p* (R frigs (Ox/x)))

ol p* (resp.p*) est le morphisme image inverse [I, 5.1.2].
Les schémas abéliens

4
(%0 X %EJ/) = (%0 X(Ag.a,0)0 xB/) X(Ag.a,e)o """ X(Ag.a,0)0 (360 X(Ag.a.¢)0 xg) I (Agyd-,l)o
f»/

et Y := (X' xg X'V)* —— ¢’ sont munis d’une polarisation principale d’apres un lemme

de Zarhin (“Zarhin’s trick”, [30, chap IX, lemme 1.1]). Désignons paf — Asgg.1.¢le schéma
abélien universel ehy =h xzV, ho = hxz k comme ci-dessus; il existe donc une fleche

b
(Ag.a.6)0 — (Asg,1,¢)0 rendant cartésien le carré

(%o x xy)* Xo
| 2
(Ag.d.e)o v (Asg1,0)0

ou cette fois(Agg,1,¢)o admet le relévement lissgdsy1,¢)y SurV : grace a un théoréme de
Berthelot [4, théo. 5]Rihorig*((95€0/K) a une structure dé"*-isocristal surconvergent sur
(Asg.1,0)0/ K, i.e. est dans I'image essentielle du foncteur d’oubli [I, 5.1.1]

1'7‘a-ISOCT ((Ag%l,g)o/K) — Fu’-ISOC((AggJ,g)O/K).

Ainsi, par image inverse pat o ¢ [l, 5.1.6], R! “g*((’)y/K) (Wo )*(Riﬁoﬁg*((’)io/K)) a
une structure deé"“-isocristal surconvergent sis’/K); par suite,R’ tigx (Ox/xc), Qui est
un facteur direct deR’ r’lg*(Oy/K), a aussi une structure dé*-isocristal surconvergent sur
(S'/K) [théo. 6] : dans le cas= 1, le;lg*(ox,/K) est leF®-isocristal convergent associé au
cristal de DieudonnB(X') de X' [7] et R! 1Hg*((’)y/K) est leF'*-isocristal convergent associé
adX")eD(X)V)4, ouD(X")V estle dual linéaire dB(X') [7, 5.1.8].

Le théoréme 2 fournit alors la surconvergencdkﬂgig*((’)x/,() carp: S’ — S est fini étale
surjectif. O

4€ SERIE— TOME 35 — 2002 -N° 4



DESCENTE ETALE DESF-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS 601

2. FonctionsL des schémas abéliens

Dans ce paragraphe 2,est un corps fink = F,, ¢ = p®, k une cloture algébrique de,
W =W (k) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dank” le corps des fractions dé& ;
on notera paf ) limage inverse suk d’un objet surk.

On se donne un schénta— Spec k séparé de type fini sur, de dimensiori et f: X — S
un schéma abélien de dimensign on étend ci-dessous le théoréme 3 de [21] sans supposer
I'existence d’'une polarisation sur le schéma abélien.

Notonsy € Gal(k/k) le Frobenius arithmétique— 27 et|S| 'ensemble des points fermés
deS : pours € | S|, de degréleg s = [k(s) : F,], on choisits € | S| d'images et on noték(s) ~ k
une cloture algébrique de(s), X, = X x5 k(s), X5 ~ X xg k(s); pour tout entier I'itéré
pdegs dep! induit, pour tout’ 1", un endomorphismg de HE, (X5, Qr) ~ R fer (Q)s-

Puisquel = R’ feris« (Ox/w) st unF-cristal localement libre de rang fini on a de méme
un endomorphismé&’; de Es = H! . (X,/W(k(s))) et les fonctionsL de R'fs.(Q/) et

cris

R’ feris« (Ox/w ) coincident pouf # p [21, 1l1] :

L(S, R fen (Q0), 1) = [ det(1—t95°F, | R fer(Qe)s)
s€|S|
[T det(1—ttes*ry | E)
s€|S|

= L(S, Rifcris*(OX/W)?t)'

Si S estlisse suk, R’ frigs (Ox/ k) estunF-isocristal surconvergent[théoréme 7]; on démontre
alors le théoréme suivant comme le théoreme 3 de [21].

THEOREME 8. —SoientS un schéma séparé de type fini de dimensisarF,, f: X — .S un
schéma abélien de dimensignAlors, pour tout entiei, 0 < i < 2g, on a:
(1) L(Sv lecris* (OX/W)a t) € Q(t) ;
(2) Side plusS est lisse suif,, alors
(gg R frig«(Ox/ i) €st unF-isocristal surconvergent,

2d

. _1\J+1
L(S, R ferise (Oxpw),t) = [[ det e (1—tF | HE (S, R frige (Ox/x)))
7=0
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