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SUL MOTO DI ROTAZIONE

DI UN CORPO RIGIDO
ATTORNO

AD UN PUNTO FISSO





INTRODUZIONE

Consideriamo due terne 0 ( s y j ) ed 0 ( ~ Y) ~) di

assi ortogonali congruenti fra loro, e legate dalle rela-

zioni : .

la prima sia fissa nello spazio e la seconda sia compo-
sta dagli assi principali di inerzia relativi al punto fisso
0 di un corpo P che ruota intorno ad esso; esprimiamo
i nove coseni cartesiani al - - - y3 per i tre parametri in-
dipendenti 8 , ponendo :
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ed il moto del corpo P sarà completamente determinato
quando, note le condizioni iniziali, le quantità 8 , 
siano conosciute in funzione del tempo.

Denotiamo con A , A , C i tre rnotnenti di inerzia e con

p, q, r le velocità angolari di rotazione intorno a ~, 1), ~;
supponiamo poi che il potenziale V delle forze agenti
sul corpo dipenda soltanto da 0 ed abbia la forma

11, cosl 0 + H2 cos 0 con le H costanti qualunque, od anche
V ===== H~ c~2 + quando per brevità si ponga 0.

Gli integrali delle equazioni del moto del corpo P colle
fatte ipotesi sono: 

-

nelle quali è stato posto :

e le costanti h, g, ro esprimono, come anche si riscon-

tra facilmente, la costante delle forze vive, quella del.

1’ integrale delle aree relativo all’asse z, e la componente
della velocità angolare di rotazione del corpo nella dire-
zione del suo asse di simmetria .

Se alla terna 0 (i m i) si dà un movimento uniforme

O
intorno a colla velocità angolare ro (  --1) ed indichia-ZD A
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mo con ( ~) ed gli assi mobili sul piano i x, la posi-
zione degli assi (~) (n) j sarà determinata dai parametri
9 , y, , § essendo : ,

potendosi poi scrivere : é

con

le quadrature da eseguirsi per aver le formole relative al
moto degli assi (i)(*) É sono le (6) e la prima delle (3).

È utile osservare che i « divisori uniti agli integrali »
ellittici di terza specie che rappresentano P1 e sono
eguali a 2 i e che quindi se componiamo colle formole

(2) i coseni mediante otter-

remo sempre delle espressioni razionali.

CAPITOLO PRIMO

1.0 Per eseguire le quadrature indicate dotbiamo con-
siderare le radici della equazione F __ 0, perciò fare-
mo su di esse le seguenti osservazioni. Anzitutto dalla

forma di F (m) si ricava che F ( +1 ) ed F ( -1 ) sono
ambedue negativi, ma siccome per certi valori di w (che
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oscilla fra + 1 e - 1) deve ~~~ (cú) resul tar positivo, 9
affinchè non si abbia t immaginario e qnindi anche 9 e ~,
ciò che contradice alla natura del problema che studiamo,
cos  dovranno esistere due radici reali i comprese fra +1
e ---1. Per le altre due radici osserviamo che se si ha

H1  0, e quindi :

saranno anch’esse reali e comprese una fra + 00 e + 1 ,
l’altra fra - 1 e - 00; se poi abbiamo H, &#x3E; 0 e con-

seguelitemente :

esse potranno essere immaginarie coniugate, oppure an-
ch’ esse reali e comprese :

(*) Quando Hg===0 queste due radici reali, se esistono, debbono
anch’ esse stare nell’ intervallo (+1 , -1 ), poichè mancando il termine

in 6)’ neir equazione F(A)) = O la somma delle quattro radici deve esser
nulla; ma due di queste stanno di certo fra + 1 e - 1, quindi le altre

due non possono esser reali e comprese ambedue fra -~. oo e + 1 op-

pure ambedue fra - oo e - 1 perchè in entrambi questi casi non po-
trebbe annullarsi la somma delle radici.

Per altro se sono immaginarie la loro parte reale verrà in que-
sto caso data dalla semisomma delle radici reali esistenti fra +1 e -1

cambiata di segno. ..
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Separate cos  le radici, denotiamole con a, ai a~ ai
in ordine di grandezza crescente quando sono tutte reali;
altrimenti chiamiamo con a~ a~ in ordine crescente le ra-

dici reali e con ~~ -f - i ~ , le due immaginarie.
Se la costante H, è negativa evidentemente si avranno

per t valori reali finchè la quantità w si manterrà entro

i limiti a2 e a3 ; e quando H, è positiva ciò succederà

finchè (~) si manterrà in quello dei due intervalli (a, , a~)
ed (a3 1 a,) che è compreso in (+ 1 , y - 1), se tutte le

radici sono reali; altrimenti nell’intervallo (al , a$). Chia-
mando dunque 0, , 8~ , &#x26;3 , 9" gli angoli che hanno per
coseno respettivamente a , a, , a3 , t, ed immaginando
quattro coni circolari tutti col vertice in 0, coll’asse o .~

e di apertura 0, 1 01 1 3 , 8, apparisce chiaro che 1’ asse
di simmetria del corpo, che è 0 ~, non uscirà mai du-

rante la rotazione dallo spazio compreso fra i coni 9s e

e. quando sia H,  0; che lo stesso asse oscillerà entro

i coni 8, , e. oppure entro i coni 95 , 0~, ( a seconda
dei casi considerati ) quando sia H, &#x3E; 0 e le radici tutte

reali, altrimenti entro i coni 0, e 0, se due radici sono

immaginarie. La posizione iniziale , come una di quelle
che il corpo prende efiettivamente , deve esser tale che
nei singoli casi 1’ asse 0 cada negli spazii indicati; ep-

perciò se, avendosi H, &#x3E; 0 con tut1e le radici reali ,
ambedue gli intervalli (a, , ed (a~, a~ ) cadessero in
( + 1 , z1 ), come avviene quando H, =_ 0, dipenderà
unicamente dalle condizioni iniziali il fatto che durante

la rotazione 1’ asse suddetto rimanga entro i coni 9! , 91
o piuttosto entro i coni 8 , 9 ~ .

In scriviamo L al posto di - 2 A Hi ; avremo
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agli integrali del problema la forma normale e nel com-
porre i coseni a, ... y3 separiamo i due casi :

i .°) Che F(,) abbia tutte le radici reali.

2.°) Che abbia due radici reali e due imma-

ginarie.
Nel primo di questi casi si potranno avere delle for-

mole più semplici eseguendo una trasformazione reale di

secondo grado che dia per k’ un valore reale, positivo e
minore di 1, come è necessario per introdurre le fun-

zioni ellittiche; e nel secondo caso per soddisfare a que-
ste condizioni adopreremo una trasformazione del primo
grado.

§ 2. o Primo caso .

Supponiamo L  0 ed a, ~ ~ C a,; potremo evi-
dentemente porre :

e dare alla prima delle (3) la forma :

la quale dopo aver fatto
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e per conseguenza :

4 Supponiamo L  0 ed c~3 ‘ ·~  a4; dovremo

nelle formule di [«~ scambiare gli indici L , 2 , 3 , p 4
respettivamente in 3 , 4 , 1 ; 2 .

(y~ Supponiamo L &#x3E; 0 ed ag  M ~ c~3 ; dovremo

nelle formole di « scambiare gli indici 1, 2, 3 , 4 re-
spettivanieiite in 2 , 3 y 4 y I.

Basterà dunque occuparci di e per e [7] non
avremo che da fare le sostituzioni indicate.

Gli angoli §j e t~2 resultano composti da una parte
proporzionale all’ argomento el li ttico u e da un integrale
ellittico di terza specie cui abbiamo dato la forma

3d a cui poteva anche darsi una delle altre tre forme
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Se mediante la quantità n si costruisce ~ espressione
N = yi(n+ 1 ) (n+k2) le proprietà dell’ integrale dipen-
dono dal segno di N ( numero caratteristico ) e segnati
sull’asse reale gli intervalli (- oo , 1 ) , ( ----.1 , k~),
(2013 , o ) , ( o , y + (0) l’integrale è di carattere loga-
ritmico se yi è nel primo o nel terzo di questi intervalli,
vale a dire se è N  0; ed è di carattere trigonome-
trico se n è nel secondo o nel quarto, vale a dire se è

N &#x3E; O.

Nel nostro caso chiamando N, ed 1BT i numeri carat-

teristici degli integrali per cui si, esprirnono respettiva-
e 2’ ed osservando che dalla forma d 

resulta :

avremo :

per conseguenza gli integrali stessi saranno di carattere

trigonometrico, il che concorda col fatto che il divisore

unito ad essi è una quantità immaginaria.



- 175

~. 3. o Per ridurre alle funzioni e ( forma canonica )
gli integrali esprimenti §, e t¥2 bisogna introdurre in cia-
scuno una costante ausiliaria a legata alla respettiva
quantità n da una delle relazioni :

essendo 0  a g K’; e precisamente dovremo dare ad n
indiiferentemente una delle forrne [q] quatzdo n è una
quantità positiva; ed una della, ~~~ quando n è negativa
( compresa fra 1 e I~z ). Bisogna dunque aver riguar- .

do alla situazione delle radici per riconoscere i segni
delle quantità n, ed n~ che molt.ipliLano sn2 u nei deno-

minatori dei secondi termini di tf~ e ~2.
Può darsi, ora che ci occupiamo di [cc]~ che:

~ stiano tutte fra --j-1 e -1

( come per es. quando H. == 0 ) -

quindi :

cioè : o o
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e per conseguenza :

Integrando le eqiiazíoai precedenti e facendo uso delle
(5) otterremo immediatamente pee r:pJ e le espressioni:

Nel caso [a~" resulta ~i&#x3E;0 Ì 0, talchè porremo :

e quindi

Se eseguiamo le integrazioni :
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otterremo applicando le (5) :

Si aggiunga che essendo: ( supponesi per fissare le

i cl e e : 

se ne ricava:
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E sicconie per le posizioni già fatte abbiatno:

ed inoltre (*) : .

cos  resulterà :

(*) Vedi al principio del seguente numero il significato 



179 -

talchè le (10) possono anche scriversi :

§. 4.° Alla prima delle espressioni (9) si può dare la
forma:

introducendo la nuova costante i ~ definita dalla relazione:

il che può evidentemente farsi per es-

avremo altres  i r  i K’.

Per tal modo resulta esser cos 6 una funzione dop-
piamente periodica coi periodi 2 K e 2 i K’, avente nel .
rettangolo dei periodi i due poli del primo ordine u-ir
ed u -= i K’ - i 1"; coi residui eguali e di segno contra-
rio. Se li calcoliamo osservando « che il residuo di una

funzione che in un punto diventa infiaita del primo ordine
è eguale al valore in quel punto dell’ inversa della deri-

vata dell’ inversa della funzione stessa » si trova per essi
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- essendo positivo quello relativo al polo i t,

negativo F altro .

Applicando dunque la nota formola di Hermite si po-
trà esprimere cos 0 mediante le funzioni di seconda

specie, ed avremo denotando con C una costante:

facendo u--0 si trova immediatamente per C :

quindi :

espressione eguale a quella della velocità angolare di
rotazione della projezione sul piano invariabile di uno

degli assi principali nel moto di un corpo non soggetto
a forze, o meglio in un moto di Poinsot che sarebbe de-

finito dalle quattro costanti a, (*).
Siccome abbiamo posto al §. 3. caso [«1’ , ( i calcoli

che seguono subiscono leggera modificazione sulla costan-
te v, per il caso [«]" ):

C) ( Cnf. il teorema di Jacobi, riportato nelle « Gesammelte Werke »
vol. 2.B pag. 439 ). 
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cos  ricordando la espressione di si ricava :

dalle quali emerge :

Introducenoo questi valori di a, ed a. nell’ espres-
sione di cos 0 si può eliminarne queste due quantità e
trovare dopo alcune riduzion i :

dalle quali si passa facilmente alle funzioni Jacobiane

adoperando le formole: 
’
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Ricaviamo pertanto:

e siccome da questa si deducono le altre due:

" 

cosi ricaviamo ancora:

dove per brevità si è posto :

§. 5. Per la relazione che lega p, all’ angolo cui
F avevamo sostituito si ha :

considerando adesso in luogo di cp e ~ gli angoli
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ad essi legati dalle relazioni :

nello quali è

av re mo :

e si riconosce facilmente che ’ e -p’ soiio, al pari di 0,
delle funzioni periodiche del tempo che riprendono gli
stessi valori dopo il 1 tempo

La rotazione del corpo P si può quindi considerare

come composta di tre movimenti periorlici; cioè due rota-

zioni uniformi progressive ’attorno »ll’ asse di simmetria

di esso, 1 ed all’ asse fisso delle z, ed una rotazione oscil-

latoria degli assi principali di P attorno ai tre fissi w y z.

Per trovare la vera posizione che prenderà il corpo al

tempo dovremo immaginare un triplice spostamento:
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1°) dopo aver sostituit  i valori di 0 , ~‘ corri-

spondenti a questo tempo t ( cui può aggiungersi un

multiplo qualunque positivo o negativo di C) nelle espres-
sioni :

si determinerà la posizione corrispondente del corpo me-
diante le formole :

2°) si farà girare il corpo attorno all’ asse z di un

angolo eguale a w u -t- t¥o (o di un angolo che ne d ife-

risca per un multiplo di 2x).

3°) si farà girare il corpo attorno al suo asse di sim-

metria di un angolo eguale a o di un angolo che
ne differisca per un multiplo di 2x.

A completare la soluzione del problema aggiungeremo
le espressioni degli otto coseni cartesiani yg per le

funzioni jacobiane degli stessi argomenti u-~- i~c , u -~- 2~~ , 9
2 , che compariscono iii

cos 0 , ossia in 7; espressioni sviluppabili in serie con-

vergentissime equindi atte al calcolo numerico.

§. 6.0 Dalle (17) si ricava:



. 185 -

e quindi :

Dalle due relazioni precedenti si traggono i seguenti
valori per i quattro coseni C~3 , {~ , li :

I valori dei rimanenti quattro (32
si calcolano facilmente partendo dalle formole seguenti
che son dedotte da quelle che legano i coseni stessi agli
angoli t7 ~ ~~ , ~.~I~ :
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avendosi infatti :

basterà sostituire nelle (19) questi valori e qljelli di

1"+ cos 0 che abbiario già trovato, per ottenere:

§ Secondo caso.
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Supposto che ~ equazione F (w) 0 abbia due radici
reali a! ed a, e due complesse a.-~-i ~u , ).--i ~t; che sia:

a, L  0 , sostituiamo alle costanti a~ , a, ,
colle relazioni:

viamo poi che da esse resulta:

e che per conseguenza ponendo :

siamo certi che K’ è positivo e C 1 .
.Alla prima delle (3) si può pertanto dare la forma :

la quale dopo, aver posto anche in questo caso 


