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ATTRAZIONE NEWTONIANA DEI TUBI SOTTILI

E VORTICI FILIFORMI

di TULLIO LEVI - CIVITA (Roma).

In questa memoria ho redatto tre delle quattro conferenze che tenni nel

Marzo 1931 all’Università di Parigi, per benevola iniziativa del chiarissimo

Prof. H. VILLAT, direttore dell’ Institut pour la mécanique des fluides. Si tratta

in sostanza di risultati miei (1) e del DA Rlos (’), già pubblicati da tempo, i

quali concernono il potenziale newtoniano e l’attrazione di tubi molto sottili,
nonchè 1’ applicazione che se ne può fare alle vicende (cambiamenti di posto e
di forma) di un filetto vorticoso di forma qualunque in seno ad un liquido inde-
finito, animato (esternamente al filetto) da moto irrotazionale. Tale applicazione
era stata, per cos  dire, antecipata dal DA R~OS, nella sua tesi di laurea del 1906,
generalizzando un procedimento non rigoroso, di cui si erano valsi con intuito

sicuro HELMHOLTZ e LORD KELVIN per i filetti rettilinei o circolari: sole forme

studiate prima del DA R~os. Egli stesso perfezionò poi la sua ricerca, valendosi
delle espressioni asintotiche, da me conseguite nel frattempo per l’attrazione

newtoniana di un tubo sottile, nei punti interni.
Nel preparare ~ esposizione orale di tale materia mi venne fatto di darle un

assetto più sistematico, semplificando qualche dimostrazione, completando da un
lato e dall’ altro rendendo più agili e perspicui i singoli passaggi. Ho poi impo-
stato anche lo studio delle piccole vibrazioni di un filetto vorticoso attorno ad

una configurazione stazionaria, sviluppando in modo esauriente quanto attiene

alla forma circolare, con che se ne accerta la stabilità e si assegnano tutti i

possibili periodi.
Con tali migliorie ed aggiunte giustifico la presente pubblicazione. Essa è

divisa in sei capitoli, sul cui contenuto dà sufficiente ragguaglio 1’ indice parti-
colareggiato che segue.

(i) Cfr. principalmente Sulla gravitazione di un tubo sottile con applicazione all’anello
di Saturno, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, T. XXXIII, 1912, pp. 354-374. Sono ivi citate
precedenti note dei Rend. della R. Acc. dei Lincei, dove la questione era stata analizzata in
modo diverso, un po’ più penetrante, ma certo molto più faticoso.

(2) Sul moto di un filetto vorticoso di forma qualunque, Rend. del Circolo Mat. di

Palermo, T. XXII, 1906, pp. 117-135 e T. XXIX, 1910, pp. 354-368.
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CAPITOLO I.

Richiami concernenti ~ espressione asintotica
dei potenziali di linea.

1. - Potenziale newtoniano di un segmento omogeneo. Sua espressione asin-
totica in prossimità di un estremo.

Sia OH un segmento di lunghezza 1 e di densità (lineare) costante vo. Sia Q,
di ascissa x (rispetto all’ origine O), un punto generico del segmento. Il poten-
ziale newtoniano U dell’ attrazione esercitata da OH sopra un punto qualsi-
voglia M, esterno al segmento, è, per definizione,

ri designando la distanza QM.
Introduciamo ancora la distanza e di M da O e 1’ angolo ~VIOH= y~1 che il

raggio vettore OM forma col segmento OH. 
’

Avremo ovviamente

quindi, eseguendo nella (1) 1’ integrazione rispetto ad x, e aggiungendo e togliendo
la costante vo log 1,

dove per brevità abbiamo posto

del quale F ci basta ritenere 1’ ovvia circostanza che (considerato come funzione
di M) resta finito e continuo, anche se il punto potenziato M, esterno per
ipotesi al segmento potenziante OH, si avvicina indefinitamente ad 0.

. 

Specifichiamo tale avvicinamento, supponendo che M tenda ad O in modo
qualunque, ma non longitudinale rispetto al segmento potenziante OH, con la
quale limitazione intendiamo che l’inclinazione di OM sulla retta potenziante
(pur potendo variare, al tendere di M ad O) non scenda mai al disotto di una
certa inclinazione minima 1~Jo (fissa, ma comunque piccola). Ciò è quanto dire
che 1’angolo ~1=~VIOH deve restare compreso fra yo e 7l-’~’o. Per conseguenza

non va mai al disotto di 2sin-~o. Poichè d’ altra parte esso non supera 2, il
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suo logaritmo (naturale) rimane certo finito. Si può quindi scrivere

dove

si conserva, al pari di F, finita e continua, anche al tendere, non longitudinal-
mente, cioè sotto la limitazione testè indicata, di M ad 0.

Il primo addendo )’0 log~, che cresce indefinitamente quando e converge a
zero, costituisce l’espressione asintotica del potenziale U, altorché .111 tende

ad 0 in modo qualunque, ma non longitudinale.
La ragione dell’ appellativo asintotica è manifesta. Basta ricavare dalla (3)

tenendo presente che F1 resta finita, per desumerne che il rapporto Ujvo log l
i 

e

converge all’ unità. Quindi, sostituendo vo log E l ad U, si commette un errore cela-
tivo tanto più piccolo, quanto più J.11 è prossimo ad O.

2. - Disuguaglianza ausiliaria.
Premettiamo un’ osservazione, di cui ci gioveremo tra un momento.
Consideriamo il trinomio

dove 1’ angolo si suppone compreso fra due limiti positivi cpo e ~ - g~a, per
modo che

e si ritiene p positivo, il che è sempre conciliabile

con (4).
Cerchiamo il minimo di p, al variare di ~ fra - 00

e +00. Sarà comodo ricorrere alla seguente rappre-
sentazione geometrica. Sia (fig. 1) OJ un segmento
unitario, d una retta indefinita, spiccata da 0, che
forma con OJ gli angoli (supplementari) g e :7T2013~;
infine E un punto qualsivoglia di d, distante ~ da O.
Il quadrato della distanza J~ _~ è dato dalla (4),
valendo il segno - quando sta (come in figura)
dalla banda dell’ angolo acuto, il segno + nel caso

opposto. Comunque, la minima distanza JE, al va-
riare die su d, e quindi di ~ fra - 00 e + 00, è fornita dalla perpendico-
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lare JP abbassata da J su d, cioè da sin 99. Siccome si suppone sin p &#x3E; sin ~?o,
si può ritenere

3. - Espressiflne asintotica di un potenziale di linea rispetto ad un suo
estremo O.

Sia C un arco di curva che supporremo dotata di tangente, variabile con

continuità, nonchè di curvatura finita, e sede di una massa potenziante, distri-

buita con densità (lineare) v. Per semplificare quanto possibile le nostre consi-

derazioni, riterremo v, non solo continua, ma anche derivabile, avvertendo del
resto che questa ed altre premesse potrebbero essere meno restrittive.

Il potenziale newtoniano V della distribuzione suddetta in un punto esterno M
sarà

dove ds è 1’ elemento d’ arco della C, circostante al generico punto potenziante P ed

Siano ancora (fig. 2) O un estremo
di C, Ox la tangente in O, rivolta
dalla banda di C, Q la proiezione
di P su Ox,

Anche qui dobbiamo cercare una

espressione asintotica di V, quando 1Vl converge ad O non longitudin~lmente,
con che vogliamo dire che l’angolo 1jJ=MOx verifica una duplice disugualianza
del tipo - -

essendo ’~’o acuto e fisso, o, più comprensivamente,

o anche che OIVl resta fuori del cono rotondo r, avente per asse Ox e per

generatrici le rette (indefinite) inclinate di yo su Ox.

Per l’ipotesi che la tangente a C vari con continuità, si può scegliere un
punto A della curva abbastanza vicino ad O, perchè, in tutto 1’ arco Ciò
sia ogni tangente (orientata verso A) che ogni corda OP formi con Ox angoli
non superiori ad un limite yi che si può prefissare comunque piccolo.

Scegliamo ’~Pi  ’ljJo, e poniamo
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Tutte le corde OP di Ci stanno cos  entro I-’, anzi entro un più sottile cono

coassiale di apertura ’~Ji’ Perciò OM forma con una qualsiasi corda OP un
angolo minimo non inferiore a ’~Jo - ’~Ji = C{Jo. Potremo quindi ritenere, sul-

1’ arco Ci ===(52,

nonchè, in base alla (8) e all’aver assunto go minore di yo,

Ciò premesso, immaginiamo 1’ arco potenziante C scisso nella parte Ci pros-
sima ad 0, e nella porzione complementare C*. Siano

e v* i rispettivi potenziali. Sarà, per la (7),

V* restando finito e continuo quando si faccia tendere l~T ad O. Perciò la ricerca

dell’ espressione asintotica di V è ricondotta a quella di Vi.
Sia e, come già al n.° 1, Avremo

seguitando a valere la
iw ’B

Ove si designi con a= dx/ds il coseno dell’ angolo che la tangente a Ci in Ps 
..-..

forma con Ox, e con 1 la lunghezza della proiezione OL di OA sopra Ox, la (10),
assumendovi ~ ascissa x come variabile di integrazione, diviene

Ci proponiamo di far vedere che 1’ espressione asintotica di V, non differisce
da quella trovata per U al n.° 1, le quante volte si intenda ora per vo il valore

di v in O.

Ove s designi 1’ arco di Ci contato a partire da 0, la funzione

dell’ argomento s risulta, in base alle ipotesi specificate in principio di questo
numero, finita e continua non solo per 8&#x3E; O, ma anche per s - 0. Infatti, in

corrispondenza ad s=0, per essere a=1, essa si presenterebbe sotto forma inde-
terminata, ma, sempre in virtù delle nostre premesse, è applicabile la regola del-
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1’ Hóspital, e cos  si riconosce che la funzione resta continua ed ha, per s=0,
il valore

A noi basta la circostanza che è funzione finita e continua di s in
B"" /

tutto l’intervallo 01-1 l. Per fare apparire tale funzione, riprendiamo la espres-
sione (1) di U e scriviamo la (10’) sotto la forma

È facile verificare che, in entrambi gli integrali, le funzioni sotto il segno dipen-
dono da s in modo finito e continuo, entro tutto l’intervallo O!2013!/, anche se il

punto potenziato M tende (non longitudinalmente) ad O.
Occupiamoci intanto del primo integrando. Esso consta di tre fattori. Del

primo, che è funzione del solo argomento s, abbiamo accertato or ora che rimane

finito e continuo anche per s=0. Lo stesso vale per il rapporto -, fra un arco s
di Ci e la sua corda OP, il quale tende ad 1 però 8 -- 0. Quanto a r, che di-

e 
r

pende da s e da lVl, basta porre e=, per poter scrivere, in base alla (11),
e

Con ciò il lemma del numero precedente [diseguaglianza (6)] e la (9) ci assi-

curano che il rapporto e, funzione finita e continua di s nell’ intervallo 0|-| l,r 
i

per ógni M esterno, rimane finito, e più precisamente  .1 , anche quando Msin wo
tende (non longitudinalmente) ad O. Dunque il primo integrale rimane finito.

Per riconoscere che lo stesso segue del secondo, basterà osservare che

ricorrendo in pari tempo al triangolo OPQ della fig. 2. Il valore assoluto

della differenza r1-r dei due lati OQ e OP di tale triangolo non può superare
il terzo lato PQ, sicchè

Ma PQ, distanza di un punto P dell’ arco OA dalla tangente in O, è infinite-
simo di secondo ordine rispetto all’ arco s= OP, o, ciò che è lo stesso, rispetto
alla corda {2= OP, nonchè all’ ascissa tangenziale x =: OQ. Ne viene che il rapporto
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si può considerare come funzione del solo argomento s, finita e continua in tutto
1’ intervallo O!2013~ compreso 1’ estremo inferiore s=0. Avendosi poi

basta ricordare la limitazione

trovata pocanzi per il rapporto e e notare che, nello stesso modo, attesa la (2)r2 i

e la (8’), si ricava altres

per inferirne che la differenza - - -, finita e continua rispetto ad s in tutto 
r r,

per ogni M esterno a C,, rimane finita anche se M- 0, non longitudinalmente.
Perciò il secondo membro della (12) rimane finito, con che la espressione

asintotica di Vi si identifica con quella di U, quindi (n. 1) vo log j .
e

Badando alla (7’) si conclude : Come espressione asintotica V(") del poten-
ziale V in un estremo 0 detl’ arco potenziante (in quanto lVl vi tenda non
longitudinalmente) si può assumere

essendo e= Olll, vo il valore della densità lineare in 0 ed L una lunghezza
costante che, per quanto precede, è vincolata soltanto ad essere abbastanza
piccola in dipendenza dall’ andamento locale della linea C in 0. Il carat-

tere asintotico della (13) si esplica al convergere di E verso zero ; praticamente
si potrà sostituire a T~ ogniqualvolta sia abbastanza piccolo il rapporto ~.

4. - Espressione asintotica rispetto ad un punto interno.
Se O è un punto (ordinario od anche angoloso) interno ad un arco poten-

ziante C, penseremo C suddiviso in tre parti : due, convenientemente circoscritte,
Ci e C2, aventi un estremo in O e da bande opposte rispetto a questo punto,
e la parte residua C*.

Il potenziale della C* (la quale sta tutta a distanza finita da O) resta incon-
dizionatamente finito, anche al convergere di M ad O ; i potenziali provenienti
da Ci e da O2 hanno entrambi per espressione asintotica vo log (ammessa la
continuità di v sia a destra che a sinistra di O).

Ne consegue che il potenziale V di una curva C ha, rispetto ad un
generico suo punto interno 0 (eventualmente anche angoloso, ma, comunque,
con determinazione unica vo della densità), l’espressione asintotica (doppia
della (13) che si riferisce ad un estremo)
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CAPITOLO II.

Attrazione newtoniana di un tubo sottile in punti interni
o molto prossimi al tubo.

1. - Decomposizione longitudinale. Espressione asintotica del potenziale new-
toniano per un punto interno.

Sia (fig. 3) ~ un tubo (o pezzo di tubo) occupato da materia distribuita con
densità C una qualsiasi linea interna che ne segua l’ andamento gene-
rale e che noi chiameremo direttrice. ,

Ci converrà dapprima ricorrere ad una suddivi-

sione longitudinale del campo 9, ottenuta come segue:
Sia P un punto della direttrice C, comunque prefis-
sato, ma non coincidente (se la C è aperta) con uno
degli estremi. Indichiamo con i la sezione del tubo,
praticata col piano normale a C in P; con Q un altro
punto qualsivoglia di 7:; e con un elemento della

sezione ad esso circostante.

Da ogni Q si può (evidentemente in infiniti modi)
far partire una linea x, interna al tubo, coincidente
in particolare con C quando il punto Q si identifica

con P, e avente in generale andamento analogo alla C,
in modo da esaurire 1’ intero tubo, in modo cioè che
per ogni punto X interno ad esso passi una e una sola
di queste X.

Immaginiamo ancora di introdurre un riferimento
cartesiano avente per piano ~==0 quello della sezione piana 7:. 

~=0 le coordinate del punto generico Q della 7:; ed s 1’ arco della x, passante
per Q, contato, a partire da Q, positivamente nello stesso senso scelto per la

direttrice C.

Manifestamente, un punto qualunque X interno al tubo rimane individuato

dalle coordinate 03BE, ~ della intersezione Q, con z, della X, che passa per X e

dalla sua ascissa curvilinea s sulla stessa x. Un elemento di volume d~ ad esso
circostante avrà l’ espressione

essendo D il determinante funzionale
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che non occorre esplicitare. A noi basterà ritenere che D è funzione finita e

continua in tutto il tubo, la quale si riduce all’ unità nel punto P della sezione 7:,
.. 

c.... t L 
. 

d. 
~03B6 

1in cui C è ortogonale a z e quindi  =1.
Tutto ciò premesso, consideriamo, per un qualsivoglia punto potenziato Q’,

il potenziale newtoniano C7*Q, del tubo $F di densità o. Rappresentando con X il

generico punto potenziante e con r la distanza XQ’, sarà per definizione

e gioverà procedere all’integrazione mediante scissione del campo 9 in filetti

elementari : ognuno di questi si penserà costituito dalle linee X spiccate dai sin-

goli punti di un elemento d03C4Q della sezione í. Poi si sommeranno i contributi

dei vari filetti.

Attesa la (1), si potrà scrivere in conformità

L’ integrale interno, che designeremo brevemente con

si presenta come il potenziale newtoniano della linea X, su cui si trovi distri-

buita materia potenziante di densità lineare v=Dg. Fisseremo l’attenzione sui
punti potenziati Q’ appartenenti a z, supponendo in particolare che si tratti di

un tubo sottile, tale cioè che sia piccola (nel senso che ora specificheremo) la

massima dimensione E della sezione 7:, e con essa ogni distanza 
Ricordiamo ora dal capitolo precedente che quella tale lunghezza costante 1,

la quale interviene nella espressione asintotica del potenziale di una linea, è

vincolata soltanto ad essere abbastanza piccola in relazione all’ andamento locale,
cioè in sostanza al raggio di curvatura della linea stessa nel punto di avvici-
namento asintotico. Scelta 1 in modo che convenga alla direttrice C, si può
tranquillamente ammettere, attesa la definizione delle x, che la stessa 1 serva

altres  per tutte le X, rispetto alle loro intersezioni Q con z.

Con tale intesa circa la costante (di omogeneità) l, sappiamo che si può
assumere, e noi riterremo assunto, un e abbastanza piccolo, perchè sia trascu-
rabile l’errore che si commette sostituendo a ciascun YQ- la sua espressione
asintotica

dove DQ, oQ, ecc. rappresentano manifestamente i valori in Q di funzioni del

punto X del tubo.
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Si trae quindi dalla (2’), come espressione asintotica di UQ,,

Ora DO è funzione continua dei punti Q di t, e dotata di derivate pure con-

tinue, rispetto alle coordinate cartesiane $, q di Q. Nel punto P della C, dal

quale appunto si condusse la sezione normale z, si ha, come osservammo già,
D=1. Perciò si può ritenere, attesa la derivabilità di D e di e,

dove la funzione f resta finita comunque vari Q entro t.

D’ altra parte, se è

il valore medio della densità nella sezione considerata, valore che è assunto dalla
funzione continua QQ in un qualche punto Po della sezione, si ha, con sviluppo
analogo a quello testè usufruito per QD,

dove fi è una quantità finita, che non dipende da Q.
Introduciamo una costante positiva H non inferiore ad ~ i fi 1, nè al massimo

di f) 1 al variare di Q entro e.

Si noti che una tale H può ritenersi indipendente dalla massima dimen-

sione e di z, purchè soltanto e sia abbastanza piccolo. Infatti f ed f, rimangono
caratterizzate dalla natura delle funzioni D e O in un certo campo e da una

terna di punti P, Q, Po del campo, natura, campo e terna che possono pensarsi
assegnati (quest’ ultima in tutti i modi possibili) indipendentemente dallo spes-
sore del tubo, e quindi da e. In relazione a un dato campo, si può ricavare una
determinazione per la costante positiva H, la quale vale poi per ogni e abba-
stanza piccolo.

Ciò posto, dalle (4) e (6) si ha ovviamente la disuguaglianza

Se quindi si pone

e si scrive la (2’) sotto la forma

si ha manifestamente
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L’importante si è che, nella (2~), il secondo addendo R si può trascurare di
fronte al primo. Infatti, per la (7), il rapporto non può superare, in valore assoluto,

che è, come si vede, infinitesimo assieme alla massima dimensione trasversale

del tubo.

È cos  giustificato di adottare

quale espressione asintotica del potenziale newtoniano di un tubo sot-

tile S, valida in ogni punto potenziato Q’ interno al tubo (o anche suffi-
cientemente vicino al tubo stesso) : z rappresenta la sezione del tubo, normale
alla direttrice C, passante per Q’ (avendo chiamato P l’intersezione di z con C), e

03C4

il valore medio della densità.

2. - Autopotenziale ~2. Decomposizione trasversale del tubo. Espressione
asintotica di f2.

È ben noto (e del resto immediatamente verificabile, passando al limite dal
caso di un numero discreto di masse potenzianti) che, se ~ è un campo poten-
ziante di densità o, UQ, il suo potenziale in un generico punto interno Q’, la

quantità

(costante che dipende funzionalmente dal capo 9) si chiama autopotenziale,
e rappresenta, purchè la si prenda col segno -, l’ energia di cui si trova pri-
vato 9 per effetto della mutua attrazione delle particelle, ossia il lavoro com-

plessivo che bisognerebbe spendere per sottrarre le particelle stesse alla propria
gravitazione (cioè per portarle tutte alI’ 00).

Vogliamo procurarci una espressione asintotica D«") di Q, valida per tubi

molto sottili, nel senso che la differenza Q - Q(a) riesca infinitesima rispetto alla
massima dimensione trasversale e del tubo. Naturalmente in tale ricerca si trarrà

essenziale partito dall’ espressione asintotica testè trovata per la funzione inte-

granda UQ,. Giova però procedere all’integrazione, immaginando decomposto il

capo 9 in fette, anzichè in filetti. Più precisamente, fissato un punto generico P
della direttrice C, e la sezione z del tubo, normale a C in P, si considererà la

fetta elementare cp di volume -cds, compresa fra T e l’ analoga sezione normale
a C nel punto che dista ds da P.


