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SU UN TEOREMA RELATIVO ALLE SERIE DI FOURIER

di LEoNIDA TONELLI (Pisa).

1. - La presente breve Nota ha uno scopo puramente didattico e si riferisce
alla dimostrazione del classico teorema di DIRICHLET-JORDAN nella teoria delle
serie di FOURIER delle funzioni di una sola variabile.

Tale teorema, nella sua forma generale, si enuncia nel seguente modo:

Se f(z) é una funzione data e integrabile (nel senso del Lebesgue) sul-
Uintervallo (0, 27) e se il punto z, interno a questo intervallo (1) é pure
tnterno ad un intervallo parziale in cui la f(z) risulta a variazione limi-
tata, in z, la serie di Fourier della f(z) converge verso il valore

f(@y+ 0) + F(zy —0)
3 .

La dimostrazione che di questo teorema vien data nei Trattati si discosta
notevolmente da quella esposta da DIRICHLET per la forma particolare della
proposizione da Lui considerata, e si appoggia sul secondo teorema della
media, introdotto nell’Analisi da OSSIAN BONNET, nel 1850. Il suo sviluppo &
sostanzialmente semplice; e questa semplicitd & dovuta al fatto che ogni funzione
a variazione limitata pud essere considerata come la differenza di due funzioni
non decrescenti.

Nel Corso sulle serie di FOURIER da me tenuto nel corrente anno accade-
mico all’ Universita di Pisa, avendo voluto dimostrare il teorema di DIRICHLET-
JORDAN senza il sussidio del secondo teorema della media, sono stato condotto
ad osservare che la dimostrazione di cui sopra abbiamo detto pud, senza alte-
razione del procedimento seguito e della sua semplicita, esser lievemente
modificata in modo da renderla indipendente dall’indicato teorema della media :
il che contribuisce a dare alla dimostrazione un carattere pili elementare. La
modificazione sta tutta nell'esprimere una funzione a variazione limitata come
differenza di due funzioni non crescent: invece che come differenza di due fun-
zioni non decrescenti. EE quanto fard vedere nelle righe seguenti.

(Y) Tralascio la considerazione ovvia relativa agli estremi di (0, 2x).
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2. - Come & noto, per dimostrare che la serie di FOURIER della f(z) converge,
nel punto z,, verso il valore

f(zy+ 0) + F(z,—0)
9 ’

che, nel seguito, indicherd con @,, basta provare che, preso ad arbitrio un nu-
mero ¢>0, si possono sempre determinare un ¢>0 e non maggiore di n:2,
ed un M>0, in modo che, per ogni numero intero dispari me, maggiore di M, sia

14
sen mz

[ o =2 dz| <,
0

@(2) =20+ 22) + Azy—22) — 2D, .

Sia ¢>0 e tale che tutto V'intervallo (z,—20, z,+ 20) appartenga a (0, 27)
ed in esso la f(z) risulti a variazione limitata. In tutto (z,— 20, 2, + 20) potremo

serivere
f(z) =1i(2) —F2(2),

con f,(z) e fy(z) funzioni non ecrescenti. Posto

@1(2) =§F1(2o + 22) — Fo(20 — 22)} — § Fi(z0 + 0) — Fo(20 — 0) },
@2(2) =$ £o(@o +22) — £1(20— 22)} — § £o(@o + 0) — Fu (20— O)},

avremo, per 0<z<o,
P(2) =@1(2) — @2(2),

con @;(2) e @2(2) funzioni non crescenti e <0. Detto ¢, il maggiore dei nu-
meri | @i(0)| e |p2(0)], e posto

@1(2) = 1(2) + @0, @2(2) = 2(2) + s,
le @4(2) e @:(2) risultano non crescenti, non negative e <g,, per 0 <z<g, con
P(2) = @1(2) — 2(2)-

Sempre per 0<z<g, il rapporto @,(2):z risulta non crescente e non nega-
tivo. Si ha percid, per ogni intero positivo dispari m, tale che n:m <g,

[ mim
0<([7:() " de< [ (2)
0 0

sen mz

dz

z

mim Tim
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0 0
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Analogamente per @,(z); e pertanto
l/(p(z) R 4y | < 2,
0

Ora, siccome & @, (+ 0)=q@z(+0)=0, & pure ,—~0 per ¢-—+0; scelto percid

ad arbitrio un >0, per o preso come si & gid detto e in modo che sia anche
@, < ¢&:2mn, risulta, per tutti gli m interi positivi dispari, sufficientemente grandi,

qu(z)@zi’dz <e,
[

come appunto volevasi provare.
Questa dimostrazione costituisce, in un certo senso, un ritorno a quella di
DIRICHLET.
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