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L’ESTREMO ASSOLUTO DEGLI INTEGRALI DOPPI

DIPENDENTI DALLE DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE

di SILVIO CINQUINI (Pavia).

Lo studio degli integrali doppi del Calcolo delle Variazioni in forma ordinaria

ha formato oggetto, in questi ultimi anni, di numerose ricerche che traggono la
loro origine da due fondamentali Memorie di L. TONELLI. Tale Autore, introdotto
un nuovo concetto di funzione di due variabili assolutamente continua, ha sta-
bilito condizioni sufficienti per la semicontinuità degli integrali ID[z] (s), e teo-

remi di esistenza dell’estremo dell’ integrale ID[z] (2).
Peraltro non è stato ancora considerato il caso in cui la funzione F dipenda

dalle derivate della z(x, y) di ordine superiore al primo. A tale argomento è
dedicata la presente Memoria, nella quale, per semplicità, supponiamo che 1’or-
dine massimo delle derivate da cui dipende, in modo effettivo, la funzione inte-
granda sia il secondo : soggiungiamo però che i procedimenti che sviluppiamo
e i risultati raggiunti si estendono immediatamente al caso in cui la funzione F

dipenda dagli elementi differenziali di ordine superiore al secondo.
Occorre innanzi tutto impostare il problema in questione in modo da poter

ottenere, mediante l’estensione del metodo diretto del TONELLI, di cui è ben cono-
sciuta la straordinaria efficacia, i risultati più ampi.

È noto che una funzione di due variabili z(x, y) assolutamente continua (nel
senso del TONELLI) non gode sempre della doppia assoluta continuità (vale a
dire non è assolutamente continua nel senso di VITALI). Sussiste peraltro la

seguente proprietà che, per la prima volta, viene usufruita nel presente lavoro :
una funzione z(x, y) la quale sia assolutamente continua insieme con le sue deri-
vate parziali del primo ordine è anche doppiamente assolutamente continua.

(i) L. TONELLI: Sur la semi-continuité des intégrales doubles du Calcul des Variations.

(Acta Mathematica, T. 53 (1929), pp. 325-346).
(2) L. TONELLI : L’estremo assoluto degli integrali doppi. (Annali R. Scuola Normale

Superiore di Pisa, Vol. II (193:i), pp. 89-130).
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Questo fatto, che contribuisce a porre in rilievo l’importanza del concetto
mirabilmente introdotto dal TONELLI, permette di impostare il nostro problema
variazionale nelle condizioni più generali e in forma semplicissima.

Noi consideriamo la classe C2) delle funzioni z=z(x, y), tali che z(x, y) sia,
nel campo aperto e limitato D, assolutamente continua insieme con le proprie
derivate parziali del primo ordine p(x, y), q(x, y), ed esista finito l’integrale
(nel senso del LEBESGUE)

d2z d2z
ove r(x, y) = ò2Z t(x, y) = esistono finite quasi-dappertutto in D, mentre si

òx2 ay 
ò2z ò2Z

è indicato con s(x, y) il comune valore delle az , a2 , le quali, quasi-dapper-
tutto in D, esistono finite e coincidono, 

z y 

Chiameremo problema del secondo ordine il problema variazionale relativo

all’integrale mentre, per brevità, designeremo con problema del primo
ordine quello per l’integrale ID[z].

Impostato in tal modo il nostro problema variazionale, vogliamo rilevare,
prima di entrare in argomento, che nella redazione del presente lavoro si è

presentata, per le funzioni assolutamente continue, anche la questione inversa
di quella sopra citata, ossia : una funzione z(x, y) che goda della doppia asso-
luta continuità e le cui derivate parziali del primo ordine y), q(x, y) siano
assolutamente continue, è assolutamente continua ? Quando il campo aperto e
limitato D, in cui è definita la funzione z(x, y), è affatto generale, la proprietà
in questione può anche mancare (cfr. l’Osservazione del n. 11), perchè le y),
q(x, y) possono non essere superficialmente integrabili in tutto il campo D; per-
altro tale proprietà è sempre verificata per quei tipi di campi che si considerano

più frequentemente (cfr. l’Osservazione del n. 14).
Nella presente Memoria diamo inizialmente una condizione sufficiente per la

semicontinuità dell’ integrale della quale ci gioviamo per stabilire teoremi
di esistenza dell’estremo per l’integrale stesso.

Alcune delle nostre proposizioni, per quanto si presentino, a prima vista, come
semplici estensioni di quelle già note per gli integrali ID[z], sono particolarmente
interessanti per il fatto che le loro condizioni di validità sono leggermente più
restrittive delle analoghe per il problema del primo ordine. Ciò dipende dalla
natura più complicata del problema in questione, come abbiamo cercato di porre
in rilievo con qualche esempio, e non già dalle nostre dimostrazioni, le quali,
come è ben naturale, talvolta debbono presentare delle analogie con quelle che
si sviluppano per il problema del primo ordine.

Altri nostri teoremi arrecano qualche nuovo contributo anche allo studio degli
integrali ID [z], come accenniamo talvolta in nota a piè di pagina: ciò dipende
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sia dall’aver usato, con un opportuno accorgimento, la disuguaglianza di JENSEN
(non ancora sfruttata nelle ricerche dedicate alle condizioni sufficienti per la semi-
continuità e all’esistenza dell’estremo per il problema del primo ordine (2’)), in
luogo di quella di SCHWARZ-H,5LDER, sia da altre considerazioni che il lettore

rileverà direttamente. 
’

La Memoria termina con alcuni teoremi di esistenza dell’estremo valevoli nel

caso in cui il campo aperto D non sia limitato. 

§ 1. - Generalità.

1. - Funzione assolutamente continua insieme con le proprie derivate par-
ziali del primo ordine.

Se z(x, y) é una funzione definita nel campo aperto e limitato D (3),
la quale sia assolutamente continua insieme con le proprie derivate par-
ziali del primo ordine p(x, y), q(x, y), essa risulta in D doppiamente
assolutamente continua, e quindi quasi-dappertutto in D vale l’ugua-

gLianza 
()p(x, y) = ()q(x, y)

" òy òx 
’

La dimostrazione è immediata. Considerato un qualunque gruppo di rettan-

goli, non sovrapponentisi e a lati paralleli agli assi coordinati R; i [ai  x  ai + hi,
(i =1, 2,...., j ) ognuno dei quali sia tutto costituito di punti di D,

e posto

abbiamo evidentemente

(2’) Non sappiamo se i lavori annunciati da C. B. MORREY [Existenee and differentiability
theorems for the solutions of variational problems for multiple integrals (Bull. of the American
Math. Society, Vol. 46 (1940), pp. 439-458); vedi bibliografia, p. 457] siano già pubblicati.
In ogni caso tale A., che si occupa esclusivamente del problema del primo ordine, imposta
tale problema considerando altre classi di funzioni z(x, y), (vedi luogo cit., n. 3 e 13).

(3) Per le definizioni di campo aperto e limitato e di funzione assolutamente continua
rinviamo al luogo cit. in (1), n.i 1 e 2, facendo presente che in tutto il presente lavoro
l’assoluta continuità va intesa sempre nel senso del TONELLI.

Vedi anche, L. TONELLI: Sulla quadratura delle superficie. Nota III. Rend. R. Acca-
demia dei Lincei, Vol. 111 (1926), p. 633 e segg.

Ricordiamo che con D si designa il campo chiuso corrispondente a D, cioè costituito
da tutti i punti di D e della sua frontiera.
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e quindi, tenendo presente che p(x, y) è assolutamente continua, risulta

Per la proprietà fondamentale dell’ integrale di LEBESGUE, preso 8&#x3E; O, è
possibile determinare un b &#x3E; 0 in modo che, se la somma delle aree degli Ri,

... 

’ 
ap ....

.Rz,...., Rj è minore di b, la somma § 11 / £ e quindi anche Sj risultino
i=l R. 

i Y
i=1 Ri= 

Ri
minori di e. Il nostro asserto è cos  provato.

2. - Le funzioni della classe C~2&#x3E; e l’ integrale 
a) Sia F(x, y, z, p, q, r, s, t) una funzione finita e continua, nel complesso

delle sue variabili, per ogni (x, y) del campo aperto e limitato D e per tutti i

valori finiti di z, p, q, r, .s, t, e supponiamo che per tali valori esistano finite

e continue le sue derivale parziali Fr, Fs, Ft.
Consideriamo la classe 0(2) delle funzioni z(x, y) assolutamente continue in D

insieme con le loro derivate parziali del primo ordine p(x, y), q(x, y) e per le
quali esiste finito l’integrale doppio (nel senso del LEBESGUE)

... ò2Z ò2Z ò2Z
ove è r= a22 , i == 2 in ogni punto (x, y) di D in cui esi-

ax ay òxòy ayax ° " (x,y)

stono finite le derivate indicate e vale l’uguaglianza delle derivate miste (cioè
quasi-dappertutto in D), mentre si conviene che, in ogni altro punto di D, sia
r = s = t = 0.

~) Introdotta la funzione ~ di WEIERSTRASS

diremo che F integrale è quasi-regolare positivo, se, per ogni (x, y) di D

e per tutti i valori finiti di z, p, q, ro, so , to , r, s, t è verificata la disuguaglianza

OSSERVAZIONE. - Ricordiamo che, come è ben noto, la definizione di inte-

grale quasi-regolare può darsi in modo indipendente dall’esistenza e continuità

delle derivate parziali F,, F, Ft. ~D~~z] dicesi quasi-regolare positivo, se per
ogni quintupla fissata ,v, y, z, p, q, con (x, y) appartenente a D, la funzione
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u = F(x, y, z, p, q, r, s, t) è, come funzione delle tre variabili r, s, t, convessa
secondo JENSEN, tale cioè che, per ogni coppia (ri, s., (r2, p 82 t2), sia

§ 2. - La semicontinuità dell’integrale 

3. - Definizione.

Diremo che l’integrale ¡J;)[z] è semicontinuo inferiormente quando, data una
qualunque funzione zo(x, y) della classe 0(2), in corrispondenza ad ogni numero
ê&#x3E; O, esiste un numero Q&#x3E;0 in modo che sia verificata la disuguaglianza

per tutte le funzioni z(x, y) della classe C~2&#x3E; che verificano, in ogni punto di D,
le tre disuguaglianze

4. - Lemma I.

Se O(u) è una funzione definita per u~&#x3E;0, continua, non negativa e
tale che, per u - + 00, sia ~(u) : u - + 00, è possibile determinare almeno
una funzione G(u), (0  u  + (0) continua, non negativa, non decrescente
e convessa secondo JENSEN, tale che, per u - + 00, sia G(u) : u - + 00, in
modo che risulti

La funzione G(u) può determinarsi, per esempio, nel seguente modo.
Indichiamo con ul il minimo numero, non inferiore all’unità, tale che per

ogni sarà « a fortiori », 
Consideriamo nel piano (u, v) la retta

Indichiamo con 2c2 il minimo numero, non inferiore a 2u1, tale che per ogni
risulti ~(u~ &#x3E; 2u ; sarà « a fortiori », per 

Consideriamo la retta
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Indicato con u3 il minimo numero, non inferiore a 3 u2 , tale che per ogni2

risulti «&#x3E;(u):&#x3E; 3u, proseguiamo a questo modo indicando con ur il minimo

numero, non inferiore a r ~ 1 Ur-i, tale che per ogni risulti 

sarà « a fortiori », per u &#x3E; u, , Consideriamo la retta

Definiamo ora una funzione v= G(u), (0Su + 00) ponendo

La funzione G(u) risulta continua, non negativa, non decrescente e convessa
secondo JENSEN, come è evidente per il fatto che la curva v= G(u) è composta
di segmenti rettilinei, ciascuno dei quali ha coefficiente angolare maggiore del
precedente.

. Inoltre è G(u) --«P(u). Infine, essendo u~ ~ 2u u 7 3 u .,., 
risulta 

’~

e quindi, per u  ~r+~ ~

onde per u-++oo.

OSSERVAZIONE. - Fissato comunque un numero 00 &#x3E; 0, è possibile deter-
minare un numero u,, &#x3E; 0, in modo che la funzione G(u), di cui all’enun-
ciato del presente numero, risulti crescente in tutto (0, + 00), la disugua-
glianza (2) sia verificata per e per si abbia

Basta, evidentemente, una lieve modifica nella costruzione della funzione G(u).

5. - Lemma II. (4).
Sia d un quadrato a lati paralleli agli assi x e y completamente in-

terno al campo aperto e limitato D e sia y) una funzione quasi-con-
tinua e limitata nel quadrato A. Sia H un numero positivo e sia O(u)
una t’unzione definita per u,&#x3E;-~ 0, continua, non negativa e tale che, per
u--.+oo, sia (u) : u -&#x3E; + oo. Allora in corrispondenza a ogni E &#x3E; 0 è pos-

(4) Questa proposizione fornisce una lieve generalizzazione del lemma stabilito dal TONELLI
al n. 7 del luogo cit. in (i). ,
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sibile determinare un Q&#x3E; 0 in modo che, per tutte le funzioni f(x, y) asso-
lutamente continue in D e che verificano in A le disuguaglianze

risulti

Infatti, in base a quanto abbiamo visto al n. 4, possiamo supporre senz’altro
che sia oltrechè continua e non negativa, crescente, convessa secondo JENSEN
e tale che, per u -~ + o~o, sia «&#x3E;(u) : u -- + c~o.

Ciò premesso, riprendiamo la dimostrazione del TONELLI e, indicato con M

il limite superiore del modulo di y) in J, approssimiamo la funzione y)
mediante una successione di polinomi IIn(x, y), (n ~ 1, 2,....) in modo che sia,
in tutto 4, IIn(x, y) e, quasi-dappertutto in A, IIn(x, y) -~ y~(x, y), per n - 00.

Tenuta presente la convenzione fatta all’inizio della presente dimostrazione,
indichiamo con la funzione inversa di v= 4Y(u), osser-
vando che rp(v) risulta non negativa, crescente, e tale inoltre che per v - + 00,
è ~(~):~-~0. Pertanto, preso E &#x3E; 0 ad arbitrio, possiamo determinare un 
in modo che per v &#x3E; v- risulti

Posto e tenuto presente che, per è 

L1

fissiamo un valore di n, che chiameremo n, in modo che risulti

Supposto osserviamo che per la disuguaglianza di JENSEN abbiamo

Siccome tp(v) è crescente ne segue
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ed anche, in virtù della (3) e tenendo presente la (3’),

Se poi è m,=0, quasi-dappertutto in 4 è y)-.I n(x, y) =-- 0 e quindi
risulta

e perciò la (4) ha luogo in ogni caso.
Basta poi ripetere il ragionamento del TONELLI per n=n tenendo conto

della (4).

6. - Un teorema di semicontinuità.

Si supponga che: 1) l’integrale 12)[z] sia quasi-regolare positivo ;
2) esista un numero fisso N in modo che si abbia per ogni (x, y) del
campo aperto e limitato D e per tutti i valori finiti di z, p, q, r, s, t

3) in corrispondenza ad ogni numero M&#x3E; 0 esista un numero e

una funzione O(u) definita per u &#x3E;-- 0, continua, non negativa e tale che
sia ~(u) : u - + 00, per u - + 00, in modo che, per ogni (x, y) di D e per
ogni sestup la z, p, q, r, s, t con j p 
sia verificata la disuguaglianza

Allora l’integrale è semicontinuo inferiormente (5).
Basta estendere una dimostrazione del TONELLI per gli integrali ID[z] (6).

Considerata una qualunque funzione zo(x, y) della classe C~2&#x3E; e un quadrato 4
interno a D e a lati paralleli agli assi coordinati tutto sta a dimostrare che in
corrispondenza ad ogni e &#x3E; 0 è possibile determinare un p&#x3E;0 in modo che si

abbia per tutte le funzioni z(x, y) della classe C(2) per le quali
sono verificate le disuguaglianze (1). A tal uopo basta limitarsi a considerare
quelle z(x, y) della classe C(2)@ per le quali è

Si prosegue in modo del tutto analogo al TONELLI, utilizzando il lemma del
numero precedente e tenendo presente quanto segue :

(5) Ai fini del presente lavoro non interessano altri teoremi di semicontinuità.
(6) Vedi L. TONELLI, luogo cit. in (1), n.’ 6 e 8.
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a) In base a quanto abbiamo visto al n. 4 possiamo senz’altro supporre
che 4Y(u) sia, oltrechè continua e non negativa, non decrescente, convessa secondo
JENSEN e tale che sia ~(~) : u -+ + 00, per 

b) Supposto  1, sia M un numero positivo tale che in ogni punto di d sia :

Tenuto presente quanto si è convenuto in a) risulta

e per le (5) e (6), tenuto conto della (7), ne segue, posto + 4 ( 4T(A) + ~ 

c) Fissato comunque un numero L &#x3E; 0 e determinato ù&#x3E;0 in modo che,
per ogni risulti -&#x3E;-Lu, abbiamo

e quindi

7. - Estensione della semicontinuità.

Si supponga che siano verificate le condizioni 1), 2) e 3) dell’enunciato
del numero precedente. Sia zo(x, y) una funzione assolutamente continua
insieme con le sue derivate parziali del primo ordine nel campo aperto
e limitato D e tale che la funzione

non sia integrabile in D.
Allora, preso ad arbitrio un numero Ho &#x3E; o, è possibile determinare

un p&#x3E; 0 in modo che, per ogni funzione z(x, y) della classe C(2) soddisfa-
cente in tutto D alle disuguaglianze (1), risulti &#x3E; Ho.

Basta estendere in modo evidente una dimostrazione del TONELLI per gli
integrali ID[z] (7), tenendo presenti le considerazioni del numero precedente e
quelle che si faranno al numero seguente.

(7) Vedi L. TONELLI, luogo cit. in (2), n. 15.
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~ 3. - Esistenza dell’ estremo.

8. - Lemma (8).
Sia {f(x, y)} un insieme di infinite funzioni assolutamente continue in

uno stesso campo aperto e limitato D, ed esistano un numero A &#x3E; 0 e una
funzione 4S(u) definita per continua, non negativa, e tale che sia

~(u) : u - + 00, per u - + 00, in modo che per tutte le funzioni dell’ in-
sieme sia soddisfatta la disuguaglianza

Allora tutte le funzioni di accumulazione dell’insieme {f(x, y)} in D,
risultano assolutamente continue in campo.

La dimostrazione è identica a quella del TONELLI, avendo l’avvertenza a

pag. 93 di ragionare nel seguente modo, invece di applicare la disuguaglianza
di SCHWARZ-HÓLDER.

Preso o &#x3E; 0 ad arbitrio e subordinato ad esso un ~&#x3E;0 in modo che per
risulti consideriamo un qualunque gruppo di rettangoli

Rs, .R2,...., R.1 non sovrapponentisi, appartenenti a qm, a lati paralleli agli assi
coordinati e di area complessiva minore di a: 2u. Sia f(x, y) una qualunque

j 
funzione dell’ insieme e si consideri la i dxdy Indicato con Ei

Ri
l’ insieme dei punti di Ri in cui q(x, y) esiste finita ed è | I q  u, e con C(Ei)
il complementare di Ei rispetto a Ri, tenendo conto della (8) abbiamo

D’altra parte risulta

e quindi

A pag. 95, in luogo di applicare la disuguaglianza di SCHWARZ-HÓLDER, si

ragionerà in modo analogo a quello ora indicato. 
’

(8) Questa proposizione generalizza il criterio dato dal TONELLI al n. 5 del luogo cit. in (2).
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9. - Definizioni (9).
a) Sia J un insieme di funzioni {f(x, y)} della classe C(2), definite nel

campo aperto e limitato D. Diremo che y) è una funzione di acc2cmula-
zione di ordine 2 in D per l’ insieme J, quando, preso ad arbitrio un numero
8&#x3E;0, esiste sempre almeno una funzione f(x, y) dell’insieme J, (distinta dalla
cp(x, y)), per la quale sono soddisfatte in tutto D le disuguaglianze

Diremo poi che una funzione rp(x, y), definita in D, è funzione di accumu-
lazione di ordine 2 nell’interno di D per l’ insieme J, quando, considerato
un qualsiasi insieme di punti E, chiuso e tutto costituito di punti di D, e preso
ad arbitrio un ê&#x3E; O, esiste sempre almeno una funzione y) dell’ insieme J,
(distinta dalla per la quale sono soddisfatte in tutto le disuguaglianze (9).

~) Un insieme J di funzioni della classe C~2~ costituisce una classe 
pleta di ordine 2 in D rispetto quando ogni sua funzione di accu-
mulazione di ordine 2 in D, se risulta della classe C~z&#x3E;, appartiene pure a J.

Un insieme J di funzioni della classe Û(2) costituisce una classe completa
di ordine 2 nell’ interno di D rispetto a quando ogni sua funzione
di accumulazione di ordine 2 nell’interno di D, se risulta della classe C~2~, ap-
partiene pure a J.

Per esempio : se la frontiera del campo costituita da una curva di

JORDAN chiusa, priva di punti multipli e dotata in ogni punto di tangente,
l’insieme di tutte le funzioni della classe 0(2), che sono continue insieme con
le loro derivate parziali del primo ordine in tutto il campo chiuso D costituito

da tutti i punti di D e da quelli della sua frontiera, e tali che esse e le loro
derivate normali assumano sulla frontiera di D rispettivamente gli stessi valori,
costituisce una classe completa di ordine 2 in D rispetto a 

10. - Teorema I.

Si supponga che : 1) sia un integrale quasi-regolare positivo ;
2) esistano due numeri ,u1 &#x3E; o, N e una funzione 4Y(u) definita per ~~0,
non negativa, continua e tale che sia ~(u) : u -~ + o~, per- 
modo che in ogni punto (x, y) di D e per tutti i valori finiti di z, p, q,

r, s, t risulti 
’

(9) Per queste definizioni cfr. L. TONELLI, luogo cit. in (~), n.i 16 e 17.
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Allora in ogni classe K, completa di ordine 2 D ri-

spetto a di funzioni z(x, y) appartenenti alla classe C(2), ugual-
mente limitate nell’ interno di D, e tali che le loro derivate parziali del
primo ordine siano ugualmente continue D, esiste il mi-
nimo assoluto di (10).

Infatti, osserviamo innanzi tutto che, in base a quanto abbiamo visto al n. 4,
possiamo senz’altro supporre che ~(~) sia, oltrechè continua e non negativa, non
decrescente, convessa secondo JENSEN, e tale che, per u--&#x3E; + oo, sia P(~) : u- + 00.

Sia Q un quadrato a lati paralleli agli assi x, y nel quale è contenuto il

campo D. Mediante parallele agli assi coordinati suddividiamo, in modo ben noto,
Q in 4n quadrati uguali, e indichiamo con Dn il campo (chiuso) costituito da

quelli fra i quadrati in cui abbiamo suddiviso Q, i cui punti appartengono
tutti a D.

Sia j + 1 il minimo intero positivo per il quale l’ insieme dei punti apparte-
nenti a non è vuoto.

Se K è una classe di funzioni z(x, y) soddisfacenti alle condizioni del nostro
enunciato, per la (10) il limite inferiore i di in K è finito.

Consideriamo una successione

estratta dalla classe considerata e minimizzante tale cioè che sia

Il campo chiuso (n&#x3E; 1) è composto di un numero finito di quadrati;
sia ój+n il minimo lato di tali quadrati e il massimo modulo delle funzioni

della successione (11) in In ognuno dei quadrati di cui è costituito D~+n
ci sono almeno due punti (distinti o no) (x ~~.n, nz, y’j+n,m), i 

nei quali risulta

e pertanto, in virtù delle ipotesi fatte, le derivate Pm(X, y), q.(X, y), (m =1, 2,....)
risultano, oltrechè ugualmente continue, anche ugualmente limitate in 

(i°) Dalla dimostrazione del presente teorema si deduce che esso può enunciarsi anche

per il problema del primo ordine, supponendo che la funzione F verifichi la disuguaglianza

Si ha cos  una generalizzazione di un recente teorema di L. AMERIO: Studi sugli integrali
doppi del Calcolo delle Variazioni. (Annali R. Scuola Normale Superiore di Pisa, Vol. X

(1941), pp. 57-89), n. 10.


