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CARATTERIZZAZIONE ANALITICA DELLE SUPERFICIE

CONTINUE DI AREA FINITA SECONDO LEBESGUE (1)

di LAMBERTO CESARI (Pisa).

Negli anni 1939-40 mi sono occupato, dietro suggerimento del mio Maestro
L. TONELLI, del problema di caratterizzare analiticamente le superficie continue
in forma parametrica che hanno area finita secondo LEBESGUE.

Colgo l’occasione per ringraziare il prof. L. TONELLI dei suoi consigli e del
suo incitamento e inoltre della fiducia che egli sempre ha saputo trasmettermi,
grazie alla quale ho potuto concludere la prima parte delle mie ricerche, che
qui raccolgo.

Nel presente lavoro io stabilisco una condizione necessaria e sufficiente af-

finchè una superficie continua qualunque in forma parametrica

abbia area finita secondo LEBESGUE.

Le presenti ricerche si riattaccano perciò direttamente a quelle ormai clas-
siche del TONELLI relative alle superficie continue in forma ordinaria

Il TONELLI (2), introdotto un concetto di funzione di due variabili a varia-

zione limitata, concetto che poi si è dimostrato utilissimo in numerose altre

questioni, ha dimostrato la seguente proposizione : Condizione necessaria e suffi-
ciente perchè la superficie continua S’ abbia area finita secondo LEBESGUE è
che la funzione z(x, y) sia a variazione limitata.

Delle numerose recenti ricerche sull’area delle superficie continue in forma

parametrica occorre nettamente distinguere se esse sono basate sulla definizione
di area di H. LEBESGUE o su altre definizioni. Tra le ricerche di questa seconda

categoria mi limiterò a ricordare soltanto quelle di S. BANACH (3) le quali ten-

(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa.

(2) L. TONELLI : Sulla quadratura delle superficie. Rend. della R. Accademia dei Lincei,
S. 6, Vol. 111 (1926), pp. 357-362, 445-450, 633-638, 714-719.

(3) S. BANACH : Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont l’aire est finie. Fund.

Math. Tom. VII (1925), pp. 225-236.
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devano a stabilire procedimenti ed enunciati simili a quelli ben noti per la lun-

ghezza delle curve continue.
Tra le ricerche sulle superficie in forma parametrica basate sulla definizione

di area di H. LEBESGUE, e che qui sole ci interessano, debbo menzionare, anche
perchè in parte si riattaccano ai lavori del TONELLI, quelle di E. J. MCSHANE (4),
C. B. MORREY (5) e T. RADO (6).

Nel presente lavoro mi occupo innanzitutto (§1) delle trasformazioni piane
continue (coppie di funzioni) e stabilisco i concetti di funzione caratteristica

e di variazione totale (finita o infinita) di una trasformazione piana continua
qualsiasi.

Il concetto di trasformazione piana continua a variazione limitata che cos
ne risulta è il più largo tra quelli fino ad oggi introdotti. Vale inoltre la seguente
proposizione: Condizione necessaria e sufficiente perchè le trasformazioni piane
continue seguenti

siano entrambe a variazione limitata secondo la nuova definizione è che la fun-

zione z(u, v) sia a variazione limitata secondo TONELLI.

Nel § 3, dopo alcuni teoremi preliminari, dimostro alcune proprietà geome-
triche affatto nuove delle superficie continue. Nel § 4, dimostro il seguente

TEOREMA. - Condizione necessaria e sufficiente perchè la superficie continua

abbia area finita secondo Lebesgue è che le tre trasformazioni piane

siano a variazione limitata.

(4 ) E. J. MCSHANE : On the semicontinuity of double integrals in the calculus of

variations. Annals of Mathematics, Ser. II, Vol. 33 (1932), pp. 460-484 ; Integrals over

surfaces in parametric form. Id. id. Vol. 34 (1933), pp. 815-838 ; Parametrizations of

saddle surfaces, with application to the of Plateau. Transactions of the Am. Math.

Soc. Vol. 35 (1933), pp. 716-733.
(5) C. B. MORREY : I. A class ofrepresentations of manifolds. Amer. Jour. of Mathematics,

Vol. LV (1933), pp. 683-707; IL id. id. Vol. LVI (1934), pp. 275-293 ; 111. The topology
of (path) surfaces. Id. i~d. Vol. LVII (1935), pp. 17-50; ~v. An analytic characterization of
surfaces of finite Lebesgue area. Id. id. pp. 692-702; V. id. id. Vol. LVIII (1936), pp. 313-322.

(6) T. RADO : Úber das Flächenmass rektifizierbarer Fldchen. Math. Ann. Bd. 100 (1928),
pp. 445-479; A remark on the area of surfaces. Am. J. Math., Vol. LVIII (1936), pp. 598-606.
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Questo teorema, per l’osservazione fatta sopra sul concetto di trasformazione
a variazione limitata, si riduce al ben noto teorema del TONELLI nel caso di

superficie in forma ordinaria.

§ 1. - Funzione caratteristica e variazione totale

di una trasforinazione piana continua.

1. - Sia A una regione di JORDAN (chiusa) nel piano (u, v), siano x(u, v),
y(u, v) funzioni continue in A, sia (P la trasformazione continua

Ad ogni punto P di A corrisponde nel piano (x, y) un punto Q== O(P) che
diremo immagine del punto P. Diciamo B= l’insieme dei punti del piano
(x, y) che sono immagini di qualche punto di A. L’ insieme B è limitato e chiuso.
Sia .K un quadrato del piano (x, y) a lati paralleli agli assi contenente nel suo
interno tutti i punti di B.

Se Q è un punto di B esiste in A. un insieme non vuoto di punti P, che
diremo i modelli del punto Q, la cui immagine coincide con Q.

Indicheremo tale insieme con L’ insieme è chiuso.

Si stabilisce per le trasformazioni piane il concetto di distanza nel senso di

FRECHET come per le superficie. La distanza secondo FRECHET di due trasfor-
mazioni continue 0, 2 ~2 verrà indicata con IL ø1, 

Considerata inoltre la trasformazione piana 0 come una superficie piatta
la sua area secondo LEBESGUE verrà indicata con L(0).

2. - Sia r una regione di JORDAN (aperta) contenuta in A e sia r* la curva
continua semplice e chiusa costituente la frontiera di r (1). Orientiamo r* stabilendo
come positivo il verso antiorario delle rotazioni.

Sia C l’immagine di r*. C è una curva continua e chiusa del piano (x, y)
in generale non semplice. Sia C) l’indice topologico (di KRONECKER)
relativo alla curva C’. La funzione 0(x, y ; C) è di BAIRE e quindi quasi con-
tinua. Ne segue che esiste (finito o infinito) 1’ integrale di LEBESGUE

(7) Nel presente lavoro indicherò con I e con I* rispettivamente la chiusura e la fron-
tiera di un insieme I. Indicherò inoltre con ~ I, 7’} la distanza di due insiemi I e I’ e con
{ P, P’ }, oppure PP’, la distanza di due punti P e P’. Infine indicherò con U(P, ~) 1’ intorno
circolare di raggio ó del punto P.

Annal  della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 18
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Ricordiamo che 0(x, y ; C) è nullo fuori di K.

i=1, 2,...., n} una suddivisione di A in regioni di JORDAN. Sia ci

l’immagine della frontiera ri~ di ri, i== 1, 2,...., n. Poniamo

per tutte le possibili suddivisioni (rj) di A in regioni di JORDAN.

3. - In ogni punto Q- (x, y) di .K definiamo inoltre la seguente funzione

per tutte le possibili suddivisioni ~ ri } di A in regioni di JORDAN.
La funzione y) assume solo valori interi &#x3E;0 non escluso + 00.
Diciamo che y) è la funzione caratteristica della trasformazione ~.

4. - TEOREMA 1. - La funzione y) é semicontinua inferiormente in K.
Sia Q m (x, y) un punto di K e sia m un intero qualsiasi tale che y).

Esiste allora una suddivisione {ri, i=1, 2,...., n } di A in regioni di JORDAN
tale che

Se una curva ci passa per Q allora, come sappiamo, c;)=0.
Siano perciò r? , i =1, 2,...., n’, quelle sole regioni per le quali la

curva ci non passa per Q. Sia g &#x3E; 0 la minima distanza del punto Q =- (x, y)
dalle curve ci, i=1, 2,...., n’. In tutti i punti Q’=- (x’, y’) dell’intorno circolare

U( Q, 6) di raggio ó del punto Q =- (x, y) si ha

e quindi

Introdotte le funzioni

si ha
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Ma m è un qualsiasi e quindi Ma deve essere

e quindi cp( Q) = ’l’( Q). È con ciò dimostrato che Tf(Q) è una fun-
zione semicontinua inferiormente in .K.

5. - La funzione ’l’( Q) è semicontinua inferiormente in K e quindi di classe 1
di BAIRE e perciò quasi continua in K. Ricordando che è non negativa
segue che esiste (finito o infinito) l’integrale di LEBESGUE

Diremo che W= W(0) è la variazione totale della trasformazione ø.

Diremo che la trasformazione 0 è a variazione limitata se W«I»  + 00.

6. - LEMMA 1. - Sia Qo -_- (xo, yo) un punto del piano (x, y), C e Ci due
curve continue e chiuse del piano (x, y) delle quali C non passi per Qo e
inoltre tali che

ove il C, C, IL indica la distanza nel senso di Frechet tra le due curve C e Ci
e C} indica la distanza del punto Qo dalla curva C. Allora

Poniamo ~~q f Qo , C}==o+2~ E &#x3E; o. Possiamo supporre che C e Ci
siano le immagini di due circonferenze r e Ti. Siano 0 e s le anomalie dei

punti di T’ e rs rispetto al proprio centro. Siano (Q, m) coordinate polari di

centro Qo del piano (x, y) e siano

le corrispondenti rappresentazioni delle curve C e Ci. Esiste una corrispondenza
biunivoca e continua T. tra r e s=s(8), tale che, posto Qw [Q(O), 

si ha 

D’altra parte e quindi 
Ne segne che anche la curva C, non passa per Qo e che l’angolo èNe segue che anche la curva Ci non passa per Qo e che l’angolo 
acuto. Infatti, in caso contrario, dal triangolo Q Qo Qs, rettangolo o ottusangolo
in Qo, si avrebbe QQi&#x3E;QQo ciò che è assurdo. Quanto precede assicura che
nelle (5) si può supporre e le funzioni w(0) e continue.

In conseguenza

e inoltre



258

ove K è un intero 20 indipendente da 0. Ne segue

Ma, nell’ ultima relazione, i due numeri entro I sono necessariamente interi

e quindi 
-

7. - LEMMA 2. - Sia Cn, n= 1, 2,...., una successione di curve continue e
chiuse del piano (x, y), convergenti nel senso di Frechet verso una curva
continua e chiusa C. Allora, in ogni punto (x, y) fuori di C, si ha

Sia Q -_- (x, y) un punto fuori di C e sia ó&#x3E;0 la sua distanza da C, ~==={~ C}.
Esiste allora un ù&#x3E;0 tale che per ogni n ~ n si ha IIC, Cn ~  ~_ ~Q, C} e

quindi, in forza del Lemma 1, per ogni n ~ n, C).
Il Lemma 2 è con ciò dimostrato.

8. - LEMMA 3. - Se n=1, 2,...., è una successione di curve continue

e chiuse del piano (x, y), convergenti nel senso di Frechet verso una curva -
continua e chiusa C e se C è completamente interna ad un quadrato K,
allora .

Infatti in tutti i punti (x, y) di C si ha 0(x, y; C) =0 e, in tutti i punti (x, y)
fuori di C, si ha, in forza del Lemma 2,

Ne segue che in tutti i punti di K

e quindi, per noti teoremi di integrazione per serie,

9. - TEOREMA 2. - Se G(~)=G(~1), W(4S)= W(4S) e,
per ogni punto (x, y) di K, y ; Ø) = T(x, y ; Øi).
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Dimostriamo la prima parte. Siano 0 e le trasformazioni piane continue

Sia 8&#x3E;° un numero arbitrario e sia ~ ri, i=1, 2,...., n } una suddivisione
di A in regioni di JORDAN tale che

Per ogni intero esiste una trasformazione biunivoca e continua Tm di A
in se che trasforma A* in A* e il verso positivo su A* nel verso positivo su A*
e tale che, se P e P’ sono punti di A che si corrispondono in T. e Q e Q’ i

punti corrispondenti rispetto alle trasformazioni 03A6 e øi, si ha Q Q’-- 1/m.
Tm trasforma d’altra parte la suddivisione ~ ri, i =1, 2,...., n ~ di A in regioni

di JORDAN in una nuova suddivisione di A in regioni di JORDAN {T(), i = 1, 2,...,n}.
Siano ci le immagini di ri* rispetto alla trasformazione (P e e(’) le immagini

di 7~* rispetto alla trasformazione 0,, i=1, 2,...., n, m~ 1, 2,..... *
Ma Tm stabilisce una corrispondenza biunivoca e continua tra i punti di r2*

e r2~~* tale che, se P e P’ si corrispondono in T. e Q e Q’ sono i punti cor-
rispondenti su c2 e si ha Ne segue ci, i =1, 2,...., n,
e quindi, in forza del Lemma 3, osservando che lim lici, 

m~~

Ricordiamo infine che dalla definizione di (n. 2) segue, per ogni m,

Dalle (6), (7), (8) segue

secondochè G(0)  + o0 oppure G(0) = + 00. Per l’arbitrarietà di e segue

Se ora ripetiamo il ragionamento precedente scambiando W con 03A61 si tro-

verà e quindi, in definitiva, G(03A6) = G(03A61). La prima parte del

teorema 2 è con ciò dimostrata.
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Sia ora Q == (x, y) un punto di K e sia mo un intero arbitrario tale che

1». Sia ( r, , i =-- 1, 2,...., n ) una suddivisione di A in regioni
di JORDAN tale che

Se una curva ci passa per Q allora 0(x, y; ci) ==0. Siano perciò ri, i= 1, 2,..., n’,
0  n’  n, quelle sole regioni per le quali la curva ci non passa per Q. Sia 03B4 &#x3E; 0

la minima distanza di Q dalle curve ci, i=1, 2,...., n’. Sia infine m il più piccolo
intero tale che 1~m  ~.

Allora, per ogni m ~ m, si ha ci, ci~~ (~  b  ~Q, ci }, í =-- 1, 2,...., n’, e quindi,
per il Lemma 1,

Ne segue, per ogni m &#x3E; m,

Ma mo è un qualunque intero tale che Ø) e quindi

Scambiando nel ragionamento l’ufficio delle trasformazioni T) e tPi si ottiene

Ø) e quindi, in definitiva, ~) _ ~(x, y ; ~1).
Ma (x, y) è un punto qualunque di K e quindi anche W( ~) = W( ~1). Il

teorema 2 è con ciò completamente dimostrato.

10. - TEOREMA 3. - Se øn, n=1, 2,...., é una successione di trasforma-
zioni piane continue convergenti, nel senso di Frechet, verso una trasfor-
mazione piana continua ø, allora

e, ogni punto (x, y) di K,
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Sia W la trasformazione piana continua

Per ogni intero n esiste una rappresentazione della trasformazione 4Sn nella
regione di JORDAN chiusa A tale che, posto

si abbia

e questi limiti valgano uniformemente in A.

Sia e&#x3E;0 un numero arbitrario e i=1, 2,...., n} una suddivisione
di A in regioni di JORDAN tale che

Siano ci le immagini di ri* rispetto a (P e siano c(í ) le immagini di ri*
rispetto a øm, i=--1, 2,...., n, m = 1, 2,.....

Manifestamente lim i =1, 2,...., n, e quindi, in forza del Lemma 3,
° 

-

Ne segue, ricordando la (9),

e, per l’arbitrarietà di e,

Sia Q == (ae, y) un punto qualsiasi di K. Sia un intero arbitrario tale che

Esiste allora una suddivisione di A in regioni di JORDAN ~ ri, i=1, 2,...., v)
tale che
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Se una curva ci passa per Q allora, come sappiamo, Ci) =0. Siano

perciò ri, i =1, 2,...., v’, 0  v’  v, quelle sole regioni per le quali la curva ci

non passa per Q. Sia 03B4&#x3E;0 la minima distanza del punto Q = (x, y) dalle

curve ci, i = 1, 2,...., v’. Sia -n il più piccolo intero tale che, per ogni (u, v)
di A e per ogni n -&#x3E;--n, si abbia

n ~ n.

Diciamo l’immagine delle curve ri* rispetto alla trasformazione øn,
i=1, 2,..., v, n=1, 2,..... Per ogni n ~ n si ha

e quindi, in forza del Lemma 1,

Ne segue, per ogni n &#x3E; n;

e infine

Ma m è un qualsiasi intero tale y ; 4S) e perciò

Poichè questa disuguaglianza vale per ogni punto (x, y) di K, da noti teo-
remi di integrazione per serie segue

da cui l’asserto. 
,

11. - TEOREMA 4. - Per ogni trasformazione piana poliedrica 2 si ha
= =-- L(2) e, per ogni trasformazione piana continua P, si ha

La prima parte del teorema è evidente. Sia g&#x3E; 0 un numero arbitrario.



263

Esiste una suddivisione ~ri, ~==1, 2,...., n~ di A in regioni di JORDAN tale che

Ne segue

da cui, per l’arbitrarietà di e, segue G( ~)  W( ~).
La prima disuguaglianza è cos  dimostrata.

Sia ora 2n, n =1, 2,...., una successione di trasformazioni piane poliedriche
tali che

Dal teorema 3 segue

Il teorema 4 è cos  dimostrato.

12. - TEOREMA 5. - Condizione necessaria perchè la superficie continua

abbia area finita secondo Lebesgue è che le tre trasformazioni piane
continue 

- - -

siano a variazione limitata.

Intanto è evidente che

e quindi, dal teorema 4, per ogni t,

Abbiamo cos  dimostrato che la variazione totale di ciascuna delle

trasformazioni øt, ~==1~ 2, 3, è limitata.

Annal  della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 19
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13. - Le trasformazioni regolari. Diremo che una trasformazione piana
continua

ove A è il quadrato (0,1, 0,1) del piano (u, v), è regolare se esistono due
insiemi numerabili [~], [n] di numeri reali 0 -4-:::~ ~ -- 1, ovunque
densi in (0, 1), tali che le curve

occupano in K insiemi di punti di misura nulla.
TEOREMA 6. - Se 0 è una trasformazione piana, continua e regolare,

allora G( ~) = W(0).
Le curve C(~) e C’(q) occupano in .K insiemi di punti di misura nulla.
Poichè gli insiemi ~~~ e [r¡] sono numerabili anche l’insieme di punti di K

è di misura nulla.

Siano 0  ~o  ~~  ....  ~~, ~ 1, 0  r¡o -- ~ .... 1, numeri di ~; ~ e [li]
e siano R(!), i, j =1, 2,...., N, gli N 2 rettangoli

tutti contenuti in A. Diremo che i rettangoli Rij costituiscono un reticolato

2, j=1, 2,...., N}. Poniamo ~=max [~o, 1-~~T, 1-r~v~ ~i W2-~, ~~-~~-1~.
Supponiamo ora che {R~ZJ ~ }, n== 1, 2,...., sia una successione di reticolati tali che

a) lim ~~ ==== O ;
b) le rette ~c = ~i, i, j =1, 2,...., Nn, che entrano nel reticolato {R~~1)

entrino anche nel reticolato { Rt~z+~~ }.
Diciamo Fi(í’) il contorno di e l’immagine di rn&#x3E;, i, j =-- 1, 2,...., Nn .
Poniamo, per ogni punto Q =- (x, y) di K,

e osserviamo che ciascuna delle curve C,~!) è tutta costituita di punti dell’ insieme
di misura nulla E.

Per ogni punto (x, y) fuori di E e per ogni i, j, si ha
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la sommatoria a secondo membro essendo estesa ai soli rettangoli che

sono contenuti nel rettangolo .R ~’i~. Ne segue

e quindi, in tutti i punti di I~ fuori di E,

Esiste dunque in tutti i punti di .K-E il limite (finito o infinito)

Manifestamente, in tutti i punti di K-E, si ha

Sia ora Q =- (x, y) un punto di K-E e sia m un intero qualunque tale

che y). Esiste allora una suddivisione i =1, 2,...., y} di A in re-
gioni di JORDAN tale che

Consideriamo le sole regioni ri , i =1, 2,...., v’, 0  v’ ~ v, per le quali ci non

passa per Q m (x, y) e approssimiamo ciascuna delle curve rt mediante una spez-
zata semplice, chiusa, tutta costituita di lati di quadrati i, j =1, 2,...., Nn,
e interna a ri. Sia l’ immagine di yi‘~&#x3E;. Per un n abbastanza grande si avrà

ci 1B  {Q, ci ~, i =1, 2,...., v’, e quindi, per il Lemma 1,

Per un tale n si avrà allora, ricordando che (x, y) è fuori di E,

ove la sommatoria è estesa ai soli rettangoli che entrano nel poligono de-
finito dalla spezzata 

Ne segue

ove la sommatoria è estesa a tutti quei rettangoli che entrano in qualcuno
dei poligoni definiti delle curve i==1, 2,...., v’.
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Ne segue infine, maggiorando,

Ma m è un qualsiasi intero tale che y). Ne segue

e questa relazione vale in tutti i punti di K-E. Confrontando con la (10) segue
che, in tutti i punti di K-E, si ha

e quindi, poichè 

Consideriamo ora per ogni n la suddivisione { Ri ? di A in (Nn + 2) 2 al più
rettangoli che si ottiene aggiungendo agli Nn rettangoli i, j =1, 2,...., Nn,
i 4N+ 4 (al più) rettangoli, contenuti in A ed esterni al rettangolo (o, N ,o, lN ),n n

formati dalle rette 2c = 2, i, j =1, 2,...., Nn. Manifestamente

D’altra parte in tutti i punti di hr-E si ha y) y) e

quindi, per noti teoremi di integrazione per serie,

Dalla (12) segue allora

e, dalla (11), ur( ~)  G( ~). Ma, dal teorema 4, sappiamo che e

quindi, in definitiva,

Il teorema 6 è con ciò dimostrato.

OSSERVAZIONE. - Le trasformazioni piane e continue del tipo


