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UN NUOVO METODO PER L’ANALISI

ESISTENZIALE E QUANTITATIVA DEI PROBLEMI
DI PROPAGAZIONE

di SANDRO FAEDO (Roma).

INTRODUZIONE

1. - Per lo studio dei problemi di equilibrio della Fisica-Matematica
sono di grande importanza due procedimenti di risoluzione approssiinata, il
g etodo di Ritz [1] (1) e quello delle potenze ponderate di M. Picone [1j.
In un recente lavoro (S. Faedo [5]) ho confrontato fra loro i due metodi,
chiarendo lo stretto legame che li unisce e stabilendo anche per il metodo di

Ritz delle formule di maggiorazione dell’errore del tutto analoghe a quelle
date da M. Picone per il Suo metodo.

Entrambi i detti metodi consistono nel ininimizzare un Wtegrale del

Calcolo delle Variazioni.

Se si ha un problema al contorno ben posto, nel caso del metodo di

Ritz tale integrale riesce (nel senso del Calcolo delle Variazioni)
qualunque sia il numero delle variabili indipendenti che intervengono : quest,,1
è la ragione che ha permesso di stabilire larghi criteri di convergenza puntuale
o almeno in media per il metodo di Ritz. Invece nel metodo delle minime

potenze ponderate il corrispondente i«tegrale è i.egolare solo se dipende da,

una sola variabile indipendente, ossia se si integrano equazioni
differenziali ordinarie, e solo in tal caso si possiedono effettivi criteri di

convergenza.
Se dai problemi i di equilibrio si passa a quelli i di propagazione, il le-

todo delle minime potenze ponderate ne suggerisce naturalmente un altro,
pure dovuto a M. Picone [2-3] e da Lui chiamato metodo alla

teoria del quale abbiamo dato ulteriori contributi B. Manià [1] ed io [1-4].
Anche il metodo variazionale consiste nel considerare un integrale multiplo
I (u) e nel costruire, con un procedimento ben determinato, una succes-
sione di funzioni minimizzante Si ha però il grave inconveniente che

l’ integrale I (u) è sernpre non regolare e questa è la profonda ragione per
cui non si conoscono ancora criteri di convergenza per il metodo varia-

zionale.

(1) I numeri in [ ] si riferiscono alla bibliografia, pag. 41. 
_

1. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pisa.
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Per aggirare tale difficoltà si presenta spontanea 1’ idea di i sviluppare un
procedimento per l’acnalisi dei probtemi di propagazione, che stia al metodo di
Ritz come il metodo variazionale sta a quello delle potenze pondterate;
ed è lecito presumere che, come per quello di Ritz, anche per il nuovo si

possano ottenere larghi criteri di convergenza.
Ciò verrà confermato dai risultati nel presente lavoro.

2. - Indipendentemente da un problema di Calcolo delle Variazioni il

metodo di Ritz può essere cos  riassunto :
Si debba integrare una equazione lineare alle derivate parziali, auto-

aggiunta di tipo ellittico del 2° ordine L [u] _=f, con la condizione per la

u (P) di annullarsi sulla frontiera F C del campo C. Scelto un opportuno si-

stema completo di funzioni (P»., definite in C e tutte nulle su F C,,
e posto

si determinano le costanti c;,~~ in modo che sia verificato il sistema d’equa
zioni lineari 

La funzione Uu cos  determinata è approssimazione del metodo di

Ritz e per n - oo , sotto larghe condizioni, converge alla soluzione del

problema.
Se si ha un problema di propagazione e quindi la u dipende oltre che

dal punto P variabile in C anche dal tempo - Q

allora porremo

determinando le it funzioni (1) in nodo che soddisfino al sisterna differeu-
ziale ordinario

con le condizioni iniziali [se (P» è ortogonale e normale in 0]
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Tale procedimento, che chiameremo metodo dei momenti contiene come

caso particolare uno di N. Kryloff e N. Bogoliouboff [1J (2), da loro chiamato
analisi armonica generalizzata.

Il metodo dei momenti sta quindi a quello di Ritz come il metodo va-

riazionale a quello delle minime potenze ponderate. Però non ha più senso
un problema di Calcolo delle Variazioni che traduca il metodo dei momenti

come invece accade per quello di Ritz. E ciò, se è ben naturale trattandosi
di problemi a carattere squisitamente iperbolico, viene a costituire la prin-
cipale difficoltà ed obbliga a battere nuove vie venendo a mancare il poten-
te ausilio del Calcolo delle Variazioni. Il metodo, come vedremo, si presta
non solo all’analisi quantitativa dei problemi di propagazione, ma è anche
un eflicace strumento per ottenere teoremi di esistenza e per stabilire pro
prietà qualitative, anche di carattere asintotico, della soluzione.

3. - In questo primo lavoro sull’argomento studio il seguente generale
di propagazione:

Sulla semistriscia (~S) del piano x t definita da

è data l’equazione

dove i coefficie ti ai e il terrrzine noto f sono funzioni di x e t definite in (S).
Diremo classe C la totalità delle funzioni u (x ~ r) , continue in (S) con

le derivate prime e seconde.
Diremo problema I la ricerca delle funzioni della classe C che soddisfano

in (~5) alla (1) e inoltre verificano le condizioni. iniziali

e le condizioni al contorno

Naturalmente perchè il problema I abbia senso occorre che le (1), (2),
(3) siano compatibili e che i secondi membri delle (2) (3) possiedano le de-

rivate richieste dalla (1).

(2) Per tale procedimento gli A. A. non danno criteri di convergenza, ma se ne ser-

vono soltanto per stabilire un teorema di esistenza in un caso particolare del nostro Teo-
rema II; l’equazione da loro considerata ha i coefficienti che non dipendono dal tempo e
che inoltre soddisfano a ulteriori limitazioni.
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Con il simbolo si indicherà il rettangolo

4. - Nel Cap. I si dimostra il

I (di unicità) :
« Se i coef fzcienti ai dell’equty;zíoiie ( 1 ) del I sono .,funzioni eorc-

in (S) con le dei-ivate

ed è in (S)

nllora il I ha al più una sola, solu:ione ».

Per i problemi di propagazione formulati nel modo pi i generale M. Pi-
cone ([4] pag. 716) lla dato un larghissimo teorema di unicità fondato sul-

1’ uso della trasformata di Laplace a intervallo finito da Lui introdotta. Il

teorema I è però indipendente da quello di M. Picone perchè in questo si

suppone che i coefficienti della (1) siano funzioni della sola x.

5. - Nel Cap. II è esposto il metodo dei momenti in generale e sono

precisate le condizioni a cui deve soddisfare il sistema di funzioni (x».
Tali condizioni sono quelle già date da M. Picone [2] e da me [4] per il metodo

variazionale, con una ulteriore condizione sul comportamento delle al

contorno del campo. La teoria già svolta per il metodo variazionale si ri-

vela qui di particolare utilità e onre come già risolta una questione che

altrimenti sarebbe stata da poi si.

6. - Il metodo di Ritz si può considerare come un metodo diretto di

Calcolo delle Variazioni (Courant-Hilbert [1] Cap. IV § 2) e, come tale, non
solo dà un procedimento per il calcolo approssimato~ ma può anche servire
quale strumento per ottenere teoremi di esistenza per problemi al contorno

per equazioni autonggiunte di tipo ellittico.

Viene quindi i naturale di chiedersi se col metodo dei momenti si pos-
sono pure ottenere teoremi di esistenza per i problemi di propagazione.

, Poichè nel metodo dei momenti manca il significato variazionale che si
ha in quello di Ritz, può apparire che tale possibilità sia preclusa.

D’altra parte il successo del metodo diretto di Calcolo delle Variazioni

di L. Tonelli poggia sul concetto di semicontinuità e sui procedimenti di

Giulio Ascoli e C. Arzelà ; mentre la semicontinuità è precipua di problemi
di massimo e minimo, questi ultimi hanno una portata assai più generale.
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E appunto i procedimenti di Giulio Ascoli e C. Arzelà permettollo di ot -

tenere, mediante il metodo dei momenti un teorema di esistenza per i pro-
blemi di propagazione.

Oltre a numerose difficoltà di carattere particolare che si incontrano per
incanalare il problema sulla strada maestra del calcolo funzionale italiano,
si presenta l’incotiveniente che le classi di funzioni che si vengono a con-

siderare e di cui occorre decidere se sono o no ugualmente continue non
rientrano nei criteri noti.

Ciò mi ha obbligato a sviluppare, parallelamente a questa, un’altra ri-

cerca volta alla conquista di criteri di uguale continuità di un nuovo ti-

po, che potranno servire anche per altri problemi di calcolo funzionale

(S. Faedo [61 ;.
Ecco il teorema di esistenza che è dimostrato nel Cap. III :

TEOREMA II (di esistenza):
ai e il ter1uine noto* f dell’equazioite (1) del proble1ua I

so io continue in (S) con le loro derivate e rispetto a

t; se esiste continua in (S) la 2 ai mentre gli altri ai (i = 2 ,..., 5)vX

e il ter ine noto f hanno derirata continua rispetto ad x per t = 0 ed è in (S)

se f1 e f2 (t) sotto continue per t ~~, o con le loro derivate dei pi-iiiii quattro
ordini; se g (x) e g1 (x) sono continue in (0, c) con le loro derivate rispettiva-
mente fino al terzo e secondo ordine e sono verificate le condizioni di com-

patibilità nel punto x *- 0, t = 0

e nel punto

allora il problema I ha una soluzione 11 (x, t), che è unica per il teorema I.

Inoltre le derivate

sono assolutamente continue secondo Tonelli in ogni (ST) e perciò esistono qua
si ovunque in (S) e sono sommabili in ogni (ST) le derivate
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Se si suppone inoltre che i coefficienti e il termine noto della (1) siano
derivabili rispetto ad ae, dalla (1) segue che esiste quasi ovunque in (8) 

che la ’cbe la 
a X3 - 

°

Sempre nel Cap. 111 sono dimostrati anche i due teoremi seguenti :
TEOREMA III :

« Nelle ipote.si del teor. II e se si sceglie il sistema

il metodo dei momenti forniscc una, successione Un (x, t) che unifor-
memente in ogni (ST), insieme a

verso la soluzione u (x , t) e le corrispondenti -Invece IY, successione

a2 Un 
converge in media in (0 , c alla 

82 u 
er ogni 

. 

t &#x3E; 0 ».converge in me ia in ( , c a a 
a x2 per g 

t - ».
X2 a X2

Questo teorema non solo oÌYre un mezzo atto al calcolo numerico per

approssimare la soluzione zr (x, t) del problema, ma permette di approssimare
simultaneamente le derivate della u che esprimono grandezze (velocità, inten-
sità di corrente, tensioni, sforzi, ecc.) che spesso hanno grandissima impor-
tanza nelle applicazioni tecniche.

TEOREMA IV : .

« Nelle ipotesi del Teorema Il la soluzione u (x , t) del problema I e le

derivate soddisfano in tutta (S) alle disuguagliaize
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si è posto

e le Fi (t) sono funzioní continue, non negative e decrescenti, con r1 (0) = (,,
definite per ogni t ::- 0, che si esprimono direttamente con i coefficienti della (1) ».

Si osservi che nelle prime tre disuguaglianze (5) vale l’ uguaglianza per
x ‘ 0 e x _-_ c e, nella prima, anche per t = 0 .

I secondi membri delle (5) si calcolano a priori indipendentemente dalla
risoluzione del problema. Si ottengono cos  delle limitazioni per la solu-

zione e le sue derivate che, in taluni casi, potranno già dare una prima
i ndicazione al tecnico sull’ordine di grandezza dei fenomeni, che può risul-
tare preziosa specie dal punto di vista asintotico.

È infine da notare che nei Teoremi II-IV non si fa alcuna ipotesi sul

comportamento dei coefficienti delle (1) e (3) per t -~ oc .

7. - Il Teorema III dà un criterio di convergenza per il metodo dei

momenti nel quale si sia fissato il particolare sistema

Nel Cap. IV viene studiata la convergenza, lasciando al calcolatore la

scelta del sistema (x)~ , sotto ben determinate condizioni.

Nello studio del metodo variazionale M. Picone ed io abbiamo precisato
le condizioni a cui deve soddisfare il sistema (x» in modo che (nell’ ipo-
tesi che esista la soluzione) tenda a zero l’errore quadratico medio

per n -- oo , u= essendo l’nma approssimazione del metodo variazionale. Se

1(1,i (x)) soddisfa a quelle condizioni lo diremo un sistema ammesso per il me-

todo variazionale.
Nel Cap. IV si dimostra il

TEOREMÀ V :

« Nelle ipotesi del teorema I di unicità e se si ammette che il pro-

_possieda la soluzione u(x,t), allora se è un sistema 



8

messo per il metodo variazionale e per cui è

si ha uniformemente in ogni 

dove un è approssiniazione fornita dal metodo dei momenti &#x3E;&#x3E;.
Questo teorema conferma la presunzione fatta nel n. 1.

Mentre, nell’ ipotesi che esista la soluzione del problema I, il metodo

variazionale ci assicura per ora soltanto che tende a zero 1’errore quadratico
medio 1 (u*) . il metodo dei momenti dà (sotto larghissime condizioni) la con-
vergenza uniforme delle approssimazioni alla soluzione.

Si osserva inoltre che con ulteriori ipotesi di derivabilità rispetto a t dei
coemcienti della (1) e ulteriori condizioni per il sistema si può ot-
tenere che alcune delle derivate delle u,, (x , t) convergauo alle corrispondenti
derivate della soluzione, come in particolare accade nel teorema III.

8. - Indipendentemente dal fatto che la teoria del nuovo metodo (al-
meno per il generale problema qui studiato) è già notevolmente più progre-
dita di quella del metodo variazionale, si ha rispetto a questo un notevole

vantaggio anche nella determinazione delle approssimazioni. Infatti per cal-

colare approssimazione del metodo dei mornenti basta integrare un si-

stema differenziale di 1t equazioni del secondo ordine, in forma normale, con
condizioni di Cauchy ; invece nel metodo variazionale si ha un sistema di 11

equazioni differenziali del quarto ordine, con due condizioni al contorno del-
1’ intervallo di tempo ; in particolare nel problema I si avrebbero condizioni

asintotiche.

Inoltre se si studia il problema I sul campo col metodo dei mo-

menti, approssimazione è indipendente da T, mentre quella fornita dal
metodo variazionale dipende esplicitamente da T.

Il metodo variazionale d’altro lato presenta il vantaggio di non porre
condizioni per il sistema (x)~ al contorno del campo. Devo infine notare

che la teoria per esso già svolta mi è stata di grande utilità per il pre-
sente lavoro.
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CAPITOLO I.

Unicità della soluzione

Dimostrattzíone del Teorema I.

Siano it e u due distinte funzioni della classe C che risolvono il però

blema I. Allora v == 1t - u è una funzione della classe C che risolve il pro-
blema omogeneo

1n

Da (1’) segue

Integrando per parti, tenendo conto delle ~3’)~ si ha per ogni t ~ O

Sostituendo nella (6) le espressioni trovate si ottiene che è per
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dove si è posto

Dimostriamo che si può definire una funzione continua y (t) in modo
che sia per t h 0

Per la (4) si può definire una funzione continua A (t) tale che sia in (by)

perciò è

Per la (3’) si ha

e quindi

ne segue

Detta B (t) una funzione continua non inferiore in (8) a
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risulta

Perciò, posto la funzione y (t) è continua e soddisfa la (10).

Definiamo la funzione

per ogni t in cui è

per ogni t in cui è

8 (t) è quasi-continua e limitata in ogni intervallo finito essendo per la (10)
Per la (7) e le (2’) è per ogni

Ma tale problema ha la sola soluzione 8 (t)1 0 e quindi è in (~)
vt = 2~x = 0 ; per le (2’) [o le (3’)] ne viene che è in (8) v = O e cos  è di-

mostrato il teorema I.

OSSERVAZIONE. - Dal ragionamento fatto segue che se si considera

il problema I soltanto su (ST) [cioè se si esige che la (1) sia soddisfatta

su (ST) e la (3) per 0 = t 5 T], esso ha al più una sola soluzione nelle

ipotesi del teorema I [limitando tali ipotesi al campo (ST).
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CAPITOLO 11.

(1 metodo dei Ii o in enti

1. - Le funzioni 11 (t) e f2 (t) siano continue con le loro derivate prime
e seconde ; posto

risulta

Se u (x, t) è ma soluzione del problema I col cambiamento di variabile
v = 1t - z, 9 il problema I si trasforma nell’equivalente

PROBLEMA lI :

« Ricerca delle funzioni v (x, t) della classe C che in (S) alle
eqauazioni

coi

2. - Nel metodo dei momenti, come si è già detto, occorre scegliere
un sistema di funzioni soddisfacente a opportune condizioni.

Scegliamio il sistema in modo ch,e sia 
’

od inoltre che (x» sia fra i sistemi a1umessi per risolvere il problema I
col metodo variazionale. Tali sistemi di funzioni sono stati precisati da M.
Picone [21 e da me [4J J e sulle loro proprietà si ritornerà nel Cap. IV a pro-
posito della convergenza del procedimento. Per ora ricordiamo la seguente:
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Per le funzioni G (x) e G1 (x), che si annullano agli estremi dell’inter-

vallo (0 , c) e che possiedono in esso derivata continua, si possono deter-

minare le costanti Gi,n e in modo che sia, 9 con convergenza uniforme

Un semplice esempio di sistema (~v)} è dato da

(S. Faedo [4], pa,g. 114).

3. - Posto

si imponga alle funzioni Ci,u (t) di soddisfare al sistema di n equazioni diffe-
renziali lineari del secondo ordine

con le condizioni iniziali i

Ln .funzione vn (x, t), che cos  si viene a detei-mintare, dicesi l’nma 

prossiniazione del metodo dei momenti per il problema II.

4. -Ritornando al problerna I si ha la successione 
,

che per soddisfa le (3) e che dà approssimazione del metodo
dei momenti per il problema I.

Se g (x) e g~ (x) possiedono derivate prima e seconda continue, posto
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tenuto conto delle condizioni di coupatibilità

risulta

e col cambiamento di variabile v = u -- w il prohlema I si muta nel

PROBLEMA III:

« Ricerca delle .funzioni v (x , t) della classe C che soddisfano ,in (S) alle
equazioni 

°

Allora per determinare le Vn (x, t) si ha ancora il sistema differenziale

(13) (in cui a f si sostituisce F) con le condizioni iniziali

. 

5. - Supponiamo che sia a2 (~, 1 t) &#x3E; 0 e dimostriamo che in tal caso

la v~2 (.r ~ 9 t) esiste ed è unica.
Dimostriamo che il sistema (13) si può ridurre a forma normale, cioè

del tipo

E infatti il coefficiente (t) di nella equazione (13) è dato da

ed il determinante ) i ói,, (t) i è diverso da zero; infatti esso è il determinate

di Gram (Picone [4J, pag. (511) delle funzioni di x (X 1 t) q~i (X) (i = 1, 2,
... , n) linearmente indipendenti in (0, e) per ogni t, essendolo le funzioni

e a2 (x , t) &#x3E; 0.
Il sistema differenziale (13’), con le condizioni di Cauchy (14) possiede

pertanto una e una sola soluzione e cos , se è a2 (x, 1 t) ] 0 , è dimostrata
l’esistenza e l’unicità delle approssi -n azioni v,, (’ ? t).
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CAPITOLO III.

Il metodo dei momenti e l’esistenza della soluzione.

Q 1. - Preposizioni prelinnnari.

1. Critei-io di uguale continuità. - Richiamiamo un criterio di uguale
continuità per funzioni di due variabili (S. Faedo [6] (3) prernettendo alcune
definizioni.

Con (ST) si indicherà il rettangolo (XT) considerato aperto. Sia I un in-

sieme di funzioni 1t (x, t) definite in (8T). Esse si dicono ugual1nente continue

nell’interno di se, considerato un qualunque componente chiuso E di

(ST) e t ssato e &#x3E; 0 ad arbitrio, si può determinare b &#x3E; 0 in modo che se

(x, t) e (x, t) sono due punti qualunque di i .E con (x, - X)2 + (t - t)2  ò2
si abbia M (x, t) - u (x , t) I  8, qualunque sia la u (x , t) di I.

Una fuiizione u (x, t) si dice assolittai e ite continua secondo Tonelli il

(ST) se :

è continua in tutti i punti di (’ST) ;
- - - -

per quasi tutti i valori di t e e u (x , t) sono funzioni risper
tivarnente di x e t , assolutamente continue sugli intervalli aperti (0 , c) e (o i7) -

le derivate parziali che esistono finite quasi ovunque in (8T), sono
sommabili in (87,).

k3) Faccio qui notare che nella dimostrazione del teorema VI del lavoro [6] è impli-
citamente ammesso che l’intersezione del campo h con le parallele agli assi x e y sia

senJpre un i ntervallo Il ragionamento fatto, con un lieve complemento, vale però in ge-
nerale. Infatti il campo aperto e limitato I) può sempre pensarsi come somma di al più
una infinita numerabile di q adrati Q,, a lati paralleli a,gli assi. Il ragionamento &#x3E; fatto

" 

ria

prova che sn ognuno di questi (e perciò sn ogni D = m ’ Qn) Q (x, y) è assolutamente
m 

n= 1 
"

continua e, poichè gli integrali di e y j 1 su vengono maggiorati da numeri che
non dipendono da essi esistono finiti in D .

Avverto inoltre che nella formula (15) a pago 195 invece di  deve leggersi ~ . ,
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Critc rio di ugua le continuità:
« Se le funzioni u (x, t) dell’insie1ne I sono assolutamente continue secondo

l’oitelli in (ST) ed esÙde una costante H in che sia 
,

funzini di I 80110 ugualmente nell’inter’no di (8’1’) ».

Dato l’insieme I di funzioni continue in (b’T) si dice che U (x , t) è fiiii-
zione di accumulazione di I in (ST) se, fissato e ) 0 ad arbitrio, esistono

sempre infinite funzioni u (x, t) di I per cui è in 

Per un teorema di L. Tonelli [1] nelle ipotesi del criterio di uguale
continuità ora detto ogni eventuale funzione di accumulazione di I è asso-

lutamente continua secondo Tooelli in (b’T) .

2. - Per dimostrare i teoremi II ~ III e IV si applicherà il metodo

dei momenti al problema III I scegliendo il sistema

Per le ipotesi fatte nei teoremi i suddetti e per la (15) [Cap. II, n. ,4~ il

termine noto .~ (:v , t) della equazione 1"’) del problema III è una funzione

continua con Ftt e Fx (x, 0) ; inoltre le condizioni di compatibilità nei
punti x = t = 0 e x = c t = 0 si traducono [per le (2’) e (3’)~ in

Posto

inponiamo alle (t) di soddisfare al sistema differenziale


