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ANALISI ESISTENZIALE PER LE SOLUZIONI

DEI PROBLEMI AL CONTORNO MISTI, RELATIVI
ALL’EQUAZIONE E A.I SISTEMI DI EQUAZIONI
DEL SECONDO ORDINE DI TIPO ELLITTICO,

AUTOAGGIUNTI (1)

di GAETANO FICHERA (Roma).

Si consideri l’equazione lineare del secondo ordine, alle derivate parziali
in m variabili :

essendo ahk, bh , c , f funzioni del punto P di coordinate (x1, X2 , ... , de,
finite in un campo C dello spazio euclideo dimensioni. Supporrò che la-

(1) sia autoaggiunta, il che equivale ad affermare il verificarsi in C delle se-

guenti identità

e supporrò altres  che essa sia di tipo ellittico, la qllal cosa mi permetterà,
fra l’altro, di assumere identicamente uguale a 1 in C il determinante J del-
la matrice

e ciò senza ledere la generalità della questione.
Assegnato un dominio regolare ~, limitato e contenuto in C, considererò

il problema consistente nel ricercare una soluzione della (1), per la quale,
su una parte della frontiera FD di D, siano stati prescritti i valori

suoi e sulla restante parte quelli della sua derivata conormale.

In opportune ipotesi per i coefficienti della (1) c per il dominio i#, ipo-
tesi che verrò a ben precisare, e sotto le quali si dimostrano i noti teoremi

di esistenza per gli ordinari problemi al contorno di DIRIaHLE’1’ e di NEU-

MANN, dimostrerò un teorema di esistenza per quello suddetto di tipo misto

(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
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che prima d’ora, a quanto mi consta, è stato considerato solo nel caso del-

l’equazione L12 u = o (2).
Il procedimento che seguirò trae partito dalla nuova impostazione data

dal PICONE alla teoria dei problemi al contorno per le equazioni differen-
ziali lineari e che conduce alla traduzione di detti problemi in equazioni inte-
grali di prima specie (3). A tal scopo mi varrò di un teorema analogo a quello,
da recente dato dall’AMERIO,, di inversione della formola di GREEN (4).

Tratteggio sommariamente il detto procedimento, premettendo che d’ora
in avanti supporrò la (1) ellittico-positiva e il coefficiente e mai positivo in C.

Siano a (P) i valori prescritti alla u su e fl (P) quelli prescritti

alla derivata conormale d u (5) su Indico con v P) una funzione bire-
, ’V ( ) 2 (

golare (6) in ~~ e per la quale si abbia su Sf1 2): y v (P) - a (P) e °

(2) Cfr. S. ZAREMBA, un probLèroe ii ixte lÌ de Laplace, Bulletin de
l’Académie des Scienees de eraco%,ie, 1910. V. VOLTEIUtA, Sopra alcune condizioni caratteri-

stiche delle funzioni di una variabile comple88a, Anuali di Mat. t. XI, 1883-83, p. 1-55.

A. SIGNOIÌINI, Sopra un problema al contorno della delle funzioni di variabiLe com-

plessa, ibidem t. XXV, 1916. A. GHIZZET’l’1 Sopra un particolare problema misto di Dií-ichlet-

Neumarnn per di Laplace, trattato col rrzetodo delle tl’a8fol’mate parziali, Rend. di Ma-

tematica e delle sue applicazioni, 1946. Veramente anche nel caso dell’equazione generale
(1) il Gntnun lia dato nn teorema di esistenza per il problema misto in questione, ma egli si
Iimita solo a] caso - concettuatlme - te assai più semplice - clie, riuscendo -9 a connessione
ipersuperficiale multipla, F1,D ed F2 D abbiano distanza positiva, essendo composta ciascu-
na da ipersnperficie chiuse. Cfr. di quest’Antore : problèmes linéaires de Neu-

1nann, ehap. XII : problème Linéaire mixte, Annales scientifiq ies de l’Ecole Normale Snpérienre,
tome 49, 1932, pag. 269.271. , .

(3) Cfr. M. PICONE, Sulla traduzione in equazione integrale lineare di prima specie dei pro-
bleroi al contorno concernenti i sistemi di equazioni a deriuate parzialé, Rend. Accademia
Naz. dei Lincei, serie VIII, vol. 11, 1947.

(4) Cfr. L. AMERIO, Sul calcolo delle 8oluzioni dei problemi al contorno per le equazioni
lineari del secondo ordine di tipo ellittico, Ameriean Journal of vol 

N. 3, July 1947.
(5) Detta ra la -normale interna porremo

"..

Indicata con v la direzione avente come coordinate le quantità i ahk cos (xh , n) "
h=1

si osserva che -- è proporzionale alla derivata della it secondo tale direzione, epperò è
dv

improprio l’appellativo di derivata conormale, ma esso appartiene ormai all’uso comune e

ad esso ci uniformiamo.

(6) Seguendo PICONE dirò che u (P) è biregolare se è ivi continua assieme alle

derivate prime, frontiera inclusa. ,
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Tale funzione è certo esistente se, supposti i coefficienti della (1),
/’ ed g¡: 9) convenientemente regolari, la a (P) è la traccia su [/1 9) di una fun-
zione continua, assieme alle sue deriv, te fino ad un dato ordine, in tutto

9) (1). Assunta come nuova incognita la funzione u - v , che seguiterò ad
indicare con 5 il problema che si tratta di risolvere è il seguente :

in 5

Sia 9)’ un dominio regolare contenuto in C e contenente 9) e tale che

~ ~.~ ~’ ~ ~1 ~. Indicata con G (Q , P) la funzione di GREEN per il proble-
ma di DIRICHLET relativo all’equazione =f nel dominio 9)’, dimostrerò
che se e 8 (Q) sono due funzioni definite su ff2 0 e verificanti per

ogni P’ in ~’ - ~ l’equazione

la funzione definita dall’eguaglianza

verifica in ~ - ~~ n la (2) e su ~ ~ le (3) in un senso che verrà ben preci.
sato in segui to.

Assegnata~~ quindi, su ff22) la funzione b (Q), la dimostrazione dell’esi-

stenza di una funzione appartenente alla classe delle soluzioni della (2),
per cui valgono le formule (4) e (5), e verificante le (3) è ricondotta a quella
della soluzione dell’equa,zione integrale di prima specie (4) nell’ incognita
/~(9). Tale questione viene risoluta col teorema XI del presente scritto.

Nell’ ultima parte del lavoro farò vedere come il procedimento si esten-

da ai sistemi lineari di equazioni del secondo ordine, di tipo ellittico, auto-

(7) Cfr. G GIRAUD, Sur le problème de Dirichlet généralisé; equation8 non lindaires à m

vai-iables, Ann. Ec. N. Sup. t. 49, 1926, p. 1-128. M. GEVUEY, Deteimination et einploi des

fonction8 de Green dan8 les problemes aux limites relatif aux equation8 linéaires du type ellipti-
que, Journal de Mathém. t. 9, 1930, p. 1-80.
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aggiunti e quindi come possa, in particolare, conseguirsi il teorema di esi-

stenza per il problema al contorno misto relativo al classico sistema delle

equazioni dell’equilibrio di un corpo elastico. 
_

1. -- Richiamo di taluni noti risultati e teoreina d’ inversione.

Suppongo che in C le funzioni (thl, siano di classe 3 e che c sia di clas-

se 1 (8). In queste ipotesi rimaue assicurata l’esistenza di una funzione

F (Q, P), simmetrica rispetto a Q e P, soluzione fondamentale dell’equazione
E [u] = 0 in A (9). Ammetto, inoltre, che la frontiera -,Yg di D e 
di 3)’ siano costituite da un numero finito di ipersuperficie regolari, chiuse

di classe 2. Posto ,F, &#x3E;g - supporrò che si componga di un

numero finito di ipersuperficie aperte e che, quindi, sia tale l’insieme
non vuoto

Porrò

Si osservi che è un insieme chiuso ed f1 9) un insieme aperto.
Farò uso dei due seguenti noti teoremi.
I. - la funzione continua ~* (Q), verificante la condizione

se 0 in D , esiste una funzione u* (P) continua in D e avente derivate pri-
e seconde continue in verificante ivi l’equazione E [11] = 0 e su

condizione

(8) Dicendo che f (P) è di classe h in C intendo che essa è continua in C assieme alle
sne prime k derivate parziali.

(9) Cfr. E. E. LEVt, Sulle equazioni lineari totalmente elliltiche alle derivate parziali, Rend.
Circolo Mat. di Palermo, vol. 24, 1907, pag. 275-317.

(1°) Le dennizioni di ipersuperficie chiusa o aperta le intendo conformi a quelle date

per le varietà regolari, ad un numero qualsiasi di dimensioni di uno spazio euclideo, nella,
mia Memoria: Sull’integiazione in grande delle forme differenziali e8terne di qiialsivoglia grado)
xevista Matematicas y Fisica, teorica, Universidad Nacional de Tucuman, v. 6, 1947,
pp. 51-70. 

°

, (11) Se 9 è un insieme indico 1’insieme derivato

(12) Cfr. ad es. G. GIRAUD loc. cit. (2) cap XI : lineaire de pp. 257-269.
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II. - Esiste la di GREEN G (Q, P) pe1’ il di DIRI-

CHL ET relativo all’equazione E [u] = f nel dominio 9)’ (13) e questa è funzione
biregolare di (P , Q) se questi vai-iano in due domini senza punti in comune (14).

Per quantr riguarda la funzione u* ( 1’) di cui al teorema I, si può di-
mostrare che

111. - La funzione n* (P) del teor, I possiede le derivate di qua-
dr°ato sommabile in ~.

Detta funzione u* (P), come segue dalla dimostrazione del teorema di

esistenza 1 data dal GIRAUD, può mettersi sotto la forma seguente

essendo r ( P) una funzione continua in 9 assieme alle derivate prime, T (Q)
continua su fl# ed L (Q, P) continua assieme alle derivate prime e seconde,
se Q =1= 1), e verificante le limitazioni

con g costante e dove il secondo membro della, prima limitazione va sosti-

tuito da g log K/P Q per m = 2.
Ne viene allora, detta H una conveniente costante

Si consideri la funzione dei punti P, (2 , 111

(i3) La, soluzione del problema di DIItICNLE’l’ nel dominio ~,)’ potrà allora mettersi sot-
to la forma seguente

(14) Cfr. Loc. cit (7).
(15) Cfro Loc. cit. (12).
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per P variabile in 9 e Q ed M Fissati comunque Q ed M si ha

con B costante dipendente da 0. Poichè la funzione al secondo membro è

sommabile su [~ ~~2, prodotto topologico per se stesso, ne segue che
è finito 1’ integrale

e quindi rinterrale

donde la tesi.

Fondamentale interesse per la nostra trattazione riveste il seguente teo-
rema d’ i nversione :

IV. - Siano ~~ (Q) e b (Q) due funzioni definite su ff2 0 e ivi sominabili,
le quali, per ogni P’ contenuto in 9’ - D-D verifichino l’equazione

.La, ,ficnzione che ín 91 - è definita dall’eguaglianza

soddisfa ivi all’equazione E [u] = 0, verifica le seguenti condizioni al
contoi-i&#x26;o

se è su

per quasi tutti i _punti M di
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Comunque si fissi M esso avrà distanza positiva 0. È
ovvio che ri s alta

D’altra parte la funzione quando 9 converge unifor-

memente al variare di Q su if2 9) e pertanto, poichè G (Q, M) è funzione

di Q identicamente nulla su if2 9), y per il teorema della derivabilità, si ha

uniformemente rispetto a Q su f2 Ne segue

e quindi la (6). Per dimostrare le (7) tenendo presente che si ha

con .g costante e con g (Q, P) cantinua con le sue derivate prime quando
Q e 1’ sono interni a D’ , non c’è che da ripetere i ragionamenti che FAME-
RIO ha seguiti per dimostrare il teorema, uguale a quello in questione, ma
con P) al posto di G (Q, P) (16).

Indicheremo con ó. la classe delle funzioni continue in 3) 2013 ~ ~? nulle
su if1 52), aventi derivate prime e seconde continue in -D- FD verificanti
ivi l’equazione J57 [u] == 0, per le quali inoltre, esistendo i limiti (7), risultano
verificate le (4) e (5).

La classe Su contiene quella delle soluzioni biregolari in 9 dell’equazione
E [u] = 0, che si annullano su ..

Dal teorema IV segue ovviamente che

V. - Condizione e sufficiente pe1.chè esista una soluzione del

problema (2), (3) appartenente alla classe Eu è che aniiiietta soluzione l’equa-
zione integrale di prima specie (4) nell’incognita ,u (Q).

Il teorema d’esistenza per l’equazione (4) verrà dato al N. 3.

(16) Cfr. loc. cit. (4). Il teorema 1V in un caso particolare è già stato dimostrato da
A. GHIZZETTI, Sui metodo della trasformata parziale di Laplace ad intervallo d’integrazione fi-
nito, Rend. di Mat. e delle sue applicazioni, 1947, pag. 34 e Applicazione del metodo dellanito Rend. di Mat. e delle sue applicazione 1947 pag. 34 e del della

trasformata parziale di Laplace al problema di Dirichlet per l’equazione A,&#x3E; u - 12 u = f in n
variabili, Rend. Seminario Matem. Università di Padova, 1948, pag. 72.

6 Annali della Scicola Norm. Sup. - Pisa.
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2. -- Teoremi preliminari.

VI. - è una, dominio limitato dello spazio ad m dimensioni e 
una di funzioni, soluzioni in ~~ - ~ ‘~ dell’equazione E (u) = 0, la

quale converge in inedia -sit q), essa allora converge in ogni in-
.916m6 chiuso eonteouto in q) - g. q) e lo stesso avviene delle successioni .formate
,-on le derivate _prime. La funzione limite della successione verifica in
~ - ~’~ l’equazione E [u] = 0 .

Sia Co un insieme chiuso contenuto in e sia ~oo una quantità
reale positiva tale che, fissato comunque P - x2 ~ ... , xnz) in Co , 9 il do-

minio definito dall’inequazione

risulti contenuto in

Posto

e detto 9)r il dominio limitato avente per frontiera l’iperellissoide d’equa-
zione g2 (P, Q) = r2, sussiste per O  1’::;: Qo la seguente formula, caso par-
ticolare di una più generale dovuta al applicabile ad ogni fun-
zione u soluzione in f - di E [u] == O :

essendo km = (in - 2) 6~~ e 6r,~ la misura ipersuperficiale della ipeisfera di rag-
gio 1. Nel corso di questa dimostrazione supporremo ~~&#x3E;2~ ma è ovvio co-
me vadano modificate le cose, che verremo a dire, per m = 2.

Si ha 
’ 

.

(’7) Cfr PICONE, di .Anali8i Snperiore, Rondinella, Napoli, 1941, pag. 800.
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laddove il PICONE dimostra il sussistere della seguente disuguaglianza (~8)

essendo 1B (2)) una costante dipendente solo da  .
Abbiamo allora, supposto 0 C ~Oi ~ r ~ Qo, con Qi [ ~o~ , 9

avendo indicato con d il diametro di D e con 11rf (2)) un numero non supe

rato in 9 da I 2,..., 7n) e ~ I c I .

Diciamo 1l(P)1 12(P),’’’""’(P) i semiassi dell’iperellissoide d’equazione
92 (P, 1 ~) = 1, che ha quindi equazione canonica :

Introduciamo il sistema di coordinate curvilinee ~ i

dennite dalla trasformazione

(18) Cfr. loc. cit. (17) pag. 797.
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Un punto Q viene determinato una volta assegnato un punto Qo =
= (91, 02 5.. ~ y Om- 2, 5 q», sulla sfera unitaria co (P) di centro P, e la quan-
tità non negativa e. Detto 1 (#) un numero non superato in 9 da nessuna
delle funzioni li ( P), l2 (P), . , . , lm (l» si ha

e quindi, tenendo presente che il determinante L1 della matrice il ~ I vale

1, si ottiene

Dalla (8) integrando i due membri nell’intervallo Ü?1 , po) si deduce

cioè

con #) costante che dipende unicamente da C~ e 9 .
Abbiamo allora

e quindi la convergenza uniforme in

(~9) Allo stesso risultato può pervenirsi sfruttando noti teoremi di media per le so-

luzioni delle equazioni di tipo ellittico. Il prof. PICONE, per il caso 1n = 2, mi ha indicato
il seguente teorema di media, che trovasi in un suo vecchio corso

essendo F ~x , y , ~ , ~) 1,-t soluzione fondamentale di E (u) = 0 - che non occorre supporre
autoagginnta o di tipo ellittico - v (x, y, E, n) una soluzione regolare dell’equazione ag-
giunta che vale 1 per x = ~ , 7 =--,q e y una linea di livello della funzione F (x , y , ~ , r¡),
che contorna il punto (~, ii).
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Per dimostrare la convergenza uniforme in Co delle successioni delle
derivate può ragionarsi al modo seguente. Sia 2)* un dominio avente fron-

tiera di classe 2, contenuto ~’ ~ e contenente Co nel suo interno. Di-
ciamo G (Q, P) la funzione di GREEN per il problema di DIRICHLET, con-
siderato nel dominio 0*.

Poichè si ha per P in Co

ne segue l’uniforme convergenza in Co della successione Detta u la

funzione limite di ~uh~, dalla relazione

passando al limite per h -- oo , si deduce

epperò u (P) verifica in 9, - 9 ~,~ la E [u] = o.
, 
VII. Se la.Funzione V (Q) è di quadrato sommatabile nel 

indicata con oc ltna quantità di m 5 è pure di quadrato sommabile .la

funzione 
-

e si ha

essendo L una costante che dipende solo da 2) numero positivo clte di -

pende da a e da fil.

(20) Si constata facilmente appliea»ndo i teoremi di TONELLI e FUBINI sugli integrali
multipli che per quasi tutti i punti Il di 5i)

è funzione sommabile sn #.
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Per dimostrare la sommabilità del quadrato di basta ripetere un

ragionamento analogo a quello fatto per dimostrare il teor. III.

Si ha inoltre

e riesce, detta una costante che dipende solo da ~:

se

se

se

m
Sicchè per a  2 avremo2

Per oc = 
m 

si ha invecePer (X == 
2 

si ha invece
2

Mentre infine per a &#x3E; si ha2
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con che si vede che il teorema è ricondotto dal caso relativo ad a a quello
relativo a 2 a - 1n  a . Iterando il procedimento un numero conveniente

di volte si perverrà ad un esponente 5 M e quindi alla dimostrazione del-2
la tesi.

VIII. - b’e è una successione di soluzioni biregolari in D) dell’equa,-
zione E [ti] 0 ~ tale che la successione di vettori grad Uh) converga in media
in 0, la successione converge essa pure in media in 0, se non è
ivi e = 0, mentre se è e =0 può determinarsi una successione Yh di costanti
ta,li che uh -+- 1 in in 9

Indico con N (Q, P) la funzione di GREEN per il problema di NEUMANN
relativo al dominio D (21) . Si ha allora se c 5)a 0 in -9 , detta u (P) una so-
luzione biregolare in ~ di E [uJ = 0

e se è c == 0 ~ detta 7 una costante

Poich &#x3E; si ha, dette E1 E2 , 9 - - - Em le coordinate di Q

posto V 1= i , applicando la formula di GREEN e con ovvie mag-

giorazioni si deduce

(2i) La funzione P) può decomporsi al modo seguente

essendo di No (Q, P) una funzione di Q, la quale, per ogni fissato P very

fica la E [u] = 0 , e la seguente condizione al contorno

se

se
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con H costante positiva dipendente unicamente dai coefficienti dell’equazione
E [u] = 0. Ne segue, per il lemma precedente, a seconda che è c =1= 0 , y o, e - O

donde la dimostrazione del teorema.
IX. - Se uh è una suceessione di soluzioni biregolari in D dell’equazione

E [uJ = 0 e se la successione grad Uh) converge in media in D, essa conver-

ge uniformernente nellliiiterito di -9, .
È un ovvio corollario dei due teoremi precedenti. Altro fondamentale

teorema per il conseguimento di quello d’esistenza che abbiamo in vista di
dimostrare è il seguente :

X. - Sia S il cilindro dello spazio cartesiano (u!, u2 , ... , ur , e), de-

scritto al variare di M - (ul , u2 ... , ur) nel dominio limitato A dello spazio
(u! , u2 ... , ur) e di G nell’intervallo chiuso (0 , eo). Detto A2 un dominio

contenuto in A e avente minore di quella di A, sia Ai = A - A2 e

sia 1 v(1-~) (M, una successione di .funzioni definite in S , che siano ivi continue
assieme alle derivate parziali prime, siano nulle in A, e tali inoltre che la

successione di vettori grad converga in ’Inedia i t S ed uniformemente in
ogni insieme chiuso contenuto in S.

È possibile determinare una successione crescente di indici k1 ~ k2 ~ ..., kh, ...
tale che la successione (M , converga un formenente in ogni insieme
chiuso interno ad S verso una funzione v (M , 9) clie gode delle seguenti proprietà

1°, è continua assieme alle derivate parziali pricne in S - F S ;
2°. , fissato quasi ovunque M in A esiste il limite

3°. nei punti di Ai , dove è ’riesce ,u (M) = 0 ;
4°. la funzione v (M, r O) è funzione di M uniformente sommaible in

A al variare di e in (0 , 
Per le ipotesi ammesse la successione (V(k) (M, g) j converge in media in

S. Diciamo «) (M, e) la sua funzione limite e poniamo
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La funzione fk non negativa, è quasi continua e sommabile in A

e si ha, posto d U = d Ui du2 .. , d u,

Possiamo allora determinare una successione crescente di indici k1,
k2, ... , 5 lch ~ ... e un insieme di misura nulla N, contenuto in A , tale che

per ogni punto ~~I di A - N, si abbia

cioè

~e segue che la successione di funzioni di o : V(:h) Q), per ogni fis-
sato in A -- N, converge in media nell’intervallo (0 , Loo) verso T) e) -
Sarà allora, fissato comunque ~o tra 0 e eo ,

cioè

Scegliamo un punto in N e una quantità p tale che sia

O C p  Si ottiene allora

1

Pongo
(11 B

Fissato poi ~O) in S - Jl ae e indicato con d (~11 , 9) il vettore di com-

ponenti (d d l’2 ... , porrò




