
ANNALI DELLA

SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISA
Classe di Scienze

LUIGI AMERIO
Studio asintotico del moto di un punto su una linea chiusa,
per azione di forze indipendenti dal tempo
Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3e série, tome 3,
no 1-4 (1950), p. 19-57
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1950_3_3_1-4_19_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1950, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1950_3_3_1-4_19_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


STUDIO ASINTOTICO DEL MOTO

DI UN PUNTO SU UNA LINEA CHIUSA, PER AZIONE
DI FORZE INDIPENDENTI DAL TEMPO

LUIGI AMERIO (Nlilano)

un recente lavoro (1) studiato 1 comportameuto asititotico. per
t -- + 00, integrali Ì dell’equazione

B, C  B costanti positive), nell’incognita y (t).
La (1) si è presentata al Bottani (2) nello studio teorico 

dei sincroni e(1 è anche l’equazione del Jl1oto di un punto che descriva
una circonferenza, in iiii piano verticale e iii un iiiezzo che opponga resi-

stenza viscosa, sotto Fazione (lellil gravita e di una forza tangenziale co-
stalte. La stessa equazione e stata oggetto di una ricerca del Tricomi (3),

 allo scopo di determinarne una soluzione che sia somma di una funzione

lineare e di una funzione periodica del tempo t.

integrali i della (1) si suddividono 111 tre che ho chiamati

rispettivamente: integrali integrali integrali 

(1) L AMERIO, Determinazione delle condizioni di stabilità per gli integrali di un’equa-
zione Ann, di lB1at. Vnl. dedicato n F. SEVKRI.

(2) l,a matematica Rond del Sem. Mat. e di

Milano Vo1. IX, 1935, pp. 181-183.

e) F’. TRICOMI, Integrazione di un’equrtzione differenziale presentatasi in Ann.

della R. Norm. Sup di Pisa, Serie II, Voi. ll, pp, 1 20.

(1) Gli instabili risultano effectivamente tali nei senso che a questa pai-ol.-.
si dà iu Meccania, prechè n condizioni iniziali di pochissimo dn quelle
che caratterizzano nn integrale instabie viene a corrispondere un integrale stabile o nn

integrale divergente. Lo stesso non avviene invece per g.li stabili (o divergenti)
alterando di quantità abbastanza piccole 1P condizioni inizia i relative llo nno lli

tali integrali, alle nuove condizioni corrisponde iiii integrale stabile (o divergente).
La, stabilità considerata è, naturalmente, stabilità futtwa (ctr. G. Equazioni

nel campo II, pp, 1 :1) perchè ~~ r feriace ai 5~~-

lori del tempo successivi all’istante ixiizilh.
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prinii i tendono al 1 corrispondente
, ,

alla posizione di equilibrio statico stabile punto sullU circonferenza ; i
secondi tendono al valore fl = n - a, corrispondente alla posizione di equi
librio statico instabile; gli ultimi (clie possono anche mancare) tendono a

+ oc, come la soluzione di Tricomi.
Le condizioni iniziali che i vrrri tipi di integrali inol-

tre individuate una volta noti gli integrali 
Poichè questi sono due, caratterizzati da ben precise condizioni, si ri-

cava che la conoscenza dei due soli integrali instabili permette (11 dedurre il

comportamento asintotico qnalitativo di tutti gli integrali della (1).
Scopo della presente Memoria è di estendere i risultati ottenuti per a

(1), studianrdo l’equazione, assai più generale,

con ,f ~y , y’) funzione per iit-

((lle /~(2/?~)? cornc di JI,

di y’ e pf1’ ogni y,

La (2) è Inequazione del 1l10to (li un punto Q sii una linea r 

qualunque (in cui y designi l’ascissa curvilinea) sotto l’azione (li una forza

funzione del posto P dcHa 

Se poniamo j)»1

(2) si scrive nella 

e, in tal modo, la forza che agisce sul mobile appare come la differenza tra

una forzac 1notrice F (y), funzioue del posto, e una R (y , y’),
funzione del posto e della velocità,, nuna per y’ == 0 e crescente con y’, Le

(3) si scrivono anche, per le (4) e (5),
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e sono largamente verificate se, come avviene in molte applicazioni, Il (y, y’)
diventa infinita con y’.

Poiché risulta, per la (5), R (y , 0) 1 0, le posizioni di equilibrio statico
sii 1’ corrispondono alle radici dell’equazione

Noi supporremo tali radici (se ve ne sono) tutte Allora se, in

radice y , -isiiltt (y)  U , y è, su F, itit(c posizione di equilibrio 
tico stabile; risultlt F’ (y) &#x3E; 0, y nna posizione di equilibrio
statico instabile.

Chiaineremo stabile un integrale y (t) della (2) se, per t - + 00, il punto
Q(y(t» tende, sii r, a una posizione di equilibrio statico stabile ; instabile

Se Q tende íL una posizione di equilibrio statico instabile; infine diremo di-

un integrale ce y (t) tende a 1-- 00 o a oo (a seconda che F (y)
abbia, in un perio(lo, valor medio u positivo o negativo.

Come risulterà dal segtuito, sono qneste le sole eventualità che si possono

presentare. Inoltre gli integrali instabili sono lll numero fiuito e la loro co-

noscenza permette, anche per la (6), di individuare le condizioni iniziali clie

caratterizzano gli integrali stal)ili e gli integrali divergenti.
Questi ultimi hanno poi, per t - -t- cxJ , un eoml)ortamellto che può

assai hen precisarsi. Si dimostra infatti sotto una larghissima condizione che tGlt
integrale divergente è di funzioine lineare di t, di nna funzione

e di per t -- -j-- 00. Il termine infinitesi-

mo manca 111 corrispondeaza della soluzione di Tricomi (che esiste anche per
la (2)).

Inoltre, zl lineare e il Ner’iocizco sono sostanzialmente i 

iier tutti gli poichè si passa dai te - i i ti relativi a zcct integrale (t

quelli relativi (t un con nno spostamento dell’origine dei 

1. - ill quel che segue (senza pregiudizio della generalità)
che (y ; y’) eocaze , (li i y, 2 ¡r.

Osserviamo poi che, per le condizioni precedentemente indicate, esiste

ed è unico l’integrale y (t) della (2) soddisfacente alle condizioni iniziali

comunque siano scelti to, 
Mostriamo che y(t) è prolungatbile in tutto l’intervallo 
Si l~a per le (4) e (5) (osservando che è y’ R (y, y’) &#x3E; 0 per tutti

i valori di y e jy’) ~ ,

dove il massimo della funzione ) I .
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La tesi segue allora dall’osservazione che, tutti gli dell’equa-
zione

sono prolungabili nell’intervallo

Consideriamo ora l’intervallo - c&#x3E;J 2013t0 e osserviamo che. posto z _= -- t9
10 = -- to, ld (2) xi trasforma nell’equazione

con funzione della variabile u.

il massimo di /(//)  I 
I J’ (y , u Ì ) per 0  y 2n nun (6) se 

un valore a &#x3E; 0~

y ~t) è -- CX) W to 7 cioè esiste

sit tutto l’asse t.

Importa però rilevare che, se non 1« (9), l’integrale y (t) può non
,essere prolungabile in t1ttto oo -- 

Consideriamo infatti, ad esempio, l’equazione

Prendiamo y’ in modo che sia i-’Jy Ì e integriamo tra i 

Si ha

Se ora facciamo decrescere t a partire dai valore to , il secondo mem-
bro è negativo:prechè lo sia anche il primo deve risultare quindi

(5) L. AMERIO, l’u di Analisi per lo studio moti 

Rend R. Acc. d’Italia, Serie VII, III, 1942, p. 421.

6) L. AMEuro, loc. ojt. in (5), l’..i19,



23

(essendo f (y’) funzione decrescente). Se allora risulta

finito, è necessariamente

cioè l’integrale y (t) non è prolungabile per
Osserviamo infine che nella (6) si può (e lo faremo sempre in

seguito) non negativo il vltlor ,u di F (y) nell’intervatllo 0  2 :

Ammettiamo infatti che sia

e operimno la trasformazione y _ - z. Si trova allora

sicché l’equazione (2) si scrive

In (z, z’) è funzione decrescente di z’ e risulta, per le (3),

Si ha poi, per la (11),

2. - Se poniamo y’ ‘ p, la (6) equivale al sistema di due equazioni
del primo ordine

nelle incognite (y (t) 1 p (t)~,
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Questo può avere come costante (a, b} soltanto la soluzione

{y , 0} , essendo y una radice dell’equazione k8).
Le soluzioni cnstccrzti corrispondono perciò alle posizioni i di sta-

tico del 1nobile sulla linea T. Esse vengono a se F (y) non si 
’

’Le altre soluzioni (y (t), 11 (t)~ definiscono nel piano (y , p) delle linee re-
golari L (dotate cioè di tangente variabile con continuità), dette, secondo la
consuetudine, le dèl sistema (12). Che tali linee siano regolari
segue immediatamente dall’osservazione che se, per un valore t, risulta

y’ (t) - p’ (t) 0 ~ è anche, per la prima delle (12), p (t) = 0 e quindi

R (y (t) , p (t)) == o. Dalla seconda delle (12) segue allora F (y (t» ~ 0 ~ cioè

y (t) è una radice della (8). Per il teorema di un cità si ha allora, per ogni
contro l’ipotesi che {y (t) , ia (t)} definisca una caratteristica.

Si noti inoltre che, in virtù di quanto si è detto nel § 1 e di un teo-

ren1a di Bendixson (7), se la caratteristica L ha parte L’, corrispondente
ai valori t c t’, la si in limitato del (y ; p),

(y (t), h (t)~ è definito in - oo - + 00.
Osserviamo ora che le caratteristiche del sistema (12) corrispondono a
e sole le soluzioni, nel piano {y , y), dell’equazione differenziale del

primo ordine

Questa ha come p1tnti singolnri (nel senso di Poincaré) i punti (y, 0),
dove y è una radice della (8).

Si noti che, per la prima delle (12) e per la (13), un arco di caratteri-

stica situato nel semipiano p ~ 0 è percorso, al crescere di t, da sinistra a

destra, un arco situato nel semipiano p C 0 è percorso da destra a sinistra.
Inoltre una caratteristica che incontri 1’asse y (in un punto non singolare)
incontra tale asse ad angolo retto.

Infine, nessuna caratteristica passa per un punto singolare in corri-

spondenza di un valore t’, firlito, di t perchè in tal caso coinciderebbe con

la soluzione costante ~y , o~.

3. - Per quel che seguirà conviene dimostrare alcuni lemmi.

LEMMA I. abbia. del ordine nell’incognita q (y) :

(7) I. BENDIxSON, equations differentielles, Acta Math.,
Vol. XXIV, 1901, p. 7.
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cun W (y , q) funzione continua nel dominio
e f3 (y) funzioni periodiche, ni periodo 2 n, e continue. Inoltre

1jJ (y , q), di y, sia di 2 7r e per ln (14) ualga
il di i íit di condizioni iniziali q (y) =
= q (con (y, q) punto di I)).

Allori, .se lcc (14) nell’intervallo yo 1- + oo (oppure - yo)
rcrrcL linea integrale q = q (y) contenuta i t D5 anche, in DI uit

integrale periodico q = q* (.N,), di pei-iodo 2 -,7, al è asintotica Lcc sol-tc-

zione q - q (y) nel senso che 9-isiilt(t

Si ha, per ipotesi,

Se è 37r)-=-(y0) i integrale q (y) è periodico, di periodo 2 71-

Sia ora, ad (yo + 2 n) &#x3E; q (yo). In tal caso è anche

per Infatti, per la heriodicità di y~ (y , t~) come funzione di y, è un
integrale della (14) anche la funzione q1 (y) = q (~ -~- 2 ~r) e, per il teorema

di unicità, la linea integrale l0 di (y) non può avere

punti comuni con la linea 1 di equazione q = q (y;.
Poichè risulta sarà allora, per &#x3E; y« ,

cioè varrà 1a (16).
Posto

le funzioni q,, (y) (tutte integrali della (14)) costituiscono una successione cre-
scente, risultando

Esiste perciò il limite

ed è

Inoltre si ha

cioè q* (y) è funzione periodica (li periodo 2n,
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Si ha poi dalla (14), integrando tra yo e y,

Se H è il massimo, iii D, di i V (y, q) , , risulta infine,

e quindi per il i teorema di Arzelà-Lebesgue, è lecito nella (18) passare al
limite sotto i L segno di integrale.

Ne segue

/~ (y) 8 funzione continua. Inoltre, dalla continuità, in IJ, di

W (y , q) segue la continuità di V (y , q* (y)). Dalla (19), derivando, si ricava

allora che q* (y) è un integrale della (14).
Dalle (18) e (19) si deduce inoltre, che la successione ~q" (z)) converge

a q* (z) uniformemente nell’intervallo Ji i Perciò, preso ad
arbitrio E &#x3E; 0, si può determinare in corrispondenza un indice ne in modo

che, per e qualunque sia z in J, risulti

Poniamo ora y = z + 2 n JT e osserviamo che è

Dalla (20), per , ~75 segue

cioè la (15).

11. Nelle stesse ipotesi del I, se la (14) in D,
zcna soluzione periodica q = q* (y), questa ha, recessariamente il periodo 2 n.

Inoltre, se (y , q) è funzione crescente (o di q, tale soluzione pe-
è unica.

Supponiamo che esista una soluzione q -- q (y), periodica e di periodo
Y; Esiste allora, per il lemma I, anche una soluzione q = q* (y), periodica e
di periodo 2 ~75 cui è asintotica q (y).
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Diimostrianmo clie risulta, necessariameute,

Infatti, preso li &#x3E; 0, possiamo determinare 178 in modo che, 
risulti

la periodicità e continuità di q* (y) si può poi determinare 

in modo che, per ogni coppia Y2) soddisfacente alla limitazione

risulti

Per sarà alluia, per le (22) e (23),

Prendiamo ora, ad arbitrio, un valore y e determiniamo (come è possi-
bile) due interi positivi m, it in modo che sia

Posto risulta allora, per le (23) e (24),

e quindi, per l’arbitrarietà di y e di 8, si ricava la (21).
Il resto della tesi segue da una opportuna generalizzazione di una pro-

posizione del Tricomi (8) (relativa alla (1)1.
Supponiamo infatti che y (y, q) sia funzione crescente di q e che esista,

oltre a q (y), un’altra soluzione, q (y), periodica (e necessariamente di periodo
2 ~~. Sarà, ad esempio, per il teorema di unicità,

Poichè risulta

(~) F. TRICOMI, loc. cit, in (3), y, 7.
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integrando la (14) nell’intervallo O I - 2 n iu corrispondenza delle due xolm.

zioni q (y), q (z/), si ricava allora

ciò Infatti e8sendo funzione crescente di q risulta

4. - Studiamo dapprima il per t -· + oo? de-

gli í ute,grccli della (6) supponendo

in tutto () ~-I ~ n.

Per le (3), l’equazione

ha una unica solnzione y - () funzione continua. periodica e di
o

Inoltre, poicliè risulta  O (essendo p) funzione decrescente

si ha necessariamente
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La linea a, di di per l’equiazione
(13)) è perciò situata iipl r detto poi -r il dominio delimitato

superiormente da U e inferiormente dall’asse y, e osservando che è

si ricava

nel punti interni a T

nei punti esterni H T.

Siano 1Jl il minimo e il massimo, positivi, di (/) e sia 

un integrale dell’equazione (13), soddisfacente, 2013 a, alla condizione

iniziale g(a):=:B con

Dimostriamo clie la funzione g (y) e definita nell’intervallo

soddisfa ivi alla limitazione

(‘?G) segue dall’osservazione elle g (y) è funzione crescente nei punti
della striscia interni a r, decrescente nei
punti esterni a z. Non può allora essere, nd esempio, iii iiii punto

perchè esisterebbe un con per
Allora q’(y) dovrebbe essere positiva in an punto E1 dell’inter-

vallo ~ - y~ ciò che è assurdo perchè i
li oltre g (y) è definita nell’intervallo a - i- oo. Infatti, detto ii 

mo snperiore dei valori di y cui é definita lu funzione l/ (y), si 

per y  71, integrando la (lls),

ed è, iii 1&#x3E;,
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con K, costante positiva. Perciò, è finito., g (y) tende, per 
limite finito

Se a.llora si pone eguale a questo limite, si può prolungare la lia ea

integrale p = g (y), n partire dal punto (ii ,g (q)) ; i~~ un intorno destro di n ,
ciò che è assurdo. Deve perciò essere ii = + oo .

Esiste tlloi-a, il I ~ 5 una oi 2 ;7 ,
(13) :

Inoltre la, (v) è + alla 1)* (y), nel sen-

so che rzsulta

Proviamo ora che ngni L (y (t), p (t» è nel piano
(y , 1» , allcr, caratteristica di p w p* (y) , nel che l~

pei. t abbastcrnza grande, cartesiana p = g (y) e vcr,le lcc (28).
Supponiamo infatti, dapprima, che L abbia un punto P (y, p) al di so-

pra di L* : sia cioè _P &#x3E;_p* (y). Allora L è (per il teorema di unieità) sempre

a~I di sopra di L* : ri-sulta perciò e(1 L ha, un’equazione carte-

g (y) , Inoltre, osservando che fuori di z la è negativa.
dy 

’

si ricava clie g (y) non potrà mai superare, per y &#x3E; y, il più grande, N ;
dei due numeri p ,M sarà inoltre p &#x3E; m . La funzione g (y) risulta allora
definita nell’intervallo y 1- + oc e soddisfa alla limitazione

Per il lemma I la soluzione g (y) è perei ) asintotica a una. soluzione
periodica, di periodo 2 c _-_ 1 (y), goddisfacente alla medesmia limitazione.

Ora posto, per q&#x3E; 0,p =q, Ri trova che q (y) soddisfa per la (13)
all’equazione

...
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dove y (y, q) risulta funzione decrescente di q, nel semipiano q ] O . Poiché
questa equazione non può ammettere, nella striscia c q c ’2 , per il

lemma II, due soluzioni periodiche distinte, si conchiude che è h (y) _--- ~~ (y)
e vale la (28).

Supponiamo ora che L abbia un punto I’ (y , p) (le coordinate di P sono
indicate nella fig. 1 con (a, ~) o con (y , Ö), nei due casi considerati) al di
sotto di L~ . Allora, se è la tesi è già stata provata ; se è 0 p  1n ,

g (y) ha andamento crescente in un intorno -I y1 di y : risulta

p (yi) &#x3E; 0 e, detto il minore dei due numeri m e la caratteristica

.~ risulta contenuta, per y,-,~ y, , nella striscia e si conchiude

che è ancora asintotica alla p* (y) .
Supponiamo infine p ~ U . Scritta la (13) nella forma

si trova che y è funzione decrescente di per p --- 0 . Si lia, poi, per

il minimo nella striscia

Perciò .L interseca l’asse y 111 un punto ~ situato alla destra
dell’intersezione di tale asse con la retta i- spiccata dal punto P con coef-

ficiente angolare v °(rispetto all’asse y). Prolungando poi L a partire da,
P

tale intersezione, si ricade nel caso precedente e si deduce la tesi.

Si noti inoltre soluzione periodica della (13).
Intatta se esiste un’altra soluzione 11 ! Vi (yl , periodica e di periodo 1-,

questa deve essere asintotica a e allora, per qnaoto si è detto nella

dimostrazione del lemma 1I~ coincide con p (y) .
Si riconosce iufine immediatamente che, per t -· + oo , t2c,lte le 

della (2) soi o divergenti a + oo ,
Sia infatti L una caratteristica qualsiasi. &#x3E; t abbastanza grande

L avrà un’equazione p = p (y), con

per la, della (12), è
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si ricava integrando tra i limiti 5

e quindi

ed y tendono contemporaneamente
Risulta perciò

cioè la tesi.

Possiamo inoltre in 1nodo assai il 0,Sigi-

totico, per t --. + oo , della y (t) che, ilei punti della, ca-

L*, 

Osserviamo, innanzi tntto, che, per essere m c (y) (32) è
Rp (y ; p) &#x3E; O pe1’ p &#x3E; soltanto per m  p- M .

Consideriamo ora una caratteristica L #y (t) . ? (t)} e prendiamo t CORÌ
grande che, per 0 abbia, nel piano (y, p), an’equazione cartesiana

p ~ p (y), oPe p (y) soddisfa alla (29). Poniamo inoltre

e, per "

Segtie allora dalla (30) liquazione

da cui si risolvendo rigpetto a y ,
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Posto poi

si per le (33) e (34),

Dimostriamo se vale la (32), risnltn

finito,.

Si lia infatti, pPU (13),

p quindi integrando e y,

Per le (28) e (29) è poi

e quincli lalla (37) 

cioè è funzione integrabile iiell’iiitervallo .
inoltre che la differenza sempre lo stesso

segno e lo stesso avviene di perchè R (y, p) è

funzione crescente di p.

a, Annali dMt Scuola Sup, - 
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Ne segue che anche l’integrale

."

esiste finito. 
’

Osserviamo ora che (y, p* (y)) è funzione periodica e continua di y.
Per la (32) si può allora determinare un numero c5 &#x3E; 0 in modo che la

funzione (y, p) abbia un minimo o &#x3E; 0 nel dominio C ( -

Per la~ (28) esiste poi un valore

elhe, per y ~ ~~ y risulti

Indicato (y) un conveniente valore compreso tra p (y) e p* (y) si

ha per y &#x3E; y8 ,

Perciò anche, è integrabile nell’intervallo

Se supponiamo, coine é possibile, b  si hn poi, per ? i

e quindi risulta provata la (36).
Osserviamo ora che, posto

si ha (9)

con z (~) funzione continua e periodica di ~, di periodo 7B
Da,lla (35) seyue poi

(9) F. TRICOMI, loc. cit. in (3), p. 15,


