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SOPRA IL PROBLEMA DELL’APPROSSIMAZIONE

DELLE FUNZIONI QUASI-PERIODICHE
di SILVIO CINQUINI (a Pavia).

In una Nota (1) di qualche anno fa abbiamo stabilito due risultati rela-
tivi al problema dell’approssimazione, mediante polino i (li BOCHNER-FÉJER,
delle funzioni quasi-periodiche secondo il secondo dei risultati

contenut,i in tale nostra Nota fornisce un’estensione del beii noto teorema

di BOCHNER: Per ogni successione di oB p (x), (y == 1 , 2, ...) rela-

tiva a una funzione f (x) quasi-periodica - S è

Allo stesso problema è dedicato il § I della presente Memoria,, nel quale
diamo ulteriori proprietà dei polinomi in questione, sempre nell’ ipotesi che
la funzione da approssimare sia quasi periodica secondo tali

proprietà vengono stabilite sotto forma molto ampia (nella quale finora non
sono state rilevate nemmeno le analoghe proprietà per il caso particolare
delle funzioni periodiche " ma abbiamo cnra di rilevare qualche caso parti-
colare che si presenta maggiormente espressivo.

A un ordine di idee un po’ diverso appartiene il § 115 nel quale si con-
siderano funzioni quasi periodiche secondo BOHR. Ricordato che il problema
dell’approssimazione delle funzioni della classe ora citata è risolto in modo
definitivo da un brillante teorema cli BOCHNER, il quale afferma che per

ogni funzione F(x) quasi-periodica (secondo BoHR) esiste almeno una succes-
sione di polinomi di BOCHNER-FÉJER, la quale converge in modo uniforme
in tutto (- oo , + oo) verso ~(~)~ noi enunciamo alcune proprietà delle de-
rivate dei polinomi di BOCHNER-FÉJER relativi a quando si supponga,

(1) S. CINQUINI,. i polinomi di Bochner-Féjer e le funzioni quasi-periodiche secondo

Stepanoff. Istituto Lombardo di Scienze e lettere, Voi LXXVJII (194,4-/15), pp.
39.1-400).
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in più, che sia assolutamente continua sn ogni intervallo finito. Queste
proprietà sono basate sul fatto, da noi posto in luce (n. 8), che la derivata

del polinomio di BOCHNER-FÉJER relativo a F(x) coincide con il polinomio
di BOOHNER.FÉJER relativo a 1]1’ (x).

Infine sorge il problema se alle derivate dellé funzioni che stiamo con-
siderando si possa estendere il teorema di BOCHNER riportuto nelle nostre

primissime righe (noncllè quelle sue generalizzazioni che noi abbiamo ctat0):
ciò iii generale non è veio, come mostrano le considerazioni che concludono

la nostra ricerca e dalle quali si ottiene (n. 12) una condizione necessaria

e sufficiente affinchè F’ (x) sia quasi periodica secondo STEPANOFF, d’altra

parte, se è verificata questn ultima ipotesi la validità di tali estensioni

è ovvia.

§ I.

1. GENERALITÀ. a) Per comodità del lettore ricordiamo la seguente de-
finizione di STEPANOFF (2) :

Una funzione f (x) , (- oo  x  + oo) , l~r quale su ogni finito
sia quasi-continua (secondo TONELLI) e integrabile (Bel senso di LEBESGUE)

con f (x) 1ft, ’ove p è un :&#x3E; 1 , si quasi-peiriodica,
- in corrispondenza t ogni e &#x3E; 0, si può determinare un 1 &#x3E; 0 in
1nodo che iu ogni ,v avente lf,’Iupiezzlt l è con tenuto 

vit i, per il quale 1’is1tlta

qualunque sia il a.

In particolare per u -== 1 , si usa scrivere S iii luogo di 

fl) Rinviando per le altre generalità ul luogo citato per ultimo in (2) ,
ci limitiamo a richiamare quanto segue.

(2) W. STltP ANOFF Übe1’ einige Verallgemeinerungen der fa8t peirodischen 
(Math. Ann., Bd 95 (1926), pp. 473.(98), ~~ 2 ; 3.

N. WIFNFIT. On the repnesentation of fu ctioi s by ti-igo onteli-ical (Math. Zeit-

schrift, Bd 24 (1926), pp. 576-616).
A. S. BESICOVITCH, H. BoHU. Almo8t periodicity and géí ei-al trigonometrical 8erie8 (Aeta

Math. Bd 57 (1931), pp. 203 292), Cap. 11I.

A. S. BESICOVITCH Al,n08t periodic functions. (Cambridge, Univ, press, 1932), Cap II.
S. CINQUINI. Funzioni quasi periodiche. (Quaderni matematici della Scuola normale

superiore di Pisa, n. 4 ; Litografia Tacchi, Pisa,, 1949), Cap. li.
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Se (a, a2 , ...) è una base (3) dell’ insieme (A1, A2, . :.) degli esponenti
di FOURIER della funzione f,’(x) supposta (1)
l’espressione

ove n, , ... ... , Np sono naineri interi positivi e si intende che sia

A quando 1 non è un espo-

nente di FOURIER di /(T)y si chiama polinomio rii di 

Tenendo presente che è

si perviene all’espressione definitiva di OBp (x), la quale, come è noto, è

ove

è il nucleo di inoltre vale 1’vguaglianza

(3) Vedi, per esempio, S. CINQUINI luogo cit. in (2), Cap. I, n. 25, pag. 55.

7. Aninali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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y) Si chiama successione di ogni successione di l)olii ouii di

BOCHNER-FÉJER (x), (p - 1 9 2 g...) tale che, per p - + oo , sia anche

2. TEOREMA A. P (u), il (u), 11 (u) t’l’e funzioni definite per Zc ¿ 0

con. P (0) = )c (0) = 0 ~ continue e negative e supl oni(rmo che 0 (u) sia
convessa secondo che sia

e che 1L (u) sia, sia k (1t) la fiíitzioi e inversa, dí i h (u), e poniamo

f (x) Iiinzioi e S, sia g (x), (- 00  x  -- oo)
contiitut, e (5) Slt ogni fiuito insieme

con H [Ø (2 )] K [Q ( g (x) )J e si siippo&#x3E;iga che sia finito il

e che inoltre l(t funzione ø ( I.r (x) i ) sia ainiforine&#x3E;ieYate integrabile (6).
se a B p x) (i, -- 1 , 2, ...) è 

, 

uitt successione di relativa

a f (~~) , risulta

cc) Per stabilire il l teorema, ennnciato cominciamo a rilevare che ciascuno

dei prodotti

è integrabile su ogni intervallo finito.

(4) In particolare si può prendere N! = N2 = ... = Np = p; 1~~ = n2 = ... = = ( p t )?.
(5) Nella presente Memoria l’integrabilità va intesa nel senso di LEBESGUE.
(6) Per questo concetto vedi, per esempio, S. CIwQUINI, lnogo cit. in (2), Cap. II, n.

4, a), pag. 73.
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Infatti, tenuto presente risulta noi decrescent.e, in virtù della
convessità secondo JENSEN abbiano

da cui

D’altra parte, sicco ne in virtù della (5) possiamo determinare un nu-

mero in modo che, per ogni sia risulta

rileviamo che ciascuna delle funzioni che figura al secondo membro della (12)
è integrabile su ogni intervallo finito :

1°) per 0 (2~/’(.r) ) ) ciò è conteuuto nell’ ipotesi che tale funzione sia

uniformemente integrabile ;
2°) per il ( ~ g (x) ~ ) ) 4Y (2 ) basta tener presente che per la di.

suguH,g1ianza di YOUNG (7) è

ove le funzioni che figurano al secondo membro sono integrabili per

ipotesi.
Pertanto la funzione che figura al primo membro della (12) risulta in-

tegrabile sa ogni intervallo finito, e dalla (11) si conclude immediatamente

che anche ciascuno dei prodotti (9) gode di tale proprietà.
b) ipotesi fatte sulla funzione f2 (u) permettono, in base a un nostro

riSUltato(8), di determinare un numero e una funzione 

(7) Vedi, per esempio, HARDY LiTTLKWOOD-PoLYA. Ittequalities (Cambridge, Univ.

Press., 1934) n. 156, pa~g. 111.

(8) Vedi S. CINQUINI. L’estremo assoluto degli integrati doppi dipeiídenti dalle derivate di

ordine 8uperiore (Annali R. Scuola nor i ale super:ore di Pisa, Vol. X (1941), pp, 215-248),
n 4 e osservazione.
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continua,, non negativa, crescente e convessa secondo JENSEN con

in modo che sia

Quindi, indicato con Q1 il massimo di Q (u) in (O, Ut), siccome K(u)
risulta crescente, abbiamo 

°

pertanto dalle ipotesi fatte si deduce che It’ ~S~ ~ ( I g (,x) ~ ~ ] è integrabile su

ogni intervallo finito e che è finito il

Allora, in modo analogo alia deduzione tratta dalla (13), si conclude

che il prodotto ø (2 f (x) ) ) [2* ( I g (x) 1 ) risulta integrabile sn ogni intervallo
finito. Inoltre, posto

possiaino affermare clie il llillnel’0 A P finito

c) Sia u = w. (v), (O ~ v  + oo) la funzione inversa di v - f~. (u); 0)* (’,)
risulta continua, non negativa, crescente e dalla (14) segue

Pertanto, preso ad arbitrio un numero e &#x3E; 0, possiamo determinare un

1] &#x3E; 0 in modo che, per ogni numero positivo w con w  t}, sia
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Per ogni numero reale oc poniamo

e ricordiamo che in virtù di un nostro precedente risultato (9) è

quindi possiamo determinare un numero p’ &#x3E; O in modo che per ogni intero
p &#x3E; p’ e per qualunque a reale sia

allora in virtù della (J6) per ogni e per qualunque a reale con

risulta

d) Stippo;sto p &#x3E; p’, per ogni a reale per cui ha luogo la (18), in virtù
della disuguaglianza di JENSEN si ottiene (10)

(9) Vedi S. CINQUINI luogo cit. in (1), n. 4, pag. 398.

(10) È superfluo far presente che, se fosse 0 (x) I = 0 in un pseudoin-
teivallo Ea,p di punti di (a, a + 1) avente misura positiva, per applicare la disugua
glianza di JENSEN basterebbe sostituire, a ciascuno degli integrali estesi all’ intervallo

(~ , ~ + 1 ) , il corrispondente integrale esteso al complementare di Ea, p rispetto a uta + 1).
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e da questa disuguuglíallzu,, siccome è crescente, segue immediata-
mente tenendo presente la (17) ,

Osserviamo che dalla disuguaglianza

che si trae in modo ovvio dalla (10), segue, usufrnelldo ancora della disu-

guaglianza di YoUNG,

Siccome H [W (2 u)] è nna fiinzione di u non negativa, non decrescente

e convessa secondo JENSEN, per oglli intero positivo p e per ogni a reale è (11)

(U) Ciò è caso particolare del seguente teorema, che, essenzjalmente, fignra già in

S. CINQUINI luogo cit in (2), Cap. II, n. 27, pag. 131,

TEOREMA III. Sia f (x) una funzione S, 8ia !~(~)~ (0 c u  + 00) una
funzione non negativa, non e conve88a 8econdo e 8i 8upponga che la funzione

) 8ia integrabile 8U íntei-vallofli íio e che 8ia finito il
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Pertanto, tenuta presente la (15), risulta per ogni intero p &#x3E; p’ e per

qualunque a reale,

Allora dalla (20), iu virtù della (19), abbiamo per ogni intero positivo
per- qualunque oc reale per cui è verificata la (18)

D2altra parte, se a è un numero reale per cui non è verificata la disu"
guaglianza (18), dalla ( I 7) segue in quasi tutto, (a, a + 1)

e pertanto risulta

Quindi dalla (21) e da questa ultima si conclude che per ogni p &#x3E; p’ è 
° 

@

e il teorema enunciato è cos  completamente stabilito..

Allora per ogni poLínoruio di Bochner- Féjer
guaglianza

relativo a f (x) vale la disu-

Soggiungiamo che il teorema III è valido anche quando si sostituisca all’ ipotesi che
la funzione f (x? sia quasi-periodica - S la seguente (più ampia) : f (x), (- + oo)
sia qunsi continua e integrabi e SI1 ogni intervallo finito e sviluppubile in serie di FOURIER
(generalizzata). (Vedi S. CINQUINJr luogo oit. in (i), n. I, p), pag. 393).
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OSSKRVÀZIOIFIE. Se è ~ (zc) ~ U"’, con l, le due ipotesi che

ø (2 ) sia uniformemente integrabi1e e die j’(x) sia quasi-periodica
- 8 sono equivaleii ti all’unica, ipotesi che ,f’(x) sia quasi-periodica - Sm (i2).
Inoltre, in questo caso, nell’enunciato del presente n. alla funzione

H ~~ (~ ~ I j(x) I )1 va sostitnita ovunque H [ 1 »I].
Infatti, ricordando che 1 è

si può sostituiie alla (10) la disuguaglianza

semplificando convenientemente alcuni particolari del seguito della dimo-

strazione.

3. UN NOTEVOLE CASO PARTICOLARE DEL TEOREMA A. Tra i casi par-
ticolari del teorema generale d el n. 2 rileviamo il seguente. Se è  (2c) = u’,
con m &#x3E; 1 , H (,tt) - con p &#x3E; 1 , prendere D (u) = u, ~K (u) -- uv

con , e il teorema A assume la seguente forma più semllice

e più espressiva:

Siano u, v due numeri positi i 1 ‘ 1. cheSiano u, v dite numeri posiiii-i con - I v - 1 9 e supponga che

f (x) sia, una funzione e che g (x), (- oo  x  + OG) 
una quasi continua e integrabile su ogni intervallo finito insienie coit

1 g (x) w e to le che sia i l

Allora, per ogni di oBp (x), (p - i , 2 , ... ) relativa,

a f (x) risulta

I~a dimostrazione del presente caso particolare assume una forma sem-

plícissima, perch è basta applicare airintegra e

(12) Ciò è ben noto; vedi, per esempio, S CINQUINI, luogo cit. in (2), n. 5, c) pag. 76

e n. 4, b), pago 73.
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la disuguaglianza di SCHWARz-HòLDER e usufruire (li un risultato di

BII,’SICOV]TcH-BoiiiR (13) che è contenuto come caso particolare in quanto
abbiarno stabilito nel nostro lavoro cit. in (1).

OSSERVAZlONE. La funzione g (x) soddisfa sicurarrreute alle ipotesi del

presente n.o.. se è quasi.periodica - 
’

4. UN COMPLEMENl’O AL Tl’EOREMA A. Fei- i e restando tutte le ipotesi
del teorema A, siippoiiia&#x3E;no che tiiche g (x) sia una funzione quasi- periodica
- S (14). A llo1’a se (q w i , 2, ... ) è il di 

~ 

di

ordine q i-elativo a g (x) 1 risulta per qua.lltnque intero positivo q

Per stabilire lu proposizione ora enuncine basta riprendere la dimo-

strazione del u. 2 a partire dal capoverso d) sostituendo 1 al posto
di g (x) . Iu luogo della (20) abbiamo

Procedendo come al luogo citato si ottiene

(13) Vedi BFSICOVITCíi-Boíiit luogo cit. in (2), Cap. IV, § 13, Teorema II, pp. 262-3 ;
oppnre A. S. BHSICOB’ITCH opera cit. in (2 ~, Cap. 11, ~ 8, pp, 106-7.

(14) Il teorema del presente 11.0 è valido anche qnando la g (x), in lnogo di essere

quaai-periodica - St soddisfa alle condizioni indicate nelle ultime righe di (ií).
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e quindi, siccome è una funzione di u non negativa, crescente e

convessa secondo usufruendo del nostro teorema III (1~) e tenendo
presente la (15) risulta per ogni intero p ~ p’~ per qualunque intero q e per
ogni numero reale a

Infine la (24) si ottiene in modo identico al n. 2.

OSSERV AZIONE I. Se alle ipotesi dei presente n0. relative alla funzione
i g (x) 1)] sostituiamo le seguenti : ii è un numero ) 1 tale che la fun-

zione (x) è integrabile su ogni intervallo finito e che è finito il

allora per qualunque intero positivo q è

W OSSERVAzIONE il. L’osservazione che figura alla fine del n. 2 è valida

anche per il teorema del presente n.O, iioiiclié per la sua estensione indicata

nell’osservazione I.

’ OSSERVAZIONE 111..Anche per la proposizione del presente noncliè

per la sua estensione che forma oggetto dell’osservazione I, si può rilevare
un caso particolare analogo a quello del n. 3.

5. TEOREMA B. il (1£) , .1~ (2c) , K (u) le funzioni considerate al n. 2.
Siano fi (x) , f2 (x) dltc funzioni qua-si-pei-iodiche - S"~ con ~&#x3E; 1, e si sup-

ponga che le funzioni H [D ( i fi (x) 1m)], K [S~ ( (x) siano integrabili su
ogni intervallo finito e che sia finito il

(15) Vedi 
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Allora, se sono due suc-

ce.s.sioni di Bochitér, Itt relativa a fl (,y, la relativlt a j2 (x) ,
risulta

Infatti, determinato &#x3E; 0 iu modo che. per ogni 9 sia 

sicco ne 1I (u) e K (u) sono funzioni crescenti, abbiamo per ogni x reale

e quindi H [ i f, (x) 1m], risultano integrabili su ogni intervallo
finito e sono finiti entrambi i

D’altra parte, essendo in virtù della (22) per ogni x reale e per qua-

lunque coppia di numeri interi positivi p, q

abbiamo per ogni a rea,le (16)

(i6) 111 virt,n della (26) lli tegrabil tà su ogni intervallo finito della funzione

I fi (x) f2 (x) - 68 (x) (x) 1m è contenuta i plicitatiiento in quanto segne, perchè la pos-
sibilità di applicare i risultati dei e 4 implica che esistano finiti ambedue gli inte-

grali che figurano al secondo membro della (27).
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Teniamo presente sia le ipotesi fatte, sia quanto abbiamo rilevato all’i-
nizio della dimostrazione : allora per l’osservazione del n. 2 è

e iu virtù delle osservazioui I e II del n. 4 risulta (1~~ per qualunque
intero positivo p 

-

Pertanto dalla (27) segue immediatamente la (25).

OSSERVAZIONE,. Nel caso particolnre in cui sia con /&#x3E;1

bustn prendere D (u) « K (ii) con i e il teorema del

presente n0. assume la seguente forma se plieissiina :
8ia ~rz &#x3E; i ; se ~f~ (x) è quasi-periodica - 801 Il e se f2 (x) è quasi-periodica

- 8»1 1 ove ~C e ~~ sono due numeri pos itivi con ha luogo

ln (25).
Infatti in questo caso particolare basta tener presente la proposizione

del n. 3 e l’osservazione 1]1 del n. 4.

6. TEORFMA C. Siano H (u) , .K (u) le junzioni considerate rrl n. 2, e siano

,1 (x) , f2 (x) due Ic quasi-periodica - la seconda quasi-
ove t &#x3E; 1, I , e si i supponga che le funzioni .I 

K [ i f2 (x) In] si.r7ao integra bili su ogni iiitervallo finito e anche itniforiliemente
integrabili. Allora risulta

(17) Per usufruire dei risultati del n, 4 si preiide g (x) =-= li (x), f (x) =-= f2 (x), n = m,
e si tiene conto dell’ integrabilità su ogni intervallo finito delle funzioni H [il (I fí (x) 1 n’)],
If ( ~ f2 (x) ~ e del fatto ohe è finito il



259

ove (x), ( p = 1, 2, ...), (x), (q = 1 , 2, ... ) sono due succes.+ioni d i

llocfiqter relative a f, (x) e a . f2 (x).
Infatti, usufrueurlo in modo opportuno della disuguaglianz;i li YOUNG

risulta per ogni a reale e per ogni coppia di numeri interi positivi p , q (18)

e pertanto in (28) è conseguenza immediata di un nostro precedente ri-

sultato (19).

OSSERVAZIONE. Se H (u) con p &#x3E; 1, in analogia a quanto abbiamo
visto nell’osservazioue del n. 5 il teorema del presente n.° si enuncia nei

seguenti termini :

1 9 it ~ 1; x) è se f2 (.v) è quasi-

periodica, - 8nv, p e v due _positivi con

luogo (28).

1~~

7. GENERALITÀ. a) Nel presente paragrafo consideriamo funzioni quasi-
periodiche secondo BOHR e, in vista, del problema dell’approssimazione delle
loro derivate del primo ordine, supponiamo che esse siano assolutamente

continue su ogni intervallo fitlito. Per la definizione di BoHR rinviamo al-

l’opera di J. FAVARD (z°), soggiungendo che per funzione quasi-periodica
intenderemo sempre una funzione quasi-periodica secondo BOHR.

Infine ricordiamo che i richiami fatti, a proposito delle funzioni quasi-
periodiche - 8, nei capoversi Ø) e y) del n. 1 sono validi i lt per le

funzioni quasi periodiche secondo 
°

(18) Vale nna considerazione analoga a quella fatta in (is).
(19) S. CINQUINI, luogo cit. in (1), n. 4, pag. 398

(20) J. h’AVARD, Leçons les presque-pél’iodiqueH. (Paris, Gauthier Villa,rx,
1933), oppure S. CINQUINI luogo oit, in (2), Cap. I.

Vedi anche: H. BoHR, Zltr 2’heol’ie des fa8t Fiinklioi en I (Aeta Mathema-
tica T. 45 (1925), pp. 29-127).
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Facciamo pieseiite che se la funzione quasi-periodica ,’(x) è assolu-
tumente continua su ogni iiiterv-,Ilio finito, il valor medio della sua derivata

del primo ordine esiste finito ed è 
’

Infatti, sicconle dall’ ipotesi che ,f’(,x) è quasi-petiodica segue che essa è
Jiu1itata il (- cxJ , + oo), si ottiene

e analogamente

Inoltre, integrando per parti prendendo f (.x) come fattore finito, abbianio
per ogni numero reale A * 0

e quindi, sie(,,oi e per ogni x re-,ile è # 1, ne segue

e in modo analogo si ottiene ’

e tenendo presenti le (29) e (30), possiamo dire che le (31) e (32) sono veri.
ficate per ogui i valore reale di A. &#x3E;

Sicconie f(x) è quasi-periodica, i secondi membri delle (31) e (32) sono
finiti per ogni valore di , e inoltre sono diversi da zero al pm per uiilinfi-

nità numerabile di valori di ;’ pertanto di tali proprietà godono anche i

primi merabri.
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Passiamo quindi concludere (21) che, sotto l’ipotesi che j’(x) sia quasi-_perio-
 dica e inoltre assoluta1nente contiuua, su ogni ,finito, la sucr derivata

f’ (x) è suiluppahile in serie di p’ou1’ier (geiter#lizzata) e la successione de-

gli esponenti di Fou1’ier ~ti f’ (x) coincide con quella relativa ti, f (x) (n pre-
scindere, al più, da ~1= 0 che, in ogni caso, non è espanente di Fourier

d i f (x)).

8. Se la funzione quasi-period ica f (,x) è assolutamente continua,

su ogni iittervallo finito, allora la derivata del polinoinio di di

ordine p relativo a uguale al polinouio di di 

relativo a f (x).
Infatti, derivando ambo i membri dell’espressione (1) del polí io io di

BOCHNER-FÉJElt relativo a f (x), si ottiene

Supposto

sostituendo a A lv sua espressione (2), ripetendo un

noto procedimento (22) e intine integrando per parti prendendo ~~- u)
come fattore finito, abbiamo

(2~) Vedi S. CINQUINI, luogo cit. iu (i), 11. 1, pag 393.

(22) Vedi, per esempio, S. CINQUINI, luogo cito in (2), Cap. I, n. 28 b), pag, 61 e segg.


