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DETERMINAZIONE DEI TIPI
DI OMOGRATFIE DI CUI UNA DATA OMOGRAFIA
SI PUO’ CONSIDERARE COME LIMITE

di CARMELO MAMMANA (Catania)

E noto () che una omografia particolare di 8, di caratteristica di PRE-
DELLA:

(aP—1, h(zl)——l,...,h:(ll))—l)(h(lz)—-l, h;”_l,...,ht(f;)—n...(h§”>—1, hé”)—l,...,h;”v))— 1)]
si pud considerare come limite di omografie generali di S, di caratteristica
di PREDELLA :

[(h§1>-1)(h;”—1)...(ht((11>>—-1)(h§""—1 )(h(ﬁ’_1)...(h§'§;)—1)...(h§”‘—1)(h;”)—1)...(hi:j)— 1)].

DY

Per esempio in §; una omologia speciale [(2,0)] & limite di omologie
generali [(2) (0)]; una biassiale speciale [(1, 1)] & limite di biassiali generali
(@) @);  ece.

Ma si verifica facilmente che una omologia speciale & limite anche di
biassiali speciali; una biassiale speciale & limite anche di omografie di tipo
(1 0 0)]; ece.

In questo lavoro c¢i proponiamo di determinare tutti i tipi di omografie
di 8, di cui una data omografia o di S, si pud considerare come limite.

Considereremo sempre omografie non degeneri, e, per comoditd di ra-
gionamento, ci riferiremo costantemente alla classificazione di (. SEGRE me-
diante gli esponenti ¢ dei divisori elementari. Tuttavia i risultati ottenuti

(1) Cfr. PREDELLA : Le omografie di uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni.
Annali di Matematioca, 17 (2) 1889-90. BERTINI: Introduzione alla geomeiria proiettiva degli
iperspazi. Principato, Messina, 1923, pag. 94. ENRIQUES-CHISINI : Teoria geometrica delle equa-
zioni e delle funzioni algebriche, Zanichelli, Bologna, 1918, Vol. II, pag. 684.
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saranno anche enunciati mediante gli interi della caratteristica di PREDEL-
LA, ciod mediante le dimensioni degli spazi fondamentali di punti uniti (sem-
plici o multipli). Nei nn. 2, 3, 4 dimostreremo che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un’omografia o di 8, di carat-
teristica di PREDELLA :

[y —1,hy —1,...,h—1)] by =hy=>...=>h
8i possa ottenere come limite di omografie di Sy di caratteristica di PREDELLA

( 1 1 2 2) 2 ») (v
[(1111)—1,h(z)-—1,...,h5(1>)—1)(h(1)—1, 1§ —1,...,h;(;)—-1)...( U1, n >_1,...,h<t3)-1)]
con B = 1)) e BY =WV, ¢ che detto 67, il numero degli interi hy ,hy,... ht
che sono = e d, tl numero degli interi hg’) che sono =r, 8i abbia:

h, = B
) o B )
dy+dy+...+do<d,+dy+...+d, (r=1,2,..,k"—1).

Nel n. 6 estenderemo questo risultato al caso generale dimostrando che:
Condizione necessaria e sufficiente affinché una data omografia w di 8,

con una certa caratteristica di PREDELLA « , formata da p gruppi, si possa
considerare come limite di omografie di S, aventi una certa caratteristica di
PREDELLA «, formata da q gruppi, é che i q gruppi di a si possano distri-
buire in p classi in corrispondenza biunivoca con i p gruppi di « e in mo-
do che:

1) La somma degli h di ogni gruppo di « sia uguale alla somma de-
gli h di tutti i gruppi di o che stanno nella classe corrispondente.

2) Fra gli b di ogni gruppo di “e gli h dei gruppi di o che stanno
nella classe corrispondente valgano le relazioni analoghe alle (1).

1. — Sia ® una omografia (non degenere) di uno spazio 8§, (proiettivo,
complesso, ad » dimensioni) in 88, di equazioni

Q %; =’£Oaik s (@ == 0, 1, veey n)

Chiameremo la matrice A = [a;;] modulo dell’omografia @ . Indicheremo con :
D, 1 (o) il determinante | A— oI | del primo membro dell’equazione ca-
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ratteristica; {DY (o)) la totalitd dei minori di ordine n estratti dal determi-
nante D,.4(0); {1)5?_1(@)} la totalitd dei minori di ordine » — 1 estratti

dal determinante D, (g); ecc. Tali notazioni, ed analoghe, adopereremo
per tutte le omografie che considereremo nel seguito.

Inoltre, quando diremo che una omografia w di modulo [Eik] 8 limite,
per t—~0, di una omografia w (t) dipendente da un parametro ¢ (%), intende-
remo dire che il fattore di proporzionalita a meno del quale sono determi-
nati i coefficienti di ogni omografia w (f) si possa scegliere in modo che, per
t—0, i detti coefficienti tendano ai corrispondenti coefficienti a; di w . Nel
seguito supporremo sempre di avere scelto in questo modo il detto fattore

di proporzionalitd. Pertanto, se & lim w (t) = w , allora detti a; (t) i coeffi-
—0

cienti delle equazioni di @ (t) (col fattore di proporzionalita scelto nel modo
detto sopra), sji ha:

lim ag () = ag

-0
2. — Consideriamo P’omografia » (non degenere) di S, in s8, di equazioni
(1) ot =S agpn, (=0,1,...,0) |A|=]|ax|=FE0

k=0

e supponiamo che la sua equazione caratteristica E,,_H (0) = 0 abbia una
sola radice E, e che

(2) [(eyy €5y...,en)] (6 = €i41)
sia la sua caratberistica (3).
I numeri :
p=¢€ + e +...4+ e
3) Mo =65+ ...t &

Mn = 6p

(%) 11 parametro ¢ pud variare con continuitd oppure prendere solo una successione
(tendente e zero) di valori. In quest’nltimo caso avremo una successione di omografie che

tende ad .

(3) Qui ed in seguito intenderemo parlare di caratteristica di C. SEGRE di una omo-
grafia. I numeri ¢; sono gli esponenti dei divisori elementari (di WEIESTRASS) di 13;‘ +1 (o)
considerati in ordine non crescente.
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saranno () rispettivamente: s, la molteplicitd della radice o per il 17,,_,_1 (o),
us la molteplicita della radice Eper il massimo comune divisore dei polinomi
{D(s) (o)}, g 1a molteplicita della radice o per il massimo comune divisore
dei polinomi {ijf)_l (o)}, ecc.

Potremo quindi scrivere :

Duyi (@) = (e — @) Hupa (uy =n-41)

(4) (DY (o)} = (e — o) (H (o)}

(DS hiz (@) = (0 — @)™ {Holnss (0)
dove
(D itz (0)) = (0 — )" (HLiys (0))

indica l’insieme delle uguaglianze :

Dﬁf)_wrz (o) ( - ) 158—)1-1-2

e H,., & una costante, {H, H\ ()} sono polinomi in @ primi fra loro, come

pure sono primi fra loro i polinomi in ¢ di ciascuno degli » — 1 gruppi:

(B0, [ Hiligs (@) (Dilntr @) - (DY (0} -

Supponiamo ora che la suddetta omografia o di equazioni (i) si possa
considerare come limite, per t -0, di una omografia w (¢) (%), dipendente da
un parametro ¢, di equazioni

n

(5) 9”§=k§0“ik(t)”k (i=0,1,...,m), |Ad|=]ag®]|F0

e di caratteristica, per ¢ == 0, sempre

1 M (1 (2), ¢2) (2) ()
(6) [(ex”y 3(2 EEREAN )) (e11%,. (2)) (a7, e(;) IR e;:()v))]

(%) Cfr. BERTINI, Loc. cit. in (1), pag. 82.
(3) Intenderemo sempre che la e (f) sia definita per valori di ¢==0 e in un opportuno
intorno di t=20.
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con
1 2 Y . i
RO = h® =... =W 6§])>e££1_

Essendo lim w (t) = E), per quanto abbiamo detto nel n. 1, possiamo sup-
t>0

porre che sia

(M) lim ag (t) = ai,
t-0

Da queste segue intanto che le » radici
01 (6) y 02 () y.cey00(0)
dell’equazione caratteristica D,y (¢) = 0 della  (t) tendono tutte a g , ber

t—~0.
Inoltre, essendo i numeri:

o . .
R

(8) Iu(zi) - e(;> + ...+ ";fzi)
@) — e@®
Moo= %o

rispettivamente i valori delle molteplicita della radice p;(¢) per il determi-
nante I,y (o) relativo alla w (f), per il massimo comune divisore dei minori
DY (o) di ordine n estratti dal D, (o), ecc., potremo scrivere :

e 2 e v
Dot (0 = 0—0r O (0 — 02()'T o (0 — 0 (®) T Hypo (gﬂw —n 1)
D ) -
® (DO = — ) @—o®)f .—e®)? (H (@)
(1) (2) )

(D2 0, @) = (0 — 1) "V (0 — () ™ e (0 — 0, ) ¥V { HY 1), (@) ()

dove H,,, & una costante, { HY (o)} sono polinomi in @ primi fra di loro,

(8) Qui ed in seguito intenderemo ,u}i)=0 per j >h(i).
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come pure sono primi fra di loro i polinomi in ¢ di ciascuno degli » — 1
gruppi :

{Hf(til (9)} ’ . {Hnsih 1)+2 } ) {Dn_h(l)_H( } { D(S/ (9 }
Per le (7) si ha sempre:

lim DY (¢) = Di" o)
—Q

cioé ogni minore estratto dal D, (p) tende, per ¢—~0, all’analogo minore
estratto dal D,; (o). Ne segue che, passando al limite, per t—~0, le (9)
diventano :

0
- 2
Dyt (0) = (e — o)t Hup,

(10) (DY (o)) = (o — 9)‘—1 d (H® (o))

v (3)
2 ),k
1 h
{1 n—h(l)-f—z } = (Q 9)1_1 1 {Hn(fh(l)_m (Q)}

dove i polinomi in @ di ciascuno degli k) — 1 gruppi { H,* (o) { H2®) (0)}gene

*(s)
°ey {Hu—h 1>+2

Da cid segue intanto che &

0)} possono non essere primi fra di loro.

M) < h

perché i polinomi di ciascuno degli n—h—-1 gruppi {th_,_l(g} (D ,_h 0)}yeer
- {Dgs) (o)} sono primi fra di loro. Inoltre, dalle (4) e dalle (10), ricordando
che i polinomi di ciascuno dei gruppi {H,, (o)}, {H,(f_)l( Waeers {E;s_)hzl) +2(9)},
sono primi fra di loro, segue che &

Elﬂ(z < uy, 2 us =y ifl/«e;jgn = K-
Da queste, tenendo presente le (3) e le (8) e ricordando che & u, =

== W) =mn + 1, segue:

i=1
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14 v v v
6, = py — pg < I pl) — 3 pf) = 3 (u) — uff)) = 3 &)
i—1 i—1 1 i=1

=

g o= iy — = Z ) — 3 i = 3 () — ) = Z (¢ + ¢f)
=1 i=1 =1 =1

N

ooy (D)
ettty == Z I —2 = S0 )=S0y )

i

Concludendo si ha che:

Se una omografia w di 8, di caratteristica
(11) [(€4 5 €3y---5en)] € == 641
8i pud ottenere come limite di omografie di S, di caratteristica

1) el 1 2) | o 2
(12) [(elD, eyt e;;()l)) (€2, e, .., e;bgz)) N (N P 6;:()7))]

con BV = = ... = k" ed &) = eg?_l, allora é mecessariamente :
h = h®

v
e, <2 6(1i>

=1

(13) o+ 6= 2 () + of)

v
€, —I— €y —I— e -I— eh(l)_l < .21(0(1@) + 6(27') —I-— . + 6;:21)_1).
i—
3. — Vogliamo ora invertire il risultato precedente, cioe vogliamo di-

mostrare che se valgono le relazioni (13) allora ogni omografia o di 8, di
caratteristica (11) si pud ottenere come limite di una omografia di 8, di ca-
ratteristica (12).

(") Qui ed in seguito intenderemo ej@= 0 per j > 28
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Proviamo anzitutto che:
a) Un’omografia o di 8, di caratteristica

(14) (e 5 )]
con e, = e, =1 8i pud ottenere come limite di omografie di 8, di caratteristica
(15) (e, + 1,6 — 1)].

Infatti, con una opportuna scelta del sistema di riferimento in S, il
modulo della omografia w si pud scrivere nella forma (canonica di JORDAN):
E = [Jel ) Jez]
dove [J,, , J,,] indica la matrice somma diretta delle matrici J, ed J,,, e J,

¢ una matrice quadrata di ordine e e del tipo
110 0 . . 0 O

0110 . . 0O

0 6 11 . . 00
Je =
o 0 0 0 . . 1 1
0O 0 00 . . 01
Consideriamo la omografia w(f) che ha per modulo
Jeo | O
K (t) = _
A |d,

dove A & una matrice ad e, righe ed ¢, colonne, avente tutti gli elementi
nulli tranne quello di posto (1,1) che & uguale a ¢.
Tale omografia w (¢) risulta di caratteristica (15) per ¢ 5= 0 (%), e si ha

lim o () = .
t—0

(8) Infatti posto:

0]
. 162_1
. o
g=" ,
el 0. 0 0 ) K =[Jel-|—1 ’ J(fg—l]
0 —tI,_,

dove I, indica la matrice identica di ordine r, si ha: K () H= HK'.
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Dalla proprietd a) segue subito che:
a’) Ogni omografia o di 8, di caratteristica

[(31762a"'76h)]
8i pud ottenere come limite di omografie di S, di caratteristica :
[(61 902y 00y 67_1,6,.—{—1 y Crg19 0oy et—lyet_lyet-l-l g oo ,eh)].

b) Dimostriamo ora che:

Ogni omografia w di 8, di caratteristica

(7o) ey 5 €55+, en) (6; = €iy)

st pud ottenere come limite di omografie di S, di caratteristica

*") [(e1, €2, ..., ) (6 = eiyq)
con
2 2 h—1 h—1
(16) e, <e,Ze< Xe,..., 2L Xe.
=1 =1 =1 t==1

Se le due carattel:istiche (yo) e (»”) coincidono, la proprieta & immediata.

3 3
Se sono distinte, allora, essendo 3 ¢; = X ¢; = n -+ 1, almeno uno dei nu-
=1 =1

meri ¢; & maggiore del corrispondente e¢;, e almeno uno degli stessi numeri
e; & minore del corrispondente e; .

Sia ¢; 'ultimo dei numeri ¢, ,€,,..., 6, che & maggiore del corri-
spondente ¢’. Si ha:

o —1=¢
h 3
e, se & t < h, dalla definizione di ¢;, dalle (16), e dalla 3 ¢, = X ¢, =n -1,
. i1 i=1
segue
€141 == €41y €1be == €lpg s - - -y €h = €}

Inoltre, essendo ¢, — 1 = ¢; = e;y; = €11, si ha anche
€ — 1 = €141 .

Sia ora e, 'ultimo dei numeri e, , €, ,...,¢6, che & minore del corri-
spondente e’. Si ha

es<e.;
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con s <<t—1,e 86 & s < t—1, si ha anche:
17) o1 == €af1y Copa == €opo y - o oy €1 = €11 .

Sia infine e, il primo dei numeri ¢, , 6, ,..., €, che & uguale ad e,.
Dalle e; = e;;, segue

er:'er—{—l:"':es

e, se ¢ » > 1, si ha
€1 =6+ 1.

Inoltre, essendo ¢, = ¢, = ... == €; > ¢5, sard anche
(18) el <<€yl < gy ey €< 6.
Dalle ¢, > €41 ,66—1 = €141, 6,3 = ¢,-}1 segue che la successione

617"',er—lyer‘l“]761'+1;'--’6t—173t_176t+1a---,eh

13
& non crescente ed ha per somma » 4+ 1 perche X ¢, =n - 1. Da cio &

i—1
da a’) segue che una omografia w di caratteristica (y,) si puo ottenere come
limite di una omografia w® (f) di caratteristica

(74) €1y -slraybrt1, 61 ,yeeeybioy,66—1, €p1y...,e6n)

Proviamo ora che fra gli interi che compaiono in questa caratteristica
(y,) e quelli che compaiono nella (y”) valgono le relazioni analoghe alle (16),
e cioe la somma dei primi ¥ numeri della caratteristica (y,) & minore od
uguale alla gomma dei primi & numeri della caratteristica (y’), e cido per
k=1,2,...,h — 1. Cido & vero per k = 1,2,...,s per le (16) e per le
(18). Se & 8 = h — 1 la nostra proprieta & quindi vera. Se & s <h — 1,
allora la proprieta & vera anche per i rimanenti valori di &, e cioe per
k=s+4+1,...,h — 1; cid perché dalle (17) segue che la somma degli in-
teri di (p,) di posto &+ 1,..., % & maggiore od uguale a quella degli in-
teri corrispondenti ejt;, ..., ¢; della (y’), mentre la somma di tutti gli in-
teri della (y,) & uguale alla somma di tutti gli interi della (»').

Dopo cio, se la caratteristica (y,) non coincide con la (y’), ripetiamo il
procedimento a partire da (y,) invece che dalla (y,), e cosi continuiamo. Tro-
veremo in tal modo un numero finito di caratteristiche y, 7., oy ooy P = 9’
tali che ogni omografia di 8, di caratteristica y; ¢ limite di omografie di
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8, di caratteristica y;,,, e quindi ogni omografia y, & limite di omografie
di caratteristica 9’. )
b’) Con lo stesso ragionamento fatto in b) si prova che

Ogni omografia o @i 8, di caratteristica

[(ey 5 €35 ..., €n)] (6; = €541)

8t pud ottenere come limite di omografie di 8, di caratteristica

[(e1, €25+, e;,(l))l (6 = €iy1)
con
2 2 =1 p0—
h=hV, e, <€, T e<Ze,.. ,2e<Ze.

=1 =1 =1 i=1

’

D41

’

Basta porre ¢ BDs

mento fatto in b).
¢) Proviamo ora che:

=0,¢ =0,...,¢, = 0, e ripetere il ragiona-

Ogni omografia w di 8, di caratteristica

(19) ' [( S, b, ..., e )} (€9 = ¢¥,))

’
=1 1 o . ’
$i pud ottenere come limite di omografie di S, di caratteristica :

(20) (e, e, ..., e;tl()n) (€2, e?,..., 62132)) v (6, 6L, G;Z?m)]
con BV =1 = ... =k, ed e(ri) = 0 per r > b,
Poniamo

k4

v v
e, =3eV,e,=3eP,...,045H =23 eV
1 Pt y &2 2% ’ y G,) R 1e)

e ricordiamo che con una opportuna seelta del sistema di riferimento in §,,

il modulo k della w si pud scrivere come somma diretta delle matrici Joy s
Joyy oo ydeyq) . Indichiamo con H, (f) la matrice somma diretta delle matrici

(i—l)tIe(‘i) (it=1,2,...,9)

e con H (f) la matrice somma diretta delle matrici H, (¢), H,(t),..., H,q) (®).
Consideriamo ’omografia w (¢) di S, che ha per modulo la matrice K 4 H (t).

Si ha subito lim w (1) = w . Inoltre per ¢ == 0, e 14+(3i—1)t50la
w (t) ha la earattexfﬁsotica (20) perche J, + H,(t) & simile alla matrice somma
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direfta delle matrici
J, A+0 e, L+20) iz, ..., 0+ —1)1F J
r r r r

in quanto le dette due matrici hanno gli stessi divisori elementari.

Da b’) e ¢) segue la proprieta enunciata al principio di questo n. 3, e
ciod se valgono le relazioni (13) allora ogni omografia w di 8, di caratteri-
stica (11) si puo ottenere come limite di una omografia w (f) di S, di carat-
teristica (12).

Infatti, se valgono le (13) allora per b’) ogni omografia w di 8, di ca-
ratteristica (11) si puo ottenere come limite di omografie di S, di caratte-
ristica (19), e pér ¢) ogni omografia di caratteristica (19) si pud ottenere come
limite di omografie di caratteristica (12).

4. — Riunendo i risultati finali dei nn. 2, 3 si ha:

a) Condizione necessaria e sufficiente affinché un’omografia w di 8, di
caratteristica (11) st possa ottenere come limite di omografie di 8, di caratte-
ristica (12) é che valgano le relazioni (13).

Le condizioni (13) si traducono subito in relazioni fra le dimensioni de-
gli spazi fondamentali di punti uniti (distinti o no), cio® fra gli interi che
compaiono nella caretteristica di PREDELLA corrispondente alla (11) e in
quella corrispondente alla (12).

Basta ricordare (%) che se

by — 1,k —1,...,k—1) kk=k=>=>...2k>1

e il gruppo di PREDELLA corrispondente al gruppo di SEGRE
(€15 €gy« v vy €p) 6L =€=...=¢,
allora & b = k, ed ¢, & uguale al numero degli interi %k che sono =r(r=1

2, ..., h); in particolare & ¢, =¢.
Da cid segue che il teorema a) si pud enunciare nella seguente forma :

)

b) Condizione necessaria e sufficiente affinché un’omografia w di 8, di
caratteristica di PREDELLA

(21) [(hy — 1,0y —1,...,h —1)] by =hy=...=hy)

(®) BERTINI, loc. cit. in (1) pag. 112.
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8i possa ottenere come limite di omografie di S, di caratteristica i PREDELLA

1 1 ( v Q) »
(22) [(A—1,h5 )-—1,...,hi(ll))*1)(h12).—1,h(22)—1, ..,hi(zz))_l)...(h‘l )1,k — L0y —1)]

con Y > hg,)_l e ) > hgi"'l), ¢ che detto d, il numero degli interi hy, ho,...,hy
che sono = 7r e d, il numero degli interi hg’) che sono = r, si abbia

hy = b
(23)
Gty d=d .. A, =12, 8 —1)
5. — Osserviamo che le condizioni (23) non dipendono dal modo come

sono raggruppati i numeri v nella (22).
Pertanto, come immediata conseguenza del teorema b) del n. 4, si ha il
teorema di PREDELLA :

.

Un’omografia w di S, con un solo gruppo caratteristico é limite di omo-

grafie generali di S, aventi gli stessi interi caratteristici (i PREDELLA) della w.

E si ha anche che:

Se una omografia w di caratteristica di PREDELLA (21) & limite di omo-
grafie di caratteristica di PREDELLA (22), allora essa é anche limite di omo-
grafie la cui caratteristica di PREDELLA differisce dalla (22) solo per il modo
come sono raggruppati gli h%") .

Per esempio in 8; un’omologia speciale [(2, 0)] & limite di biassiali ge-
nerali [(1) (1)] ed & anche limite di biassiali speciali [(1, 1)]; una biassiale
speciale |(1, 1)] & limite di omografie generali di tipo [(0) (0) (0) (0)] ed & an-
che limite di omografie particolari di tipo |(0, 0, 0) (0)].

6. — Estenderemo ora il teorema a) del n. 4 al caso in eui 'omografia
@ abbia pilt gruppi caratteristici.

Siano (1) le equazioni di w, siano

019025390

le radici dell’equazione caratteristica 1_),,+1 (o) =0 di cT), e sia

(24) GO SN (con & = &)

il gruppo caratteristico corrispondente alla radice Er r=1,2,...,p).
Supponiamo che la w sia limite, per ¢—0, di una onografia w () la cui
equazione caratteristica D, (¢) = 0 abbia ¢ radici (per ¢ == 0).

10. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Poiche lim Dy, (0) = Dyys (@), avremo che, per ¢— 0, delle ¢ radici del-
t—0

Pequazione D, (0) = 0 un certo numero ¢, tendono a 0,, un certo numero

g, tendono a g,, ..., un certo numero g, tendono a g,; e se

er;Qﬂw--,qur

sono le radici di D,4;(0) = 0 che tendono a Er, e

HMrl g Br2 g o v oy ,Ufrqr

sono le molteplicita, sara
R o R Hrq, = /_"r
G+t =4

essendo g, la molteplicita della radice g, nell’equazione D,y (0) = 0, ciod
N
My = 2z 65:7*) .

=1

Siano

D, g0 1) ) (e012) | g(r2) 2) (rgp) o(ray) (rg,)
(25) (el e, Ly e;:(m) (€2, er? ..., e;:(rz)) cea(er e L ,eh(rzr))

con 6" > eg_'rj)l, W) = hiti+D i g gruppi caratteristici di w(¢) che corri-
spondono ordinatamente alle radici g,1, @2y + « - ) Org, -

Ragionando su 5,, © SU Q14 02y« Qrg, i1 Modo analogo a come si &
fatto nel n. 2, si prova che fra gli interi del gruppo (24) e quelli dei gruppi
(25) valgono le relazioni analoghe alle (13), e cioe

AP = pOD

. 9
e(lﬂ = X3 eg’f)

j=1

— — a9y
(r .
= 2 @7+ o)

— — - r .
e + e + ...+ e%l)_l ijl (6 4 e - ... 4 e;LT(Jr)l)_l)

con (") = 0 per i > A7),
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Concludendo si ha che:

Se una omografia o di 8, con certi p gruppi caratteristici e limite di
una omografia o (f) di 8, con certi ¢ gruppi caratteristici, allora i ¢ gruppi
di o (¢) si possono ripartire in p classi in corrispondenza biunivoca con ip
gruppi della , & in modo che:

1) La somma degli e d1 ogni gruppo caratteristico della o sia uguale
alla somma degli e di tutti i gruppi della classe corrispondente.

2) Fra gli e di ogni gruppo caratteristico di w e gli ¢ dei gruppi ca-
ratteristici di w (f) che stanno nella classe corrispondente valgono le relazioni
analoghe alla (13).

Questo risultato si inverte facilmente; cioé affinché una omografia w
di 8, con una certa caratteristica y formata da p gruppi si possa ottenere
come limite di omografie di S, avente una certa caratteristica y formata da
q gruppi, basta che i ¢ gruppi di y si possano distribuire in p classi in
corrispondenza biunivoca con i p gruppi di }— e in modo che siano verificate
le condizioni 1) e 2). '

Infatti scegliendo opportunamente il sistema di riferimento, il modulo
di w si pud scrivere come somma diretta di p matrici quadrate A_i,Zz,...,Zp
tali che A, ha per caratteristica 'r-mo gruppo di y (r =1, 2,...,p). Dopo
cid, essendo verificate le 1) e 2), per quanto abbiamo visto nel n. 3 la ma-
trice A, si pud considerare come limite, per t—0, di una matrice A4, (t)
avente per caratteristica i gruppi dell’»-ma classe di y. I’omografia w () che
ha per modulo la somma diretta delle matrici A, (f), 4,(),..., 4,(t), ha

per caratteristica y e si ha lim w (f) = w.
t—0 .
Concludendo si ha:

Condizione mecessaria e sufficiente affinché una data omografia w di S,,
con una certa caratteristica y formata da p gruppi, si possa considerare come
limite di omografie di S, aventi una certa caratteristica y formata da q gruppi,
é che ¢ q gruppi di y si possano distribuire in p classi in corrispondenza biu-
nivoca con i p gruppi di ; e in modo che:

1) La somma degli e di ogni gruppo carattaristico di ; sia uguale alla
somma degli e di tutti ¢ gruppi della classe corrispondente.

2) Fra gli e di ogni gruppo cavatteristico di y e gli e dei gruppi ca-
ratteristici di y che stanno nella classe corrispondente valgono le relazioni ana-
loghe alle (13).

Per enunciare questo teorema mediante i numeri » di PREDELLA, basta
cambiare ¢ con h e in 2) sostituire alle condizioni (13), le condizioni (23).

OSSERVAZIONE. Da questo teorema segue che se una data omografia » di
S, avente una certa caratteristica y si pud considerare come limite di omo-
grafie di S, aventi una certa caratteristica y, allora ogni omografia di caratte-
ristica y si pud considerare come limite di omografie di caratteristica y .



