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PROBLÈMES AUX LIMITES NON HOMOGÈNES. (IV)

par J. L. LIONS (Nancy) et E. MAGENES (Pavia). ,

Introduction.

Cet article donne un certain nombre de propriétés d’espaces fonctionnels
introduits dans l’article (III) de cette série (cf. bibliographie [11]) (1). Oer-

taines de ces propriétés seront utilisées dans l’article (V).
. Nous avons niis ces propriétés dans mn article séparé, pouvant être

lu indépendamment des autres articles de cette série (~), parce que les ré-
sultats que nons obtenous ont intérêt à être placés dans le cadre général
des espaces d’interpolation (cf. les Remarques du n° 5).

Le plan est le suivant :
N° 1. Théorèmes de densâté.

N° 2. Quelques Lemmes.
N9 3. des éléments de 

N° 4. Prolongement à Rn des éléments de (S~).
N° 5. Conséquences.
NO 6. Une application.

j nillet 1961

N° 1. Théorèmes de densité.

On désigne par Q un ouvert de Rn ; nous supposons (~) que D est borné,
de frontière 1~’ une variété indéfiniment différentiable de dimension n - 1,
il étant d’un seul coté de On pose Sl = 

(t) Nous introduisons au No 1 quelques espaces plus généraux.
(2) A l’exception du ND 6.

(3) On ne fait ici aucun effort pour trouver les hypothèses les plus générales sur Q
sons lesquelles nos résultats sont vrais.
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Sur Q on considère les espaces habituels : Lq (12) (4) espace des (classes
de) fonctions de puissance q-ème intégrable sur il, la norme étant

1-P (S) (resp. (si)) espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q
à support compact (resp. des distributions sur Q), avec la topologie de
SOHWARTZ [13].

En accord avec les notations de [11], (III), nous désignons par 
l’espace des (classes de) foiictious u E Lq (Q) telles que

muni de la norme

c’est un espace de BANAOH (réflexif).
Pour plus de symmétrie dans les notations nous poserons aussi

Espaces de traces ([8], [10]).
. 

Nous considérons deux paramètres. p et a tels que

Nous désignons par W
fonctions 2013~(~) telles que

l’espace des (classes de)

la dérivée 2013 (au sens des distributions sur ]0, oo[ à valeurs dans’ 

étant p.p. égale à une fonction u’ telle que

(4) Ou supposera toujour8 qne p, q,... sont dans 

(5) Cela signifie ai (t) E Lp (0, oo ; W 1 "1 (0».
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Muni de la norme mag (X (u), Y(u’)) c’est un espace de BANACH.
On peut dans ces conditions définir u (0) et lorsque u parcourt W (p, a;
(g2), (S)), u (0) parcourt T (p, oc ; i ( (q)) (6)

on pose :

On obtient ainsi un espace de BANACH qui a la propriété d’interpola-
tion par rapport aux applications linéaires (cf. [8], [10]); autrement dit (avec
des nottitions éVidentes), si n est un opérHteur linéaire et continu de Xi

dans yi et de Xo dans yo, est liuéaire et continue de. T (p, a ;
Xi, XO) dans T (p, ex ; Y’, YO).

De cette propriété résulte aussitôt la

PROPOSTION 1.1 Soit E CI (ii) (7). ’. Pour tout 11 E T ( p, a ; (Q),
(S~)), la fonction g~ v est dans le même espace, l’application 11 étant

continue de T (p, a ; J W l~q ( ~), dans lui même.

Soit a un deuxième ouvert de Rn et_ soit P un homéomorphisme ulie fois
contiWment différentiable tie il enr à ainsi que Mon inverse P-1 ; si f
est une fonction définie sur iJ, on définit P*f sur a par

Grâce aux propriétés de d ifférentiabilité faites sur tp et ~’~ est

un isomorphisme de Wl,gl (.Q) sltr (a) et de (S~) sur WO,q (a), donc (8)

IF* est un isomorphisme de sur

Signalons également ceci (cf.
l’espace el (D) est dense dans

Le. but de ce nO est de démontrer le

THÉORÈME 1.1. Si

l’espace ~D (il) est dense dans

(B) Dans [11], (III); nous avons utilise

(7) Fonctions une fois continûment différentiables dans ~.

(8) On interpole par rapport à 0* et (8* jw,
(9) Le résnltat analogue dans le cas p = q = 2 a été obtenu indépendament dans [2].
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DÉMONSTRATION.

1) Soit v donnée dans T (p, a; (D), (il)). Nous voulons ap-
proclier v par Grâce à (1.7) on peut déjà supposer que v E C1 (2).
Utilisant un système de cartes locales et une partition de l’unité associée,
et (1.6), on se ramèine au cas coincide avec R+ _ ( xn &#x3E; 0 ). Donc on
considère v E Ci (R+) (Ê"+ = x" 0 )), à support compact, et on veut appro-
cher v par au sens de T (p, a ; (RI’ )@ (R+)) = T.

2) Soit b (t) une fonction une fois continûment différentiable à sup-
port compact, telle, que b (0) = 1. Introduisons

puis

où

si

si

si

si

si

si

Nous vérifions au point 3) de lu démoiistration que :
(1.9) u", demeure dans un ensemble borné de W l’q (R+), 
Il en résulte que l’on peut extraire de zcm une suite u,, y telle que

Mais u (x, 0) = v (x) et Uv (x, 0) = 0) v (x) et Uv est identique à zéro
au voisinage de la frontière de R+.

Ceci montre que l’espace (R’+y des éléments de T à support 
pact dans R+ est dense dans T et par régularisations, maintenant possible,
on voit que est dense dans T.

Reste à vérifier (1.9) (ce qui utilisera (1.8)).
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3) Comme la seule chose à vérifier est que

(ci = constante indépendante de m).

Mais comme et est à support compact, on a :

et alors

si (1.8) a lieu.
Ceci achève la démonstration du Théorème.

REMARQUE 1.1.
Même théorème (et même démonstration t) si il est un ouvert borné

on non, de frontière une fois continûment différentiable, D d’un seul coté

de T. Cf. aussi le Remarque suivante.
REMARQUE 1.2.
On peut comprendre, de façon formetle, la situation, en notant que

T ( p, a ; est « voisin » de lorsque 1 - 0 est

« petit » et « voisina de lorsque 1 - 0 est « graud ». L’espace
CD (0) est dense dans et ne l’est plus dans le théorème

1.1 donne un sens précis à l’affirmation que est dense dans les

espaces. « assez voisins » de et ne l’est plus lorsqu’on se rap-

proche de Puisque (D (0) est dense dans L Il (D), indépendemment
de la régularité de D, la question suivante est naturelle : le théorème 1.1

est-il .vrai sccns aucune hypothèse de régula1’ité 
On désigne par 1 (resp. Wô’q (92» la fermeture

de Cf) (.0) dans T ( p~ a ; YY1’q (0), WO,q (~)) (resp. Wl,q (~)). Il résulte évidem-
ment du Théorème 1.1 que IP °~q (S~)) _, T ( p, a i Wl,q(D),

lorsque

Une question maintenant naturelle est la comparaison des espaces

8. Annali deüa Souola Norm. 



316

Cette étude fait l’obiet des N° suivants mais seulement dans le cas

p = q (le cas p ~ q n’est pas ,résolu).

N. 2. QUELQUES LEMMES.

On va donner dans ce N° quelques propriétés des espaces

lorsque !J = ] 0, oo [.
Il résulte par exemple de [7] que
PROPOSITION 2.1. 8i 1 - (J &#x3E; 2013, W 1-",P (D) e8t COM

_ 
p 

00(i2) (espace des fonctions continues dans 0-= [0, 00 ], muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact) aveo une

to ,pologie 
Rappelions (cfr. par ex. [11], (III)) que pour que u E LP (D) soit dans

Wl-,9e (D), il faut et il suffit que

Pour simplifier l’écriture, on pose

et l’on désigne par .E l’espace des fonctions f mesurables telles que

Le résultat essentiel de ce N° est contenu dans la
PROPOSITION 2.2.

Ou va démontrer en peu plus. Tout élément u de W1-e·p satisfait
à (2.1)e donc à fortiori :
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On va alors montrer ceci (qui entraine la Proposition 2.2) :
PROPOSITION 2.3.

Le démonstration qui suit est une aimple adaptation de [1]. Nous la
donnons pour la commodité rlu lecteur.

Un calcul simple montre que (2.3) équivaut à

LEMME 2.1. Soit a &#x3E; t donné. Il existe un ensemble mesurable 9, contenu

dans

et tel que, pour tout

DÉMONSTRATION.

Posons : log y = il, log a ’-- a, L = ~, (~). D’aprèe (2.4) 1 (q) est une
fonction mesurable, p. p.  oo. Par conséquent, d’après une propriété bien
connue des fonctions mesurables, il existe (f C [- 2a, 2a~, ensemble mesu-
rable, &#x3E; 3a (11), avec À (j) _ C2 pour ’l E ê.

Si maintenant t’J E [- a, il existe tel que 1 tî -  a (car
1 ê &#x3E; 3a) . Lorsque tl, - no + il, parcourt 6~ j 1 (f’ &#x3E; 3a ~ y
(f, c. [- 3ay 3a]. Comme 1 (f 1 + 1 ê’ &#x3E; 6a, on a nécessairement ê n ê’ =1= 0 ;
donc il existe tel y d’où le résultat avec y; =
==== exp = 0, 1, 2.

X ~ - mesure de X.
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LEMME 2.2. Il existe une coti8tante c3 telle que

pour

DÉMONSTRATION.

On utilise (2.6);

d’où, d’après (2.5) et un calcul simple

Mais comme Ys , 112 E ~, on a, d’après (2.5) :

et comme est borné, d’où

LEMME 2.3. Posons

On a

DÉMONSTRATION.

On a:

et si (2.9) résulte de (2.7).

Supposons nainteuant

que

Il existe et un entier n, tels
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Alors

d’où (2.10), puisque y &#x3E;_ y(-,&#x3E; 1.

2.4.

1°) Soit 1-01 jp, et 8oit une suite cioissante y ... 
 y" S , ;.., i

alors dan8 E lorsque 

2°) Soit 1- 9 &#x3E; 1 et soit tltle suite décroissante y,  ... yn+ 1 ... - 0; ·
p 

y y y + ,

gyn te - u (0) dans E lorsque oo.

DÉMONSTRATION.

En effet oli estime Il - liE par (2.9) et (2.10) et on note que

l’espace E est complet. Done il egiste g E E tel que UYn - g dans E lorsque
,

Notous maintenant que u (xy,,) - 0 dans LP (Q) lorsque Yn - + oo de
sorte que gYn (x) = 1t (x) - 1t (xy"j -. u (x) dans E + Lp (Q), donc 9 = u,
si 1-01/p. Ceci démontre le 1 °) de la Proposition 2.3.

Notons enfin que pour te E Lp (S2) ~ C° et pour 0, u (xy,,) - tt (0)
par exeiiiple au sens des distributions (0) sur Q, de sorte que, si

1 - 0 &#x3E; 1/p, gYn - u - Il (0) dans Cf)’ (D), donc g = u - u (0), ce qui dé-
montre le 2°) de lt~ Proposition 2.3.

3. Prolongement à Rn des éléments de W 1-e,p (,~),

THÉORÈME 3.1. (12) Le8 hypothè8e8 sont celles du N° 1. Pour

u E LP (Q), on désigne la fonction égale à fi dan8 ,1~ et à 0 ailleurs.

1°) 1- 0  llp, u - u est une application linéaire continue W 1-8,p (Q)
dan8 (Rit).

(il) Le résultat analogue dans le cas p = Z est donné dans [2], of. aussi [16].
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pa8 en général dans

DÉMONSTRATION DU 1°).
Utilisant les propriétés locales de W 1 ~e~p (S~) (cfr. N° 1) et une parti-

tion de l’unité, on se ramène au cas où .0 est R+ - 0~.
De pour que soit dans W ~-e~p (S~)~ il faut et il

suffit que (cf. par ex. [11]~ III).

Partant de il s’agit donc de vérifier que

ou encore, ce qui revient au même

pour i = 19 2&#x3E; ... e n.
Tout se ramène aussitôt à vérifier que

et finalement que

soit, en intégrant en yn , que
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D’8prè-l-, ln. Proposition 2.2. 1°),

d’où (3.1), en intégrant ..., ·

DÉMONSTRATION DU 2°).
La condition (3.1) est iion seulement suffisante mais nécessaire pônr

que M 6 Wl-8,p (.Rn).
Or si l’ou prend pour u une fonction une fois contillûlnent différen-

tiab1e à support compact dans telle que, par exemple, 0)=1
pour x~ + ... + 0153~-l ~ 1, la condition (3.1) pas lieu lorsque (1 - g)p &#x3E; 1.
Comme u est évidemment drius u est à fortiori dans (Q),
ce qui achève la démonstration du Théorème.

4. Prolongement à Rn des éléments de (Q).

On désigne par (Q) l’adhérence de ~D (f2) dans Com-

me on a déjà signalé à la fin du q), on a (D) _0

THÉORÈME 4.1. Pour
. 

N

l’application u - u e8t linéaire et con-

DÉMONSTRATION.
Comme au Théorème 3.1, on se ramène au cas où Sl = R"+ .
On se ramené ancore à démontrer (3.1) et pour cela on applique la

Proposition 2.3, 2°) (avec u (0) = 0).

5. Conséquences.

Notons d’abord ceci :

PROPOSI1.’ION 5.1. L’application u -. u eat continue de
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En effet u - 1 est continue de (Q) dans (Rn), d’où le résultat
par interpolation.

Démontrons maintenant le
THÉORÈME 5.1. 12 vérifie le8 hypothèses du NO 1. 

le részcttat étant inexact 8i
c

DÉMONSTRATION.

L’appiication identité étant évidemment continue de dans

elle est continue de T (p , a ; dans 

et comme est dense dans (diaprés le

lemme 1.1, chap. 2 de on a :

Par ailleurs, il existe une application linéaire continue 

dans ~I’ ô’p (5~,, telle que 9~=ç? si ~ E ~D (S~) (14). Par i nterpola-
tion, on voit, que Q est linéaire continue de 
wo,p (~)~.

Mais alors, pour (cf. Th. 3.1 et 4.1)
E E 1" (p, tXJ (S), Wo,1’ (Q)) ce qui montre Pinclu-

sion inverse de (5.2) (lorsque 1- 8 =}= 1 jp) et démontre la première partie
du Théorème.

On peut préciser l’énoncé du Théorème 5.1 relativement au cas

1- 6 = 1 de la façon suivante :
p

THÉORÈME 5.2. Si 120139===- l’espace 
p

contenu strictement da-na Wô-e, (Q) = W’-s,p (S) avec 
DÉMONSTRATION.

De la Proposition 5.1 et du Théorème 3.1, 2°), il résulte que
est strictement contenu dans ~ô‘e’’° (S~) et comme

(18) L’inolnsion algébrique et topologiqne, y comprise ponr 1- e =1 cf. Th. 5.2.
p

(If) Par carte locale on se ramène à q=R. Alors Qu(x)=u(x) - 
(Cf. aussi [11], (III), page 76).
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est dense dans chacun des espaces, il résulte que la topologie de

T (p, a; Wô’p (D), (Q» est strictement plus fine que celle de (Q).
Des Théorèmes 5.1 et 5.2 on déduit :
COROLLAIRE 5.1. L’e8pace T ( p, a (Q), (S)) est un sous espa-

ce fermé de 1’(P, oc , . (S), (S)), pour. 1 - 0 *p e et 
p

pas fermé pour 1- 9 -1 ,
p

REMARQUE 5.1.
Ceci montre que, Xi étant Un sous espace vectoriel fermé de Y’, i = 0,

1, T (p, a ; Xi, XO) n’est pas nécessairement un sous espace 1’ectoriel fei-mé de
T (p, a 1 Y 1, yO).

Le méme exemple, avec p = 2, montre que (avec les notions et nota-
tions de [3], (9 J) [’ 1, (6)] n’est uécessairement un sous espace vec-
toriel fermé de [Y1, yo, ~ (9)], même lorsqtie les espaces considérés sont

hilbertieuB. Il serait intéressant de voir ce ’que donuent à ce sujet les

constructions de [5] et [6]. 
’

REMARQUE 5.2.
Il semble probable - mais nous iilavods pas démontré que

est fermé dans pour

et ne l’est pas lorsque

REMARQUE 5.3.
Il semble également probable - mais il n’est pas démontré, sauf dans

le cas p = 2, auquel cas c’est exactement le Corollaire 5.1 - que

est fermé dans

(III)) pour et ne F est pas pour

6. Une application.

Nous utilisons ici les notations de [11], (III).

THÉORÈME 6.1. Pour s entier &#x3E; 0~ et pour on a

DÉMONSTRATION.

Le cas s = 0 est donné au Théorème 5.1 - Le cas 8 entier 5 0 se dé-
montre de facon analogue. D’abord, comme pour (5.2), on a :
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On considère ensuite (cf. [11] (III), page 76) un opérateur linéaire Q tel que
soit continue de et dans 

respectivement, avec ~~=99 Par interpolation, Q est linéaire
et continue de dans On termine
comme au théorème 5.1 si l’on montre que, pour tout u E ô 1-e,r (Q)
alors M6 W,+1-8.p (R’~), Or ceci résulte des théorèmes 3.1 et 4.1.

Par dualité, on déduit du Théorème 6.1 le

THÉORÈME 6.2 Pour 8 entier

C’est le Théorème 11.3 bis de [11 ], (III), mais démontré ici par un pro-
cédé beaucoup plus direct qne dans [11], (III) où nous passions par l’inter-
médiaire des problèmes de DIRICHL-ET.

REMARQUE 6..1. Corrigeons uu erreur dans la Prop. 11.1 de [11], (III).

Cette proposition suppose

En effet, si a = 1 D, rapplique pas dans en

p

effet tout se ramène au =[0,1] , Di = D = 2013; si Dappliquait (D)

dans ce serait un opérateur linéaire (théorème du graphe
fermé) ; donc

pour E CD (~3) ; donc

our tout et Mais 1 - 8 = 1, donc (théor. 1.1) Wy8’p(Q)
, p

= et (6.4) vaut également pour tout Même inéga-
lité en échangeant ç? et 1Jl, d’où

On peut choixir Alors, puisque 8
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ce qui n’est pas (puisque T) (S~) est dense dans W p’p (Sl), si (6.6) était vrai,
on aurait 99 (0) = 0 pour tout 99 E ~7) (~2), ce qui est absurde).

Dans la démonstration de la Prop. 11.1 de [ll], (III) nous avons uti.
lisé l’opérateur de restriction à Q, qui applique W,-l,P (Rn) dans

sauf - 1 = 20131 c’est à dire == 2013. ..() 
p 
m 

P

CONSÉQUBNCES : dans (1II) les théor. 11.1 et 11.2 sont corrects

si pour p fixé, r 2013 2013 est non entier ; &#x3E; 
· le théor. 11.3 bis est correct si, pour

p

p fizé 9-)-2013 est =t= 1; &#x3E; 
· le théor. 11.6 est contenu dans le théor. 11.2; &#x3E; 

·

p

dans II il faut ajouter : (1 - 0) a + Op - 7, non entier dans (1.3).( ) J ( ) ’f’ J ( )

Tous les autres énoncés sans cbangement, en particulier les théor. 11.3,
11.4 et 11.5 de ’fIl], (III) (noter que pour, les espaces W-O,.P (r) et JI" (r)
les phénomènes exceptionnels signalés dans ce travail ll’ont pas lieu,
puisque l’ est « sans bord »).
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