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SUL MINIMO DELL’INTEGRALE DEL GRADIENTE
DI UNA FUNZIONE (*)

MARIO MIRANDA

Nella prima parte di questo lavoro, §. 1 e 2, studio il problema del

minimo del fiinzionale 1) . mostrando alcune proprietà delle

03A9

soluzioni di tale problema, soluzioni intese in un senso opportunamente gene-
ralizzato. Nella seconda parte, § 3, stabilisco il collegamento esistente fra il

problema di minimo sopra considerato ed il problema di minimo per le fron-
tiere orientate secondo De Giorg  e faccio vedere come dai risultati della

prima parte discendano le disuguaglianze fondamentali usate in [4] per sta-
bilire il teorema di regolarizzazione. Nella rimanente parte mostro come da
tali disuguaglianze e da altri risultati stabiliti in [1] e [2] seguano i princi-
pali teoremi contenuti in [4] e per molti di essi ottengo miglioramenti degli
enunciati e semplificazioni delle dimostrazioni.

Per comodità del lettore e data la non agevole reperibilità del lavoro

[4] 110 riportato anche la dimostrazione dei Lemmi 4.1 e 4.2 e del Teorema

6.2 che ho ripreso da [4J senza modifiche.

1. Indichiamo con lo spazio euclideo a it dimensioni con A un aperto
di e V10~ (A) 1’insieme delle funzioni localmente sommabili su A

ml aventi derivate nel senso delle distibuzioni, misure su A.
Per B (A) indicheremo con Di f, Di f i e i le misure

di f, variazione totale della derivata i-ma di f e va-

riazione totale del gradiente li f’. Se g è una funzione di Baire e B

un insieme di liorel contenuto indicheremo con

Perveuuto alla Redazione il 24 Novembre 1965.

(’‘ ) eseguito nell’ambito della, itti,&#x3E;it,&#x26;i dei Gruppi dal i Ricerca (Iel C. N. R.
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gli integrali estesi all’insieme B della funzione g fatti rispetto
.1B

alle misure Se poi g è una funzione vettoriale ad n com-
/* r

D l~

Indicheremo con ~C (A) la famiglia degli insiemi aperti e limitati la cui
chiusura. sia contenuta in A.

Richiamiamo alcuni risultati per la dimostrazione dei quali rinviamo

TEOREMA 1.1. Sia A c Rn aperto ed,

Se fh è definita su ~x; x E Rn, dist (~

avremo, per ogni 

TEOREMA 1.2. (v. Teor. 2.6 di [1]). Sia
Per ogni f E (A) esistono due funzioni f + ed f - eguali quasi su

A ad f e tali che pe~r ogni si ha

ilore la, di (ii - 
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TEOREMA 1.3. (v. Teor. 1.10 di [2]). 

TEOREMA 1.4. (v. Teor. 3.3 di [2]). Nelle ipotesi del Teorema 1.3 si ha

TEOREMA 1.5. (v. Teor. 1
coincida con f + (v. Teor. 1.2). Allora per ogni coppia di

numeri reali e, r : 0  g  r  a vale

Vale in Rn la estensione del Teorema di Banach (v. Teor. 2 di [3]) col-
legante la variazione totale di una funzione con l’integrale del numero delle
intersezioni del suo grafico con una retta variabile. Precisamente si ha

1.6. A9ia aperto e sia

si ha che rp (x ,E) E B V1oc (A) per quasi tutti

conseguenza immediata dei Teoremi 1.3 e 1.4.
c. v. d.

2. Introdurremo ora due funzionali definiti per le funzioni aventi deri-

vate misure e sta,biliremo alcune proprietà di questi.
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DEFINIZIONE 2.1.

tato poniamo

chiuso e li1ni-

Una proprietà generale dei nuovi funzionali è la seguente

PROPOSIZIONE 2.2. _Per

e limitati, vale
chiusi

DIM. Sia 9 E

e quindi
Avremo allora g = f in .A - G2

e quindi anche

Sottraendo dai due membri della (2.5) si ricava

e poichè è

dalle (2.7) e (2.6) si ha la (2.3).

considerare Scriveremo
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per brevità in luogo di 0 (I, Ce) e y ( f, Ce). Sottiutende-

remo inoltre che f = f’+ (v. Teor. 1.2).
Vale allora il seguente

TEOREMA 2.3. Sia .

ha allora, per Lo : 0  e  a

DIM. Basta provare, per la simmetria fra f e g, che

ovvero

ovvero, per ogni

Per provare la (2.11) si ponga

avremo allora, per la (1.8)

ed ovviamente
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Dalle (2.13) e (2.14), tenendo ancora presente la (1.8), si ha la (2.11).
c. v. d .

OSSERVAZIONE 2.4. Se oltre alla ipotesi della Prop. 2.3 vale 03C8 ( f, e) = 0
si ha allora ovviamente

Proveremo ora una disuguaglianza c;he useremo spesso nel seguito.

DIM. Cominciamo col cosiderare il caso f E Ci (A).
Per t : 0 poniamo

La ft è continua sulla ipersuperficie verifica la

dove 1’ inteyrando al secondo membro deve intendersi eguale a zero se

Df (x) = 0. Avremo quindi ,
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e quindi anche

ovvero

ovvero

da cui, integrando sull’intervallo (e, r),

1)alla disuguaglianza di Schwarz si ha d’altra parte

Dalle (2.23), (2.24) e dal Teor. 1.5 si ricava allora la (2.16) per le f E C’ (A).
Sia ora f E B Vloc (A) qualunque. Dal Teor. 1.1 si ricava che può costruirsi

una successione Ci (A) per cui esiste Nc (0, a), con mis N = 0, tale che



634

Dalla (2.25), ricordando la (2.8), si ha

e quindi dalle (2.26) e (2.27) si ha

Dal fatto che la (2.16) vale per le fh e dalle (2.25), (2.26) e (2.28) segue
allora che la (2.16) vale per la f e per Lo, r E (0, a) - N. Ma allora, essendo
mie N = 0 e ricordando che per la ipotesi f = f + già fatta valgono le

per

per

si ha che la (2.16) vale per qualunque Lo, r E (0, a).

COROLLARIO. 2.6. Sia a

per vale

Allora, per 0  e  r, vale

Nella ipotesi v ( f~ r) = 0 dalla (2.16) si può ricavare un’altra disugua-
glianza che utilizzeremo nel seguito. Per fare questo proviamo innanzitutto
un lemma.

Allora
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Cominciamo col verificare la (2.33) nel caso (A). In tale caso

vale ovviamente
P i r 

e quindi, integrando per parti,

ovvero la (2.33).
Per f E B V10c (A) qualunque si procede come nella parte 

finale della dimo-

strazione del Teor. 2.5. ’ 
c. v. d.

()sserviamo innanzitutto che per t : 0  t C ac vale (v. la (2.21)

ovvero

e quindi
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Dal Cor. 2.6 e dal Lemma 2.7 si ha poi

Dalle (2.16), (2.39) e (2.40) segue allora la (2.36). 
e. v. d -c. v. d.

3. Confrontiamo i risultati del paragrafo precedente nel caso delle fun-
zioni caratteristiche d’insieme con quelli trovati da De Giorgi in [4].

In [4] si era posto, per e G c A chiuso e

limitato

Vale allora il seguente

TEOREMA 3.1. Per

chiuso e limitato si hanno le eguaglianze

DIM. Basta verificare la (a.3), e poichè vale ovviamente

resta da vedere che

Fissato f E B V10c (A), con f = cp (x, E) in A - G poniamo 7 = min (max ( f, o)~ 1 ).
Avremo allora" 1 v. Lemma 1.1 di [1],
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Dal Teor. 1.6 abbiamo poi

dove si è posto e quindi per
A : O  /L  1. Dalla (3.7) si ha che esiste A E ~O, 1) per cui

e quindi, poichè deve essere 0 i si ha, tenuto conto

delle (3.6) e (3.8), la (3.5).

Scriveremo anche qui in luogo di

Dal Teor. 2.5 si ricava allora il seguente risultato, che comprende il Teor.

V, pag. 14, di [4], ovvero Teor. X di [5].

TEOREMA 3.2. Sia

Allora si pe f

()ltre alla validità del Teor. 2.5 basta ricordare la (2.39).
c. v. d.

1)al Teor. 2.8 si ricava poi il seguente risultato che comprende il

Teor. VI, pug. 1:" (li [4] ovvero Teor. XI di [5].
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DiNi. Essendo V (E, r) = 0 si lia

Infatti per L = E - Cr si deve avere

e d’altra parte è, per la (1.8),

Analogameute per M = E U Cr si deve avere

Dalle (3.12), (3.13) e (3.14) si ricava la (3.11 ). Dalle (3.11) e (2.36) si ita

la (3.10).
c.v.d

Vogliamo ora ricavare delle valutazioni già stabilite in [4], di 99 (.,r, E) e

i nella I’er fare ciò richiamiamo alcuni i fatti

noti.
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OSSERVAZIONE 3.4. (v. [11, Prop. 3.4). Se E c Rn è un insieme 

rabile ed 7-E indica lcc sua .frontiera possiamo supporre che valga

Nel seguito sottointenderemo sempre che valga la (3.15).

DEFINIZIONE 3.5. (v. [51, § 4). Sia E c Rn misurabile. Diremo frontiera
ridotta di E l’insieme, che con E, dei punti x E ( per 
è sottinteso che vale la (3.15)) per i quali esiste un intorno aperto A, con

e

i) esiste il li1nite

ii) incl icccto con il i) vale

Ciò detto valgono le seguenti proprietà.

PROPOS[ZIONE, 3.6. (cfr. [6], Teor. III). Se Ec Rn è misurabile e xECJ* E,
allora z·ule

PROPOSIZIONE 3.7. Sia alloi-a 

DiM. Ilasta ricordare la (3.1;)) e osservare che per il Teorema di Besi-

covitch [7] ] sulla derivazione delle misure vale, per ogni insieme di Borel

BcA

Possiamo allora provare il seguente risultato, per il quale si veda il

’JB~or. VII, pag. 17, di [4] ovvero il Teor. XII di [5].
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TEOREMA 3.8. Sia E c Rn misui-abile e sia esista
- 

.

, allora valgono le

Grazie al Cor. 2.6 e alla Prop. 3.6 la (3.19) vale se x E ’7* E.
Nel caso in cui x E E si può, grazie alla Prop. 3.7, per ogni e &#x3E; 0

trovare ~ E g- .E - x i  E. Allora, essendo V (E, Ot-E (~)) = O (cf’r.
Prop. 2.2) vale

Dalla (3.21) per l’arbitrarietà segue la (3.19).
Per quanto riguarda la (3.20) osserviamo che dalle (3.12) e (3.13) segm

E quindi, se x E 7E, per la (3.19) si ha

Integrando la (3.23) sull’intervallo (0, t) si ha

Ripetendo queste considerazioni per e ricordando clle

(1 ) È sottinteso che



641

Dalle (3.24) e (3.25) segue allora la (3.20).
’ 

c. v. d.

4. Da una proprietà delle funzioni armoniche, Lemma 4.1, ricaveremo
alcune proprietà delle superfici approssimanti frontiere orientate di misura

minima, Teor. 4.3 e Teor. 4.4.

armonica in

Per una nota proprietà dei polinomi armonici, cfr. Favard [8]
vo1. III, 2° pag. 240, esiste una successione { con Vh polinomio armo-
nico omogeneo di grado h, tale che

e le due serie convergono uniformemente su G.

Per la omogeneità Vh si ha

Avremo allora

1)alle (4..;), per la omogeneità dei Vh, si ha la (4.1).
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LEMMA 4.2. Sia suc-

ces.Rione di numeri reali positivi. Posto indicate"

G

con funzione arinonica su G - 8 G ed uguale su sia

A per a : 0  a  1, vale

dove si è posto

DIM. Osserviamo innanzitutto che valgono

Dalla (4.9) si ha

c, per facile calcolo,
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quindi, dalle (4.11), (4.12), ricordando la (4.6) si ottiene

D’altra parte con facile calcolo si ha

mentre alla (4.9) vale

e, grazie alla (4.10) se h è suadentemente grande, vale

e cioè

dove

(4.15) e (4.17), ricordando le (4.6) e (4.7) si ha
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Dalle (4.13), (4.14) e (4.18) si ha allora

Ma grazie al Lemma 4.1 vale

dalla (4.17) si ricava

e tenuto conto della (4.18) si ha infine

Dalle (4.19), (4.20) e (4.22) segue allora la (4.8).
Vale allora il seguente

TEOREMA 4.3. Sia

successione di numeri reali positivi. Posto i d y suppoitia-

che valga

Valga inoltre la

=i A è iiii aperto di contenente n e si I)Iiò 1VhE (J).
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allora, 

DIM. Indichiamo con Uh la funzione armonica su G eguale alla U’h sulla

frontiera di G. Si avrà allora

.min Wh, max 
a a

Si ha allora, grazie alla (4.24) che vale la ipotesi (4.7) del Lemma 4.2 e

quindi verifica tutte le ipotesi del Lemma 4.2, varrà allora la tesi di

questo e cioè esattamente la (4.25). 
’

~ 

c. v. d.

TEOREMA 4.4 Sia {Lh} una successione di insienii ntistcrabili di R’ty n &#x3E; 2,
e una successione di reali positivi. Per t &#x3E; 0 valgano le relazioni

- i ~ ,

siafitnzioiie coitti ttia su

1)m. Busta verificare che è assurdo che esista una successione di

insiemi e~1 un numero reale a : O  a  1, tali che valgano le i), ii), iii), e

:1 
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Supponiamo infatti che una tale (Lh) ed un esistano. Possiamo

anche supporre, grazie alla iii), che valga

Allora, cfr. Teor. 5.6 di [1], per ogni h esiste un aperto ed

una funzione Wh E 01 tali che ’

e, grazie alla iii), vale

Possiamo anche supporre, senza ledere la geiieralità, che esista

e non può essere c~ t9, perchè in tal caso, grazie alle (4.30) e (4.31), si

avrebbe

e la (4.33) contrasta con la (4.28).
Vale inoltre

infatti, dalla (4.30) si ha

Qnindi, dalle (4.31), (4.32) e (4.33) si ha

1)alle (-L81), (4.35) e (4.36) segue allora la (4.34).
1)alla (4.34) si ha che per ogni e &#x3E; O esiste h, tale che
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e quindi possiamo considerare la successione di funzioni su

G === ~ ) I y 12 - C2 allora, per le (4.30) e (4.37), cfr.

anche Prop. 1.6 e Teor. 1.10 di [2],

Posto allora Dwh dy, si ha, per le (4.3~) e (4.39),

Dalie (4.40) e (4.41) si ha allora

Avremo allora che la successione le ipotesi del Teor.

4.3, si avrà qttiudi, posto
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Ma grazie alle (4.31), (4.32) e (4.34), per h grande e e piccolo vale, ricor-

dando che il valore di a è fissato,

D’altra parte vale, per la Prop. 1.6 e il Teor. 1.10 di [2],

Finalmente dalle (4.43), (4.44) e (4.45) si ha

ciò che contrasta colla (4.28).
c.v.d

5. Scopo di questo paragrafo è di provare il Teor. 5.7. Per fare ciò

proveremo alcuni lemmi.

5.1. ~S’ia .

e valgano

Avremo allora, posto

le diseguaglianze
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Poniamo

Avremo allora, per la (1.8),

e ovviamente

Quindi

I)’altra parte si ha

1)alle ( ~.~), (5.10) e (5.11) si ricava allora la (5.4).
Per la (5.5) ricordiamo che vale

e quindi
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potendosi invertire gli integrali al secondo membro grazie alla coutiiiiiità di

. D’altra parte è

Dalle (5.13), (5.14) e (5.~:;) segue allora la (~.~5). 
c. v. d.

5.2 Per ogni n?iiiíei-o intero n esiste (n) &#x3E; 0 tale che

i) E e Rn, misurabile x E Rn,

implicano

DIM. Infatti da

segue l’alternati va

e dalla (5.18) la


