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SUR L’INTERPOLATION ENTRE LES ESPACES Lp03A6k

SVEN SPANNE

o. Introduction.

Des espaces de fonctions de type (il) ont été étudiés récemment par
plusieurs auteurs (F. John et L. Nirenberg [12], Campanato [3], [4] Meyers
[19], Da Prato [9], Spanne [25]) Ces espaces comprennent entre autres les

espaces .~p et Ca et les espaces de Morrey Dans [26], Stampacchia a
démontré des théorèmes d’interpolation pour des applications des espaces ~Lp
dans les espaces J2~’ (il) qui entrainent des théoremes d’interpolation où

les espaces image sont de types différents, notamment des espaces L. et Ca .
Ces théorèmes ont été généralisés par Campanato [5] et par Campanato et
Murthy [7], qui emploient la méthode de Stampacchia, et par Grisvard [10]
et par Peetre [22], qui en utilisant la théorie des espaces de Sobolev-Besov,
obtiennent des résultats pour des applications des espaces de Banach géné-
raux dans les espaces .~p et C a .

L’origine de notre travail est un essai de retrouver les résultats géné-
raux de Grisvard et Peetre sans sortir du cadre des espaces Ceci est

possible, et en même temps nos méthodes sont plus simples, même dans le cas
original de Stampacchia. Dans [26], [5] et l7], les auteurs ont entièrement

refait les démonstrations des théorèmes classiques de Marcinkiewicz et de
M. Riesz-Thorin. Ceci n’est pas nécessaire ; en effet notre premier résultat
principal, le théorème 4.1 montre :

Etant donné un théorème d’interpolation pour les espaces Lp, il en ré-
sulte un théorème correspondant pour les espaces 

En particulier, les résultats dans [26], [5] et [7] sont des conséquences
immédiates des théorèmes classiques ci-dessus.

En outre, nous trouvons des généralisations au cas ’abstrait’ (des ap- ,

plications définies dans des espaces de Banach généraux) qui étendent les
résultats de Grisvard et de Peetre. Ces auteurs utilisent seulement la mé-

thode des espaces de moyennes (de Lions et Peetre) et ne traitent pas les
espaces de Morrey, tandis que nous pouvons utiliser n’importe quelle mé-
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thode d’interpolation (par exemple celle de Calderon) et aussi des espaces
(même des espaces extension pourtant peu essentielle).

Pour obtenir les théorèmes d’interpolation entre les espaces .Lp et Ca ,
il faut aussi regarder un cas limite, l’espace de John et Nirenberg, (f 0 = 
Stampacchia [26] donne un résultat, son théorème 3.1, pour l’interpolation
entre les espaces Co et Pourtant, la démonstration dans [26] n’est pas
complète, (ce qui a été remarqué aussi par Campanato), en outre, ce théo-
rème n’est pas le meilleur possible. Au n° 5 nous donnons une généralisa-
tion, le th. 5.2, en employant une famille d’espaces introduite par John et
Nirenberg [12]. Pendant la rédaction de cet article il est paru l’article [27]
de Stampacchia qui contient entre autre un résultat, th. 3.1, qui est relaté
à notre th. 5.2. La démonstration de Stampacchia utilise d’abord une mé-
thode complexe et puis le théorème de Marcinkiewicz, donc une méthode

réelle. Son résultat est réstreint aux scalaires complexes. Notre méthode est

purement réelle et marche aussi pour les scalaires réelles et dans le cas
’abstrait’.

Au n° 6, nous appliquons nos résultats généraux au théorème de Stam-
pacchia-Grisvard, et au n° 7, nous donnons une nouvelle démonstration d’un
théorème bien connu de Calderon-Zygmund-HSrmander sur les opérateurs de
convolution dans -Lp . Ce résultat est assez proche à celui de Peetre [23] sur
des opérateurs de convolution (de type transformation de Hilbert) qui laissent
invariants les espaces et à des résultats analogues pour les opérateurs
de type potentiel, prouvés par l’auteur (inédit).

Dans la note polycopiée de Kree [15], il y a des résultats qui contien-
nent quelques cas spéciaux de notre th. 4.1, mais obtenus par une méthode
plus compliquée (essentiellement celle de Stampacchia) et restreints à la mé-
thode des espaces de moyennes. Nos méthodes s’appliquent aussi bien à la
situation générale de Kree, comme nous le montrons au n° 8. Comme une

application, nous complètons la demonstration du th. 3.1 de Stampacchia
[26]. Ce résultat n’est pas contenu dans Stampacchia [27].

1. Quelques lemmes préliminaires.
On désigne par 6Pk l’ensemble des polynômes de degré Ç k (à coéffi-

cients réels ou complexes, suivant le cas) et par (E) l’ensemble des réstric-
tions, à l’ensemble mesurable borné .E, des polynômes dans On choisit

une base dans 7Jk (E), orthonormée par rapport au produit scalaire

Pour a dans 18° (R") (ou bien dans Li (E)) on pose
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L’opérateur linéaire Mk (~7) ne dépend pas du choix de base dans 9k (E),
c’est la projection orthogonale sur En particulier (1),

Soit I (x, r) la boule E Rn 11 X - Y Ç ~’~. On va étudier Mk (E ) comme
opérateur de Lp (E ) dans Lp (.E ), 1 ç ~ S oo, pour des sousensembles assez
grands d’un I (x, r) donné.

REMARQUE : On peut employer des normes differentes dans Rn , y ce qui
ne change rien dans le suivant. En particulier, au n° 6 on va employer la

norme |x == sup |xi|, , alors les ’boules, sont des cubes. (Voir Campanato [6],

appendice I).

LEMME 1.1. Soient et tel que 

A &#x3E; 0. Alors il existe une constante C, ne dependente que de A, k, n telle que

pour chaque p dans 

DÉMONSTRATION : t

Soit . D’apres un lemme de De Giorgi (Campanato

[4], p. 140) il existe une constante c = c (k, n, A) telle que

Alors

LEMME 1.2 : Soit Alors

où 0 ne dépend que de A, k, ~z.

(1) On désigne par 7&#x3E;1 (.E) la mesure (de Lebesgue) de l’ensemble E.

9. Annali della Scuola Nor7n. Sup.- Pisa.
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DÉMONSTRATION : 1

d’après l’inégalité de Holder (2). Mais

grâce au lemme 1, pour q = 2, et au fait que les CPj sont normés. Par con-

séquent il ~ ce qui achève la dé-

monstration.

où C ne dépend que de A, k, n.

DÉMONSTRATION :

Il suffit de démontrer l’inégalité à droite. Pour p E ~k , Mk (E) p = p.

pour chaque p E 9k , y d’après le lemme 1.2~ et l’inégalite est démontrée.
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2. Les espaces Mp.

Soit .E C Rn un ensemble mesurable (comme toujours pour la mesure
de Lebesgue).

DÉFINITION : On désigne par Mp l’espace des fonctions mesurables a,
definies dans E, telles que

pour une constante c (qui dépend de a) et l’on pose, pour a E Mp (E )

On trouve facilement que

Donc Mp (E~ est un espace vectoriel. L’application est

une quasi-norme, mais elle n’est pas une norme ; pour p ~ 1 on peut trouver
une norme équivalente, notamment

Un calcul facile montre que

En outre~ .

REMARQUE 2.1. Les espaces y introduits par G. G. Lorentz [18], ap-
paraissent dans le théorème de Marcinkiewicz.

REMARQUE 2.2. Pour les espaces quasi-normés voir Kree [15].
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3. Les espaces ekp’ et 

Soit Q un ouvert dans Rn et d (Q) le diamètre (fini ou non) de Q. On

fonction positive 
’ ’

DÉFINITION 3.1. On désigne par l’espace des fonctions a dans
Lioc (il) telles qu’il existe une constante C telle que

On munit (il) de la semi-norme

où l’infimum est pris dans l’ensemble des C vérifiant (3.1). Si l’on identifie
des fonctions dont la différence est un polynôme de degré ~Ç k~ on obtient
une norme et l’espace quotient correspondant est un espace de Banach.

DEFINITION 3.2. On désigne par Wk3 (il) l’espace des fonctions a dans
LioC (S2~ telles qu’il existe une constante C telle que

On munit 9kl’ (il) de la quasi-semi-norme (3)

l’infimum étant pris dans l’ensemble des C satisfaisant (3.2). 
c’est equivalent à la semi-norme obtenue en remplaçant
dans (3.2).

Soit A et B deux espaces vectoriels semi-quasi-normés. Disons qu’une
application T : A - B est de norme  M si

(8) Quasi veut dire : on a l’inégalité de triangle généralisée
k &#x3E; 1, et semi veut dire : on admet 1 a = 0 et a =F 0.
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REMARQUE 3.1. On a , ). Une application de l’inégalité

n

ç r q Les normes des inclusions ne dependent pas de ou k.

REMARQUE 3.2. Si il est borné (ou, pour k = 0, de mesure finie)
£ft/J c Lp (2). Alors on peut munir (il) d’une norme, par exemple

+ a L,(12) e t muni de cette norme, (Q) est un espace

de Banach. Tout ce qu’on va faire dans la suite marche aussi bien pour

(S~) muni de cette norme, mais pour simplifier les notations on n’utilise
que les semi-normes.

DÉFINITION 3.3. On dit que est de type A s’il existe une constante

positive telle que .

On va montrer que, sous la condition sIl, les espaces (D) coinci-
i

dent avec les espaces (Q) définis par Campanato [3], [41, si 4Y (r) = rp .

DÉFINITION 3.4. On désigne par (Q) l’espace des fonctions a dans

(Q) telles qu’il existe une constante 0 telle que

On munit Él" ’ de la semi-norme

l’infimum étant pris dans l’ensemble des C satisfaisant à (3.4).

EXEMPLE : 1 Soit

introduit par Campanato [4].

PROPOSITION 3.1. Soit Q un ouvert de type A.Alors les espaces 
et EftP (S~~ coïncident et les semi-normes correspondantes sont equivalentes.
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DÉMONSTRATION.

D’àpres le lemme 1.3 il existe une constante C telle que

pour chaque Il en résulte que

si l’une des seminormes est définie. La constante C est independante de a, p, 0.

REMARQUE 3.2. Campanato et Murthy [7] ont montré la prop. 3.1 dans

le cas p ~ 2.

Campanato [3], [4] a donné la caractérisation suivante des espaces

1 pour il borné, de type nl

espace de Morrey si 0 ~ ~  n.

John et Nirenberg [12] ont caractérisé l’espace ~2j’ ~ (~) = éo (S~) pour
il = cube, et l’auteur [25] a étendu cette caractérisation au cas -P.1, 0 (Q)
pour cp (r) = (r) croissante, S = cube. Ces résultats valent encore pour
~2 = image bilipschitzien d’un cube (Campanato [6], appendice 1).

REMARQUE 3.3. De la caracterisation ci-dessus et de la remarque 3 1

il suit que

et Q = cube. Donc les espaces (0) ne sont intéressants que dans le
cas A  n.
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4. Les théorèmes d’interpolation.

Soient sfl, ~3 des éspaces vectoriels topologiques et Bo
Bi C CX3 des espaces-quasi-semi-normés, les inclusions étant continues.

DEFINITION 4.1. On dit que les espaces quasi-semi-normés y Be ,
avec Ae c s4, Bq C 03 (continûment) sont des espaces d’interpolation d’expo-
sant 8, 0  0  1, par rapport aux couples Ai) et ~Bo , Bi) si la con-

dition suivante est satisfaite :

Soit T une application lineaire continue dl-t- CJ3 telle que la restriction
de T à Ai applique Ai dans de norme ç l~z, i = 0, 1. Alors la restric-
tion de T à Ae applique Ag dans Be de norme ç .~ ç et la

constante C ne dépend pas de T. Nous appellons C constante de convexité.
D’une manière analogue on définit des espaces d’interpolation par

rapport aux applications quasi-linéaires.
Notre résultat principal est le théorème suivant d’interpolation, avec

THÉORÈME 4.1: On suppose que les espaces Ao et Lp (D) sont des
espaces d’interpolation d’exposant 0 et de constante de convexité C par

rapport aux couples Ai) et (Ip. (il), Ip, (Q)). Alors Ae et sont

des espaces d’interpolation d’exposant 0 et de constante de convexité C

par rapport aux couples Ai) et si

DÉMONSTRATION :

Supposons que l’application linéaire continue applique
Ai dans ~k ~ ~ (Q), de norme Ç M~, , i = 0,1.

On désigne par JE l’application définie par

Alors JE applique dans Lp (9), de norme -,- 0 (r), pour chaque
et E == Q (r, r) (x, r) Il en résulte que J~ T applique Ai dans

Lpi (Q), de norme  M. (If). Puisque Ae, Lp (Q) sont des espaces d’inter-
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polation, il résulte que JE T applique Ae dans .~~ (S2), de norme

Soit a E Ae. Alors

pour chaque

ce qui achève la démonstration.
Il y a un théorème correspondant pour les (Q).

THÉORÈME 4.2. On suppose que les espaces A e et Lp (Q) sont des espa-
ces d’interpolation d’exposant 9 et de constante de convexité C par rapport
aux couples (Ao, At) et Alors les espaces AB et ~k ~ (S~)
sont des espaces d’interpolation par rapport aux couples (Ao , Ai) et

si

DÉMONSTRATION: On notera que JE applique (0) dans (0) de
norme Ç ~ (~~). Vu ceci, la démonstration du th. 4.1 marche sans change-
ment.

Ces deux théorèmes entrainent, dans des cas plus ou moins concrets,
des théorèmes d’interpolation.

REMARQUE 4.1. Les théorèmes 4.1 et 4.2 s’appliquent aux applications
linéaires ou aux applications quasi-linéaires.

EXEMPLES

4.1) D’après le théorème classique de Marcinkiewicz (Zygmund [28])
on peut choisir, dans th.

1-01 + ~ et pi = 0, 1. (Il suffit d’ailleurs que q), et si po 
qo qi

Donc on retrouve les théorèmes d’interpolation de Stampacchia [26] (k = 0)
et de Campanato [5] (k ~ 0).
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4.2) Le théorème de M. Riesz-Thorin (Zygmund [28]) montre que,

dans le cas des scalaires complexes et des applications linéaires, on peut
1

choisir dans le théorème

En plus, la constante de convexité peut être prise =1. Ceci donne

le théorème de Campanato-Murthy [7].
4.3) Le théorème de (M. Riesz [24]) montre que dans le cas des

scalaires réelles on peut prendre Ao = LqO’ y Ai = y Ae = Lq si

1 w 1- 8 e i = 0, 1, et la constante de convexité peut
Q Qo q ~&#x3E; &#x3E; &#x3E; p

être prise ---1.

4.4) D’après Lions-Peetre [17], le th. 4.1 s’applique au cas A8 =

(Ao, notations de Peetre [20], [21]. Comme (Mp,, , Mpl)e,p= Lp, ceci
est aussi vrai pour le th. 4.2. It en résulte des analogues abstraits des

théorèmes de Stampacchia et de Campanato et du théorème dans l’ex. 4.3

cidessus.

4.5) Dans le cas des scalaires complexes et des applications linéaires
on peut utiliser la méthode complexe de Calderon [1] et de Lions [16]. En
effet, comme lLpo’ = on peut choisir A8 = Le résultat

est un analogue abstrait du théorème de Campanato-Murthy.
Terminons par un résultat d’une nature un peu différente.

THÉORÈME 4.3. Soient 4$~ , 5 donnés, 0  9  1. Alors on a

avec

DÉMONSTRATION :

Le cas est essentiellement contenu dans le th. 4.1. Démontrons

le cas 

Posons Ai = = 0,1 et Ae = (Ao , Soit a E Ae .
D’après la définition de Ae, il existe une décomposition a = a,~ (t) + ai (t),
o ~ t  oo avec ao (t) E y ai (t) E Ai, y telle que
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Alors il resulte que

Si nous choisissons nous trouvons

Donc a E (D). On notera aussi que l’inclusion A8 C 9xÎ’ (il) est de
norme c C.

Le théorème 4.3 est assez banal mais il suffit pour retrouver une partie
des théorèmes de Stampacchia-Grisvard.

EXEMPLE 4.6. Soit Â. = 0, Âi &#x3E; n, S~ de type s4 et convexe. Alors on

trouve
1

grâce à la caracterisation des espaces et à la remarque 3.3.

EXEMPLE 4.7. Soit n   72 +1, p =1, D de type A et convexe.
Alors on trouve

En outre, la norme de l’inclusion est bornée independamment de 0. Ceci
entraine des théorèmes d’interpolation bien connus pour les espaces 
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5. Interpolation des espaces Np .

Dans l’exemple 4.6, nous avons trouvé un théorème d’interpolation entre
les espaces Mp (ou Lp) et les espaces Ca. Pourtant, les résultat n’est pas

satisfaisant du côté des dans l’eXemple). Il faut completer nosB f1 /
résultats autérieurs par un théorème d’interpolation entre .Lp (ou lklp) et E0 .

Dans ce cas-là on peut employer une famille d’espaces introduite par

John et Nirenberg [12] pour obtenir un résultat plus exact. Aussi on va

trouver un démonstration d’un théorème de Stampacchia [26] th. 3.19 (voir
aussi l’introduction).

Soit il un cube dans Rn. Dans ce rc° on va employer la norme

1 x 1 -. 1 dans y donc les I (x, r) sont des cubes. On considère des
-

partitions P : Q = U Ik de Q en cubes Ik sans points intérieurs communs.
k

DÉFINITION 5.1. On désigne par Nr (il) l’espace des fonctions a E .L1 (il)
telles qu’il existe une constante C telle que

pour chaque partition il = U Ik. Pour p = o0 on a la modification usuelle.
On munit lhp (il) de la = inf C, et oo de

la norme

PROPOSITION 5.1 On a

DÉMONSTRATION.

1) Pour chaque cube I c ii on a, d’après le lemme 1.3 (qui est tri-

vial dans ce cas, k = 0. Voir Spanne [25]), que ,

1 1
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Il en résulte que

2) Immédiate

3) La seule chose à verifier est que

Chaqiie .E pareil est con-

tenu dans un cube

grâce au lemme 1.3.
Le resultat fondamental suivant est dû à John et Nirenberg.

THÉORÈME 5.1 : Pour 1  ~  o0 on a l’inclusion Np (Q) C Ml, (Q), de
norme  C, ou C ne dépend pas de S~.

DÉMONSTRATION :

Le lemme 3 de John et Nirenberg [12[ dit qu’il existe une constante A
telle que

Donc

De l’autre coté
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De ces deux estimations il suit que

si l’on choisit C = max (2P, 2P A).

REMARQUE 5.1 Le théorème correspondant est vrai, même dans le cas
si l’on calcule modulo les constantes.

Les espaces N~ ont la propriété d’interpolation suivante.

PROPOSITION 5.2 Pour chaque couple Pô ? Pi’ 1 Pi pour

chaque 0, 0  6  1 on a(4)

DÉMONSTRATION

Soit E Npo f l Npl et soit D = U Ik une partition. On pose ak = m (Ik)
« r 

k
1 i

Alors, l’inégalite de Hëlder donne

En variant les partitions on trouve

Mais d’après Lions-Peetre [17], (5.5) entraine l’assertion (5.4).
Maintenant nous pouvons démontrer le résultat principal de ce nl.

(4) Pour les espaces (Ao, Â1)O,p’ voir Peetre [20], [21] et Lions-Peetre [17].
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THÉORÈME 5.2 Soit lli un cube. Alors on a

DÉMONSTRATION : 1

). Donc

De l’autre côté, pour Donc

. Le théorème de réitération, Lions-Peetre [17], montre

Donc

avec

grace à la prop. 5.2.

2) Supposons d’abord que oo . Alors Lpl C Npl C y donc

Donc


