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SULLA CLASSIFICAZIONE
DEI FIBRATI ANALITICI REALI

A. TOGNOLI (*)

Introduzione.

Sia V uno spazio di Stein ed .L~ un gruppo di Lie complesso. H. Grauert
ha provato, (vedi [6]), che ogni fibrato principale topologico su V, di gruppo
strutturale L*, è equivalente ad un fibrato principale olomorfo, ed inoltre

due fibrati principali olomorfi, di base T~ e gruppo strutturale L*, sono ana-
liticamente equivalenti se lo sono topologicamente.

In questo lavoro si proverà il risultato analogo quando V è uno spazio
analitico reale coerente, ogni componente connessa del quale ha dimensione
finita, ed .L~‘ è un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie connesso.

Daremo qui un breve sunto del lavoro.
Nel paragrafo 1 si richiamano alcune definizioni utili nel seguito.
Sia ( V, 0 v) un JR-spazio, .F2013~ F" un fibrato analitico principale di grup-

po strutturale L*. Nel paragrafo 2 si prova che se L* è complessificabile il
fibrato F ammette un complessificato.

Si esaminano in particolare i fibrati vettoriali analitici e nel paragrafo
3 si danno teoremi di approssimazione delle sezioni continue con sezioni

analitiche.

Applicando i teoremi di immersione degli TR-spazi in 1R11 si ottengono
analoghi risultati di approssimazione per le applicazioni di uno spazio ana-
litico in una varietà.

È noto che, fissato n E 1~T ed un gruppo di Lie compatto L*, esiste una
varietà analitica reale Xn tale che, per ogni spazio analitico V di dimen-

sione n, l’insieme ir ( h, Xn) nelle applicazioni continue, a meno di omotopia,
di V in X~, è in corrispondenza biunivoca con le classi di fibrati principali

e gruppo strutturale L*.

Sia f j E ~ ( h~ X,z), se esiste g E { j’~, g analitica, allora il fibrato associato

ad ( f ~ 1 è analitico.

Pervenuto alla Redazione il 17 Luglio 1967.

(*) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 35 del Comitato Nazionale per la Ma-
tematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche per l’anno 1967-68.
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Usando i teoremi di approssimazione stabiliti nel paragrafo 3 si prova
nel paragrafo 4 che in ogni classe esiste un rappresentante g che è

un’applicazione analitica. Segue che ogni fibrato principale su V, di gruppo
strutturale L*, è equivalente ad un fibrato principale analitico.

Sia un fibrato principale analitico reale topologicamente banale
ed .L* il suo gruppo strutturale.

Si prova che, se L* è complessificabile, allora esiste un complessificato
di F che è topologicamente banale e quindi, per i risultati di H. Grauert,
olomorficamente banale.

Usando alcuni risultati di J. Frenkel si prova l’asserto anche quando
Z~ non è complessificabile.

L’autore ha in preparazione nn secondo lavoro sull’argomento ; gran
parte del paragrafo 3 è stato scritto in funzione di detto lavoro e non è

essenziale per la comprensione del paragrafo 4.

Ringrazio il professor A. Andreotti per utili suggerimenti datimi du-

rante la stesura di questo lavoro.

§ 1. Generalità.

In questo paragrafo riporteremo, per comodità del lettore, alcune defi-

nizioni e proprietà che saranno utilizzate nel lavoro.

lTno spazio anulato si dice spazio analitico (reale o complesso) se :

1) è di Hausdorff e soddisfa al secondo assioma di numerabilità,
2) è localmente isomorfo ad un insieme analitico (di o di 

Se X, Y sono due spazi analitici, reali o complessi, i morfismi (di spazi
anulati) 99 : X- Y sono comunemente detti applicazione analitiche (olo-
morfe nel caso complesso).

Dicesi spazio con fascio di anelli locali, uno spazio topologico X su cui
è definito un fascio di anelli locali Ox, detto fascio strutturale.

Un 1norfismo y = ( f, ’f ) fra due spazi con fascio di anelli locali : (X, Ox),
(Y, Oy) è, per definizione, il dato di un’applicazione continua f : X- Y e
di un omomorfismo, ’f : 0x , che induce degli omomorfismi di anelli lo-
cali : ’fx : --~ (ove sono le spighe di Oy ed Ox nei

punti f (x) ed x).
Un morfismo si dice un isomorfismo se ammette un inverso.
Sia ora g un corpo valutato completo (nel seguito con K indicheremo

il corpo reale od il corpo complesso) e ~~a il prodotto topologico di n copie
di K.

Indichiamo con AKn il fascio dei germi delle funzioni analitiche definite
in K?’ , a valori in K. Sia G un aperto di Kn, noteremo con AG la restri-
zione di A Kn a G.



711

Per ogni aperto G c1i Kn la coppia ( G, A G) è uno spazio con fascio di
anelli locali.

Sia I un fascio di ideali di ~(? generato da un numero finito di funzioni

analitiche, definite su tutto G. Notiamo con S(I) il supporto di AGIL La
coppia (8 (I ), AG/II s(I)) è uno spazio con fascio di anelli locali. Un tale spa-
zio viene detto K-spazio analitico locale. Supponiamo ora che I’ ‘ sia nn se-

condo fascio di ideali di AG e sia I.

In questo caso si ha l’immersione f : ~S (I’) --~. ,~ (I ), e l’omomorfismo ca-
nonico ’f’ : Il dato del analitico locale (8 (1-), AGII’) e
del morfismo ( f; ‘f ) è detto sotto K-spazio analitico locale di (S (I), AG/I).

Diamo infine la seguente :

DEFINIZIONE. Dicesi K-spazio analitico uno spazio di Hausdorff (1), con
fascio di anelli locali, (X, Ox) tale che :

1) per ogni x E X esiste un aperto U 3 x tale che ( U, sia isomorfo
ad un ~-spazio analitico locale.

2) X soddisfa al II assioma di numerabilità.

Diremo realizzazione di un aperto U di X un isomortismo fra ( U, 0xju)
ed un K-spazio analitico locale. Il dato di U e della realizzazione dicesi

carta locale.

Dicesi sotto K-spazio analitico di (X, un K-spazio analitico (Y, Or),
tale che Y sia un sottospazio topologico di X, e sia definito un morfismo

soddisfacente alle condizioni :

i) f : Y .-~ f (Y) è l’applicazione identica ed f ( Y ) è localmente chiuso

in X.

ii) (X, Oy) col morfismo ( f,’f ) è, localmente, un sotto K-spazio anali-
tico locale di (Y, 0x).

Sia (X, Ox) un m-spazio analitico, si verifica che (X, (t) è uno
spazio con fascio di anelli locali.

Dato un 1R.spazio analitico (X, Ox) diremo Ox - complessificazione (od
OX-eomplessificato) di X il dato di un C-spazio analitico (Y, Op) e di un
morfismo

(1) L’ipotesi che X sia di Hausdornf non è essenziale ad una teoria dei K-spazi ana-
litici. Noi la introduciamo perchè nel seguito saremo interessati solo a spazi separati.
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tale che : è l’applicazione identica, f (X) è chiuso in ~’ e

è un isomorfismo fra (Y, e (X, C). Si prova che il germe dello

spazio complessificato di (X, Og) è unico. Quando non è possibile confusione
( Y, Oy) è detto semplicemente complessificato di (X, Usualmente il com-

plessificato di (X, Ox) si indicherà con (X, 0-t).
Sia IT il sottofascio di 0~ dei germi di sezioni s di 0~ nilpotenti.
Il fascio IT è un fascio di ideali e lo spazio anulato (X, Ux/IT) è uno

spazio analitico (ridotto) cioè localmente isomorfo ad un sottoinsieme anali-
tico A di un aperto di Kn munito del fascio delle funzioni analitiche su A.

Se K = C lo spazio ridotto (X, OXIIT) è un sottospazio di (X, Ox) ed il
suo fascio strutturale è coerente. Ciò può non essere vero nel caso K = 1R.

In ogni caso lo spazio anulato (X, OXIIT) si chiama lo spazio analitico
ridotto associato ad (X, Ox). Lo si indica brevemente con X.

Nel caso reale, secondo la terminologia adottata, lo spazio ridotto può
non essere un JR-spazio. Nè ogni spazio analitico reale X è lo spazio ana-

litico ridotto di un 1R-spazio (X, Ox). Chiameremo (1R)-spazi gli spazi anali-

tici reali che godono di questa proprietà.
Consideriamo un C.spazio analitico locale dato su un aperto G di C"

mediante un fascio di ideali I generato da un numero finito di funzioni

olomorfe 11 , ... , ,18 su G.

Detto 8 (I) = (x E G : f1 (x) = ... = fs (x) = 0) esso è il supporto del fascio
AGII (ove A 6, è il fascio dei germi delle funzioni olomorfe su G) e l’insieme
considerato è dato da

Separiamo in ogni generatore fr la parte reale dalla parte immaginaria :
f,. = fr + ifr’ ; identifichiamo C, ed e consideriamo il fascio di ideali

di A’R (= fascio dei germi di funzioni analitiche reali su G) generato
d alle funzioni f1 , ... fs ; fi , .., , .f s -

E’ chiaro che

Possiamo considerare l’m-spazio analitico reale :
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Si verifica che questo secondo spazio non dipende, nè dalla realizza-
zione del primo C.spazio analitico locale come sottospazio di un aperto di
(tn, né dalla scelta di un sistema di generatori dell’ideale I della realiz-

zazione locale.

Questo spazio si chiamerà soggiacente al C-spazio analitico

locale dato.

Questa nozione si trasporta poi ai C-spazi analitici e permette di asso-
ciare canonicamente ad ogni C-spazio analitico (X, FiR-spazio analitico

1R 1R
reale soggiacente (XR , 

Il coniugio o del corpo complesso è un automorfismo tale che u2 = id.
Questo definisce su Cn un automorfismo antilineare involutivo che chiame-

remo ancora con o. Data una funzione olomorfa f : G - C definita su un
aperto G di (tn esiste, unica una funzione olomorfa f c, su a (G) tale che il

diagramma :

sia commutativo.

Si definisce un automorfismo antilineare di fasci 0*: Aen ---&#x3E; 
Sia dato un C-spazio analitico locale su G definito da un fascio di

ideali I su G : (8 (I), AglI), ove ~S (I) è il supporto di AG/I.
Si consideri il C-spazio analitico locale (S (o* (I)), (I)),

ove (o* (I )) è il supporto di a* (I). Questo secondo C-spazio non è, in ge-

nerale, isomorfo al primo, ma esiste un antiisomorfismo (o, 0*) che fa pas-
sare dal primo al secondo.

Il C-spazio analitico (S (0* (I)), Au(G)/a* (I)) si chiamerà il coniugato di
(S (I ), si verifica che la sua struttura non dipende dalla realizzazione
del primo C-spazio nell’aperto di 

La nozione si trasporta ai C spazi analitici e permette di definire per
ogni tale spazio un nuovo spazio coniugato del precedente ed un « antiiso-
morfismo » del primo sul secondo.

Dato un C-spazio analitico (X, Og) può accadere che esso sia isomorfo

al suo spazio coniugato ed anzi sia cioè il

C spazio analitico coincide, con la sua struttura reale soggiacente, col co-
niugato.
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In questo caso Pantiisomornsmo che fa passare dal C-spazio al suo co-

niugato diviene un antiisomorfismo di (X, in sè che verrà detto antiin-

volzczione di (1, Og).
Si può notare che un’antiinvoluzione induce un isomorfismo delle strut-

ture reali soggiacenti.
Osserviamo in particolare che se X è una varietà complessa su cui è

definita un’antiinvoluzione (i: i--&#x3E; i e è un sistema di coordinate

in un intorno di un punto p E X le funzioni 0* (Z1) ... iu7z = 0* (zn) danno
un sistema di coordinate in un intorno di cT (p).

In tali coordinate l’antiin voluzione si scrive = = 1 .., n.

Sia (X, Ox) un sotto 1R-spazio analitico di

il morfismo associato.

Diremo che (X, Ox) è fisso, od è parte fissa, per la antiinvoluzione

a= ~a, i a) se :

ed inoltre si ha :

sono le applicazioni fra i fasci strutturali.

La definizione di complessificato e di antiinvoluzione si trasportano im-
mediatamente agli ~pazi analitici reali o complessi.

§ 2. Coimplessir eazione degli spazi fibrati.

a) AZczcce definizioni.

Ricordiamo alcune definizioni : sia L* un gruppo di Lie reale ; dicesi

complessificato o complessificazione di 1* un gruppo di Lie complesso à~*
tale che :

i) la varietà complessa L* sia una complessificata della varietà ana-
litica reale L*.

iV N

ii) esista un’antiinvoluzione a* : L* --- L che sia un omomorfismo

di à5* in sè e per cui risulti :
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Siano L, L* due gruppi di Lie reali e supponiamo che L* operi su Z

(cioè per ogni 1 E I~~ sia definito un automorfismo analitico, (di gruppo), 1* di
.~ ed inoltre l’applicazione L* definita da 1 X g - 1* (g) sia ana-

litica).
Diremo complessificazione della coppia L, L* il dato di due comples-

~ 

A 
rv ~ 

* ’* rv

L* 2013a* L* di L, L* tali che :

Se (L, OL) è un 1R-spazio ed L* è un gruppo di Lie di automorfismi

di (L, OL) diremo complessificazione della coppia L, L* il dato di due com-

plessificazioni tali che l~~ operi su

e di un’ antiinvoluzione che soddisfi

la (1) ed abbia (L, OL) come parte fissa.

Sia (V, Ov) un m-spazio, L, L* due gruppi di Lie reali e supponiamo
che L* operi su L.

Dicesi fibrato analitico reale di gruppi, con fibra L, gruppo strutturale
L*, 9 base (V, 0y) e spazio totale (F, OF) il dato delle cose seguenti:

un 1R-spazio (F, OF) ed un morfismo (n, ’n) : (F, OF) - (V, Oy) tale che
esista un ricoprimento aperto di V e degli isomorfismi (ei’ ’ei) :

con 0~~ , OL fasci strutturali di

per cui siano definiti dei morfismi

che soddisfino le relazioni :

Se (L, 0zl è un 1R spazio er1 L* è un gruppo di Lie di automorfismi

di (L, OL) si da in modo del tutto analogo la nozione di fibrato analitico
reale di fibra (L, OL), gruppo strutturale L*, base ( Y? e spazio totale
( F, 

L’a,pplicazione ~c viene detta proiezione, i morfismi ((!j banalizzazioni

locali e l’insieme delle un cociclo del fibrato (rispetto al ri-

coprimento più precisamente, il cociclo del fibrato rispetto alle

banalizzazioni locali È noto che fissati gli spazi V, L, L* ed il

ricoprimento il fibrato è individuato dal cociclo 
verrà detto il fibrato associato od individuato dal cociclo (gi,j , 

Dicesi infine atlante del fibrato la famiglia di morfismi
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Analoga è la definizione di fibrato olomorfo (di gruppi) su uno spazio
complesso, o su un C-spazio, lasciamo al lettore i facili dettagli. Col ter-
mine di fibrato analitico intenderemo un fibrato analitico, reale o complesso,
di gruppi oppure no.

Se F ~ V è un fibrato analitico di gruppi sulle fibre di F, cioè sugli
insiemi n-~ (x), x E V, risulta definita una struttura di gruppo di Lie (reale
o complesso).

Si noti che un fibrato analitico in particolare è un fibrato topologico
nel senso di [9].

Un fibrato di spazio totale (F, OF), base (V,Ov), fibra (L, OL) e gruppo
strutturale L* verrà notato con ((F, OF), (n, ’n), (V, 0 y), (L, OL), L*) O più
semplicemente, quando non è possibile confusione, con (F,11:, V, L, L*) od
anche F § V.

Dare un complessificato del fibrato analitico reale (di gruppi) 
L, L*) significa assegnare le cose seguenti :

i) una complessificazione
coppia L, L*.

ii) una complessificazione

della

degli spazi

ed un morfismo delle strutture complesse che pro-

lunghi (n, ’n) e sia tale che sia un fibrato olomorfo (di gruppi se

tale era con fibra gruppo strutturale e base

iii) due antinvoluzioni

tali che siano contenute nelle parti fisse di (a, a),

(o, i a) e valga :
(se inoltre L è un gruppo, sia un isomorfismo di gruppi).

iv) Supponiamo infine che per ogni x E ~ esista un intorno Ux di x

ed un isomorfismo

Dati due fibrati analitici (di gruppi) :
dicesi applicazione fibrata analitica

del primo nel secondo il dato di due morfismi
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tali che :

ed inoltre

è un isomorfismo, £/ x E (Se L è un gruppo di Lie,
è un isomorfismo di gruppi di Lie).

Un’applicazione fibrata verrà indicata con ((~, ’~), (~, ’V» od anche (g, 1jJ)
quando non è possibile confusione.

Un’applicazione di F, in F2 sarà detta applicazione fibrata continua se
è un’applicazione fibrata nel senso di [9] fra i fibrati topologici Ft, 

Un’applicazione fibrata sarà detta un isomorfismo continuo (od anali-

tico) quando ammette un’inversa che è ancora un’applicazione fibrata con-
tinua (od analitica).

Due spazi fibrati analitici aventi medesima fibra e gruppo strutturale

si dicono isomorfi topologicamente (od analiticamente) od equivalenti, se

esiste un isomorfismo continuo (od analitico) del primo sul secondo.
In particolare diremo (F, n, V, L, L*) topologicamente (od analiticamente)

n

banale se F --~ V è isomorfo topologicamente (od analiticamente) al fibrato
V X L - V.

Sia (F, n, V, L, L*) un fibrato analitico reale ed

due suoi complessificati. Diremo che essi sono equivalenti,
(come complessificati di F), se il morfismo si può prolun-

gare ad un isomorfismo 1jJ) del fibrato su tale che :

sono le antiinvoluzioni di

b) Il teorema di c01np lessificazîone.

TEOREMA 1. Sia (IP, n, V, L, L*) un fibrato ana.litico reale avente peto base
e per- fibra gli 1R-spazi (V, Op), (L, OL) e per- gruppo stt’utturale il gruppo
di Lie L*.

è una complessîfioazîone della

coppia (L, Oz ), L* esiste un complessificato d i cui

sono (I-spazi. Se L è un gruppo di Lie allora è un

fibrato di gruppi.
.Detta a : V -- V l’antiinvoluzione di V lo spazio V ha in 

fonda1nentale di intorni aperti L E i c.ici spazi contplessi ridotti associati

sono spazi di Stein ed inoltre a (Ul) = Uz.
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Date due complessijicazioni (F ? Vi , L, L*), (F ? .77 V2, L, 
F --&#x3E;- V se P opera- effettivamente su .L e se L* è il luogo dei punti di

a* esistono due intorni aperti t, , y U2 di V in Vi, 72 tali che F1 ristretto ad
Ui è equivalente (come coniplessificato dè F ---&#x3E; V) ctd F2 ristretto ad U2

PROVA. Dimostriamo il caso in cui L è un gruppo di Lie reale ; la di-

mostrazione si può ripetere, senza sostanziali differenze nel caso in cui L è
un 1R-spazio.

ex) Sia 1 Ui i, r un ricoprimento aperto localmente finito di V tale che:
I) ogni ~7t sia relativamente compatto in V

II) il fibrato F ristretto alla base Ui , Vi E I, sia isomorfo, come t -

brato analitico in gruppi, al fibrato banale Ui X L.

111) per ogni esista una realizzazione dell’m-
spazio (Ui , 0 v- i -u,) in un aperto di 1Rni, @ (più precisamente esista un iso-

morfismo (i ): di in un m-spazio+ i

locale di 1Rni; per brevità, quando non è possibile confusione, ometteremo

di scrivere i fasci strutturali).
Poniamo e si supponga che in un aperto di sia

contenuta una com plessificazione di 
i

Tale ricoprimento esiste perchè V ha topologia a base numerabile ed

è localmente compatto.
Notiamo per ogni 

un cociclo del fibrato F rispetto al ricoprimento 
Poniamo infine : 

Per ogni terna di indici i,j, k E I si ha, su la relazione di

compatibilità :

Sia. la complessificazione assegnata della coppia L, L* ;
per il teorema 17 di [10] i morfismi ) si estendono a dei
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morfismi definiti su un intorno di in a va-

lori rispettivamente in .L~ ed in

Si possono scegliere degli intorni fJi, j di in trasformati in sè

dal coniugio di Cni e tali che su essi, e quindi su ogni intorno più piccolo,
valga :

ove oci, xj sono le antiinvoluzioni indotte su dal coniugio di

ed inoltre su risulti

Per intorni abbastanza piccoli di Ui,j, Ui, k la (1) e la (2) sono conse-

guenza della proposizione 1 di [11] e la (3) del teorema 17 di [10].
Il ricoprimento localmente finito, quindi ogni Ui interseca un

numero finito di Uj, j E I. Da quanto osservato segue che esistono degli
N /V

intorni Ui‘ di Ui in Uí tali che, per ogni i, j E I, i morfismi j),
si estendono a dei morfismi definiti su degli

intorni di in e su valgono le (1), (2), (3).
Come provato in [10], (teorema 3 e 12) esiste un restringimento (Vili, I

di e degli intorni ’ lh di ’Y)i (Vi) in Uí’ i tali che :

a) gli intorni ’Ui siano trasformati in sè dal coniugio di (tni
b) le applicazioni deóniscano nello spazio U ’ Ui una re-

lazione di equivalenza 92 (ponendo se, e solo se,
tale che lo spazio topologico quoziente sia separato

c) la struttura di (¡-spazio di e quindi di induca una

struttura di d spazio ( V, su h.
Se si identifica V al sottospazio di p lo spazio Y è un com-

plessi ficato di V.
N ~

d) Le antiinvoluzioni indotte dal coniugio in / th definiscano in V
iinlantiinvoluzione cc : F2013 V tale che : ò
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Si è anche provato, in [10] (teorema 14), che V ha in Y un sistema fon-
damentale di intorni aperti 1 UA) i cui spazi complessi ridotti associati sono

spazi di Stein ed inoltre a ( ~T~) = IT~~ . .-
03B2) I morfismi definiscono sugli aperti degli

spazi quozienti Y, V dei morfismi che indicheremo con gli stessi simboli.
- -

Si verifica che il cociclo definisce su V il fibrato analitico

F che dobbiamo complessificare.

Vogliamo ora definire il C spazi e rantiinvoluzioae

Si consideri il G-s»azio - ove il fascio strutturale di

e la relazione Cf(’ definita da

Per la (3) ed il punto (b) risulta una relazione di equivalenza ; è

noto, (vedi ad esempio [9]), che lo spazio quoziente F = F’ /Cf2’ ha struttura
naturale di spazio fibrato di gruppi su V con fibra .L, gruppo strutturale

1*. j~2013~ V la proiezione canonica.
È una verifica constatare (vedi ad esempio il teor. 3 di [10]) che 7 ha

una struttura di (t-spazio indottagli da quella di F’ ; notiamo con Op il
N N ~

suo fascio strutturale. Dalla costruzione segue senza difficoltà che (1! V,
IV N ~

L, L*) è un fibrato olomorfo di gruppi ed inoltre 0F) è un complessificato
dell’Cf2-spazio (F, 

Vogliamo ora definire 1’antiinvoluzione

Consideriamo su

dall’applicazione :

]e antiinvoluzioni (o, , definite

ove aí è 1’antiinvoluzione indotta dal coniugio in
Basta quindi provare che i morfismi sono coerentemente defi-

niti cioè che

Si è già provato nella (1) che per la (2) si ha :

e quindi per la definizione di complessificata della

coppia L, L* risulta :

e la (4) risulta cos  provata.


