ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

G.CANUTO

J.P. SPEDER
Un critere d’éclatement pour les conditions de Whitney

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3¢ série, tome 27,
n°3 (1973), p. 405-416

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1973_3_27_3_405_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Numbpam
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1973_3_27_3_405_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

UN CRITERE D’ECLATEMENT
POUR LES CONDITIONS DE WHITNEY

G. CANUTO et J. P. SPEDER

Introduction.

Soient X un espace (-analytique réduit de dimension pure, X, le
lieu singulier de X, Xjje =X — Xgyng, Y un sousespace lisse de X de
dimension pure strictement inférieure & la dimension de X.

Dans cet article nous donnons un critére permettant de vérifier les
conditions de Whitney ([3] p. 540) pour le couple (Xjjee — ¥, Y) la long de Y.

Plus précisément soient ‘@: X — X Déclatement normalisé de X le
long du produit de V’idéal I de Y par ’idéal jacobien J de X et Y 1’espace
réduit de support w—! (Y ).

Nous montrons, d’aprés une idée d’H. HIRONAKA (voir [1] p. 9 déf. 2)
le:

Théoréme: Si en tout point d’un ounvert analytique dense de 'f', la

fibre correspondante du morphisme w: ¥— Y est de dimension : dim Y-dim Y, y
le couple (Xjse— Y, Y) vérifie les conditions de Whitney le long de Y.

Dans le cas ol il existe une rétraction de X sur Y, il serait utile
d’avoir un critdre qui soit stable par changement de base (sur Y ), c’est
ce que nous nous proposons de déterminer dans un prochain travail.

Nous tenons & remercier vivement F. PHAM pour nous avoir amenés a
nous intéresser & ces questions et faits profiter de ses idées et de ses
conseils.

Pervenuto alla Redazione il 10 Gennaio 1972,
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Ayant identifi6 C¥ au produit cartésien C* < C? ot (M =38+ p, s > 1,
p =0) & Paide du systéme canonique de coordonnées (2, ,...,2y), considé-
rons un sous-ensemble (C-analytique réduit X d’un ouvert de C¥ de co-
dimension r en tout point (8 > r > 0), défini par des fonctions holomorphes
JiynSq(. 0 f,..,f, engendrent 1’idéal des fonctions qui s’annulent sur
X) et contenant la trace Y de {0} X C? sur cet ouvert.

Dans ces conditions, si I est ’idéal de ¥ dans X et J l'idéal jacobien
de X, I est lidéal engendré par z,,.., 2, et J est I’idéal engendré par
les déterminants
af-jl 6f’4

y oy
0%, 0%,

ol j, ... ,j,E{l,...,q}
D(fi gy Ji 3% 500y 2)=

'fji’ 1Jin 3 1?0 ") . By gy ir €41y 0, M}
ofi, i

y eeey
az.-i az.-r

Notons @ : X — X Déclatement normalisé de X le long de IJ, ¥ Pespace
réduit de support a';—l(Y) et pour

Juye s Jr€{1, 0 q) €t 4 o € {1, M), D(ﬁu'"’ﬁrizf‘""’zir)
la fonction

D (fiseesfis %ipy ey %)@

Proposition 1: Si en tout point d’un ouvert analytique dense 2 de
Y la fibre correspondante du morphisme w: Y— Y est de dimension :
dim ¥ — dim Y, alors les conditions suivantes sont satisfaites:

CONDITION AN): Pour tout point Q'Ef, tout indice k€ {1,...,p}, tout
(r—1)-uple (iy,...4,) de {1,..., M} et tout r-uple (j,,...,j,) de {1,..., ¢} nous
avons

.D(f" y eor ,f,r H zs.l.k ,z.-2 y seey z;r)é elJ OX‘?"Q
CoNDITION ﬁ) : pour tout point @ € i, il existe un entier ¢ (6) >0

tel que pour tout (r — 1)-uple (4,, ..., %) de {1, ..., M} et tout r-uple (j, , ... ,jr)
de {1, .. ¢} nous ayons

3 ~ o a(Q)
(}: z.-owD(f} g oo ,j}r;z;,z.- ,...,z,—r)> EI"(QH’IJ (Q)Oié
=1 1 2 é )
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PREUVE: Elle s’établit de la fagon suivante:
Nous montrons la Proposition 1 (qui est trivialement vérifiée en tout

point de X— f) en tout point d’un ouvert analytique dense de Y puis,

comme X est un espace normal et les idéaux I Oy et JO; sont inversibles,
nous en déduirons la proposition en tout point,
Plus précisément, soit:

U= X {6 € f’lim nNG:o: Yiwe — ¥ est une submersion en 0}

I’ensemble X’nmn Y est dense dans Y parce que X est normal et Y est
une hypersurface de X

L’ensemble {6 € 1'7“853 nNQ:w: Z'Yv'nsse-—> Y est une snbmersion en 6} est
dense dans Yiise N f), et donc dans 17, d’aprés D’hypothése et ([3] p. 127.
Proposition 1).

Nous en concluons que U est un ouvert analytique dense de Y et que
D’espace Y — U est de codimension = 2 dans x.

Nous allons commencer par montrer la Proposition 1 en tout point

(? ¢ U. Pour cela, il est utile d’avoir & l’esprit le:

LEMME: Soient I lidéal de Oy définissant ¥ et ¥ = U Y. la dé

composition de Y} en composantes connexes.
Pour tout « il existe un et un seul entier o, > 0 tel que pour tout

point 6 £ Xlim N Y, nous ayons

~a

104

L0

€

En effet, comme Ioi,é est monogeéne, il existe pour tout point Qv € jﬁissen

n ﬁim un entier o (6) > 0 tel que IO 2.3 =T2(Q).

L’application : 6 ——)o(@) est localement constante sur Xfmn f; qui
est une variété connexe d’olu le lemme.

Prenons alors un point 66 17, =Tn ?a et quitte & transporter Pori-

~ o~

gine des coordonnées dans Q¥ au point w (@), supposons que 5(6) =0,

~

Il existe un voisinage ouvert V de b dans :Y'nm et des fonctions

4. Annali della Scucla Norm. Sup. di Pisa.



408 G. CANUTO et J. P. SrepER : Un critere d’éclatement

Y ¥y ey Vs—y—y holomorphes dans V tels que:

1) ﬁn ?= 1’7\'n flissa
2) VnY¥={(pe 7:y(p)=0)
3) [NV 5 (U Dy 5 evey Vpmymg » Zo1 © co, vy 23 O ;))]

est une carte de Zﬁisse au voisinage de 6 adaptée & la submersion
:(‘) H YHSSB e Y

Le lemme nous permet d’écrire IOy 5 = yb Ozg-

Pour tout i€fl,...,s|, z.ow)q peut donec se mettre sous la forme
(25 0 w)é = y‘f %3 ol 93 est un germe de Ox’, 3 qui est inversible si (z; o w)Q

engendre IOy FE

DEMONSTRATION DE LA OONDITION A\') EN '(:)' : Pour tout ke€fl,...,p)

notons ____8_~ la dérivée partielle définie par la carte (V ;(y, Vg o

d (z,_,_k [ w)
veo s Vpmrm1 3 2341 © @ g ove y 231 © W),
Considérons alors, pour j¢€{1,..., ¢}, la fonetion M—%) nous avons
0 (2 41 o w)

évidemment a(fj ° w) =0 sur V et de plus

(zc+l¢ o a’)

8(]‘}0&:);_ of; ol ]}oa; a(ziowl'

dlarow) Ok Sion*” (2044 0 @)
Or
() i)
dEpo g ¥\ (o @)/g

Dot

()i 5
6z,+k ") =1 07; 0 (z,_l_,, o w) [4]

D o, | 2 00
D(ﬁl’ e ?.fjr; Zstky ziay ey z,")6= — y@ [ 1_( —g; ~)
=18 (Zatk 0w

et finalement

>

x D (f:i.l’ e ’fir; 2y z?.z’ .ee ,zir)}
¢
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DEMONSTRATION DE LA CONDITION B) EN ¢: Notons de méme

5% la dérivée partielle définie par la carte {1'7\', (Y Oy yoeey Vgmpr1y %3410 a'\; 5 oen

wyZy o ®) et, pour j€ {1, ..., g}, considérons la fonction 9(—'7:5&)

sur ? et

Nous avons encore 59—(!’—;—-91 =0

3(}“,05) ‘6f,° a(z,ow)
ay 1_1 82, ay ‘

9 (20 @ _ . a,,+1 99,
y@( oy )@ oulete @)g + Vg (ay)@'

ofi __1 va+1('8f, ~ 8gi
(,iz“’wa,ow@— 0e Yo \Zi82 "% 0y )e

D’ou

et

1 o,+1
[Zz,ow D(fjl, ’ﬁrizi’z"z""’z")]é-=__y@ax

i=1 Oa

xlz ag:

= oy D(fh’ ey Ji znztgyzs,)]

¢

Il suffit alors d’élever les deux membres de eette derniere égalité a la
puissance o, .
Il ne reste plus qu’a étendre les deux démonstrations précédentes aux

points de ¥— 7.
Pour la condition Z), il suffit de remarquer que 1’espace Y— T est

de codimension =2 dans X et d’appliquer le théoréme d’extension pour
les espaces normaux ([3] p. 118, Prop 4).

Regardons la condition B):
Pour tout « et tout K€ f]"u nous avons montré que

oa
. gat+l go
Zz,owD (fiys o ,j}r,zi,z,-z,...,z,-r)EEI“ J% Oz 3

i==]

Soient alors QE Y ot W un voisinage de Q dans X qui ne coupe qu’un
nombre fini de composantes Ya, disons Yal, Y..l.

Posons ow) = max ("au vy Oa)
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Pour tout point Re ﬁ"—-(')\.’"— 78 ) nous avons alors

3~y (@ 3 v
S0 wD(fjl,...,ﬁr;z.',z%,...,z,-r)ﬁ €1°@+1J@ Oy 5

te=]

~

et nous concluons de la méme maniére que pour la condition A).

Proposition 2: Soit § un point de Y.
Les conditions a) et b) dewhitney pour le couple (Xywe — ¥, Y) en S le
long de Y sont équivalentes aux:

CoNDITION A): Pour tout point Sew—1(8), tout indice kefl,..,p),
tout (r — 1)-uple (i, ...,4,) de {1,.., M} et tout r-uple (j,,...,j,) de {1,..,q}:

D (./:1'1! e ’fjr 7 ) zs’,; ey zi,,)s“'

n’engendre pas JOy 3.

ConpIiTiON B): Poéur tout point et (8) tout (r — 1)-uple (iy, ..., 1)
de {1,.., M} et tout r-uple (j,,..,J) de {1,..,q}:

& ~
(2 ZziowD(fi, s Jh3 z;,z.-2.,...,z.-r))s~

=21

n’engendre pas IJOy 5.

PREUVE.

I. Nous allons d’abord monirer que les conditions A) et B) entrainent
les conditions a) et b).

Notons gr (M, M — r) la variété grassmannienne des sous-espaces vecto-
riels de C¥ de dimension M — 7.

Soient LePCH, v € gr (M, M —r) et (Rm)m, (Sm)m deux suites de points
de X tels que:

1) pour tout m, B, € Xjjo — ¥, S € Y
2) lim R,,= lim §,, =8

m— oo m —-co

. A »
3) lim 8, R, =L; lim T, Xjjue=1

m —» oo m — oo
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oll S, Rm désigne la direction définie par les points Sm et Em et Tz, Xise
Pespace vectoriel défini par l’espace tangent & Xise en Ry, . Il faut montrer:

a) (0} x Cr=Ts¥YcCx
by Lc.

Remarquons qu’une fois la condition a) montrée, nous pouvons supposer,
pour prouver la condition b), que, pour tout m, S, est la projection de
R, sur Y = {0} < C».

L’espace Xy — Y est analytiquement isomorphe a

X 26-—1 (Xsing U Y ),

done, pour tout m, il existe un et un seul point ﬁm €X tel que o (ﬁm)=Rm.
Comme o est propre, nous pouvons supposer qu’il existe et (8)

tel que lim Em = 8.
m ~—+ 00
D’aprds la condition A), nous pouvons supposer de plus que l’idéal
inversible JOy s est engendré par T)(f,,... 3 Jri Byyeny2i)g.
Il en résulte que, pour m suffisamment grand Tg, Xjse €8t le noyau

du morphisme C¥ — ¢* défini par la matrice :

of of,

e By . (R
82, 32y

Notons :

—_
ay (m) = (a—f: (Bn) . (Rm))
M

of

, o
By) .o 77—
e, (Em)

0z

a (m) = ( (Rm))

M

— —
et N(m) espace vectoriel de dimension r engendré par a,(m),...,a,(m)
c’est-3-dire ’espace normal & Xy en R, (produit scalaire analytique).
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Pour obtenir la condition a), il suffit de montrer que, pour tout vE {0})><Q?
et pour toute suite (4m)m telle que, pour tout m, Uy € N (m) et I U =1,
nous avons :

lim ;17,,, = 0 (produit scalaire analytique).

m -+ 0o

Pour tout m, notons D (m) =D (fy,..,fr} 24y ey 2r) (Bm) €t Dy(m) lo
déterminant du mineur du coefficient de la ™ ligne et j*™¢ colonne de la
matrice définissant D (m).

8i, pour tout m, nous écrivons:

Um, == (Um,1y oeo y Usn, 31)
et

- —> -
U = m, 10y (m) + oo + Nm, r Cr (m),

nous avons pour 1 <<h <<r:

(____ l)h-i-l r .
s =y (3 121 m)

d’oli, pour 1 <<k <p,

1 r ~
U, stk = D m) (lé'l(—-l)‘*‘lum,;D(fl, o s o3 Zaly By o 0 g Ry ane s Zr) (Rm))

Mais, pour tout k€ {1,...,p} et pour tout l€(l,...,r}, nous avons:

lim D(fyyeresSrs Badky @y eny 2y veey 22) (By) _

m— oo -D(m) 0

car
~ N
D (fiyesSrs ZaghyZygeeey 2Ly y )

n’engendre pas JO;. 5 @’ou la condition a).

Pour obtenir la condition b), il suffit de montrer, en conservant les
mémes notations, que

SR
Jim Ry =0
(|8 B

oll, pour tout m, S, est la projection de R, sur ¥ = (0} X< C>».



pour les conditions de W hitney 413

Or,
S—_I)z 1 8 r 8
I e = — (> z.(Rm)(z - (Rm)))
Il S,,TIE,,. | l/ Z |zi(Rm)|? (€=1 sl 2

1
"V 2= [eBn)2D(m)
1<i<s

(12'1(— 1y, (.2 Zi( By D(fyy e sSry Zis Bgy oney Biyone ,z,.)(Rm)))
= t=1

Mais, pour l€(1,..,r}, nous avons:

s ~
ZZ.(Rm)D(fi g oen ,f,- FR5g Ryy ey Bpyaeey z,) (Rm)
lim =1 =0

m—co V 2 TaEn ] Dm)
1Sisse

car

8 ~ o~ ~
(Z Ziow D(fy sy fr; z.-,z“...,zl,...,z,))g

i=1
n’engendre pas IJOz5, d’out la condition d).

II. Montrons maintenant que les conditions a) et b) entrainent les conditions
A) et B).

Soient 8 un point de w— (J), (ig y vee y &) un (r — 1)-uple de {1, .., M},
(Jy 3 o yJr) un r-uple de {1,...,q}.

8i, pour tout ¢, €{1,..., M}, T)(f,l, we 3 Jip3 %y s %iyy ey %)y Dengendre
pas JOy 5, les conditions A) et B) en § pour (Jy 5 vee 9 Jr) 6 (35, ..., i) sODE

vérifiées de fagon évidente.
Nous pouvons donc supposer que j, =1,...,j, =r et, iy,..., 14, étant

fixés, qu’il existe i, tel que f)'(f,, y o 3 Jr 5 Bips iy s ey %, )5 engendre JOi's.
11 reste & prouver:
A) Pour tout kEf{l,..,pl D (fis we 3 Jr3 Zatks %igy o0 9 %,)5 D'€Dgen-
dre pas JOX, 3
L4 ~ ~
B) (Z 20 @ D(fyyeesfri 2,2y e, z.-r))~ n’engendre pas IJOx ;.
> s il

t=1
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Montrons d’abord la condition A) en S. Soient kell,..,p] et (Rm)m une

suite de points de X telle que, pour tout m, :
Rn€X — 01 (XungU Y) et lim (Rp) = 8.
m — oo
Il suffit de montrer que:

Hm D (fisee s Sri ZatisZigy ooy 23) (Bm)

m — oo -

D(fyy s fri i, 2y onn y 2) (Bm)

~

Pour tout m, le point R, = w(Em) appartient & X — Y et lim R,, =

m —» o
=o () =8
Si nous notons 8§,, la projection de R,, sur ¥, nous pouvons supposer
que Tg, X tend vers une limite z lorsque m —> co et que SmARm tend
vers une limite L lorsque m — co.
Pour m suffisamment grand, comme :

D(m) =D (fyy.sSri 2iyyens2,) (Bm) F 0,
considérons :
| D (m) |

V Z | D(fysemsSes 2y 8iyyen, %, (Bu)|?

]StsM

E(m) =

et _1;,,, == (U1 ee  Um,zr) défini par
E(m .
Uy, ¢ = D:m; fi’ . ,f,;z.-z;z, ...,z.-r)(R,,.) (t=l,...,M).

Nous avons: || um |=1 et, si Dyj(Rn) est le déterminant du nineur du
coefficient de la iy, ligne et jine colonne de la matrice définissant D (m),

B (m) afj .
. — 7 — 1)J+1 -
U, s = D (m) 121 (— 1)1 D;) (By) (Bm) i=1,..,M)
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Donc, _{cm appartient & l'espace normal & Xje—Y en R,, et, grice a la
condition a) en 8, nous avons pour k€ ({l,...,p},:

Lm %pm, eqr =0
m — oo

et donc aussi:

lim Jis oo Sr 5%tk Zigyenn s 2i) (Bin) =0

D(
nee ﬁ(f“ e s J73 Zigy Zig g eee ;zi,.) (Em)

Montrons enfin la condition B) en S. En conservant les mémes notations,
nous avons, grice i la condition b) en S:

]
= zt‘(Rm) Um, ¢

]. i=1

_— =0
mloo]/ P |z.(R,,.) \2

1=<i<s
d’olt
3 ~ ~ ~
2 %o w(Bm) D (fyyee, fri 2y 2iyy ey 2,) (Bim)
lim —= =0
"o ]/ S 2o (RBu)PD(fyyew 1 frs sy 2i,) (Bm)
1<i<s

et la condition B) en s.

Theoreme : Soient X un espace C-analytique réduit de dimension pure,
Y un sous-espace lisse de X de dimension pure strictement inférieure & la

dimension de X» w: X — X Dl’éclatement normalisé de X le long du produit
de V’idéal I de Y par lidéal jacobien J de X et Y Pespace réduit de
support w1 (Y)

Si en tout point d’un ouvert analytique dense de ’f, Ia fibre correspon-

dante du morphisme @ : ¥ — Y est de dimension : dim ¥ — dim Y, le couple
(Xisse — Y, Y') vérifie les conditions de Whitney le long de Y.

PREUVE : Oe théoreme étant de nature locale, nous sommes ramenés a
la situation décrite au début de l’article .

Il suffit alors de remarquer qne les conditions Z) et .ﬁ) de la Propo-
sition 1 entrainent de fagon évidente les conditions A) et B) de la Propo-



416 G. CanuTO et J. P. SPEDER : Un oritere d’éclatement

gition 2. Nous obtenons en fait directement les conditions de Whitney
strictes au sens d’Hironaka ([2] p. 135 Définition 5.1). Il est & noter que ce
Théoréme peut aussi se déduire de I’6quivalence de la Proposition 2 & I’aide
de ([3] p. 132 Proposition 4 et de ({4] Lemma 19.3).

Département de Mathématiques
Université de NICE
Paro Valrose
06 - NICE (FRANCE)
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