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Systèmes de puissances partiellement divisées.

JACQUES HELMSTETTER

Le but de cet article est de définir et d’étudier des systèmes intermé-
diaires entre les systèmes de puissances ordinaires et les systèmes de puis-
sances divisées classiques (§§1 à 6) et de donner deux applications de cette
théorie (§§ 7 à 10), qui peuvent déjà permettre d’en évaluer l’intérêt.

Dans cet article, ~ est un anneau commutatif unifère; on suppose qu’il
existe un nombre entier premier p tel que tous les autres entiers premiers
aient une image inversible dans I~ ; en outre on suppose que l’on peut trouver
deux entiers r et s E N et un élément 8 E X tels que soit égal à l’image
de p dans K. Ces hypothèses sont vérifiées dans les trois cas suivants. Ou
bien Il est de caractéristique p (c’est surtout ce cas qui m’intéresse) et 8
est nilpotent; soit q le plus petit entier tel que 8q = 0 (par convention
~0 = 1; j’accepte le cas où 8 = 0 et q = 1) ; q, r et s sont astreints à satisfaire
l’inégalité q ~ r -~- s. Ou bien K est de caractéristique pk avec k &#x3E; 2, et con-
tient une racine (r + s)-ième de p. Ou bien encore X est de caractéristique
nulle et son unité est contenue dans un sous-anneau isomorphe à 
c’est le sous-anneau de R engendré par Z, par les inverses des entiers non
divisibles par p, et par 1’VP. Si l’élément unité de K est contenu dans un

sous-anneau isomorphe au corps tout ce qui suit devient trivial.
Une partie importante de ce que je dirai, reste utilisable lorsque plusieurs
entiers premiers ne sont pas inversibles dans K, mais pour traiter hon-

nêtement ce cas, il vaudrait mieux utiliser une machinerie plus élaborée.

1. - Préliminaires sur les factorielles.

Pour tout entier n E N, j’appelle -c(n) l’exposant de la plus grande puis-
sance de p qui divise nl ; je note n !* le quotient de nt par p’(n); c’est un

Pervenuto alla Redazione il 10 Ottobre 1980 ed in forma definitiva il 14 Feb-

braio 1981.
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entier inversible dans je pose:

ainsi a(m, n) (resp. e(m, n) lorsque est l’exposant de la plus grande
puissance de p qui divise

Plus généralement je pose

Soit encore X(n) la somme des chiffres de n lorsqu’ on l’écrit dans le système
de numération de base p; donc si n i et si 

pour On peut démontrer que:

d’où l’on tire

Cette dernière égalité nous incite à poser:

ainsi J et n sont des fonctions à valeurs dans N, définies sur et symé-
triques en leur deux variables. On peut vérifier que:

Cette égalité montre que, si m n’est égal ni à 0 ni à une puissance de p, alors
n»-r(n) pour tout n E N.

2. - Systèmes de puissances partiellement divisées.

Soit A = 1 
une algèbre commutative augmentée sur K (donc A ‘

est l’idéal d’augmentation), et soient r et 8 E N et tels que soit
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l’image de p dans K. Un système de puissances partiellement divisées sur A
de type (r, s) (ou de type (p; r, s; e) si l’on veut être plus précis) est une suite
d’applications de A’ dans A, notées (avec n E N), vérifiant les six
conditions suivantes:

Si l’élément unité de K est contenu dans un sous-anneau de K isomorphe
au corps où iî est une racine (r + s)-ième de p, il existe toujours sur A
un et un seul système de puissances partiellement divisées de type (p ; r, s ; q),
à savoir:

Si K est de caractéristique p, soit g l’ordre de l’élément nilpotent E; on
peut imposer à r et s de ne pas être supérieurs à q; en effet si r &#x3E; q (resp.
si s &#x3E; q), un système de type (r, s) est exactement la même chose qu’un
système de type (q, s) (resp. (r, q)). En particulier si 8 = 0, on peut se limiter
aux cas où (r, s) est égal à (1, 0), (0, 1) ou (1, 1).

Si r = 0, un système de type (0, s) est la même chose que le système des
puissances non divisées: al"1 = an pour tout n. Si s = 0, la donnée d’un

système de type (r, 0) est équivalente à la donnée d’un système de puis-
sances divisées classiques; en effet posons = al"lfn!* pour tout ’1~; les

applications a i- a(,n) vérifient les six conditions suivantes:
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Donc si s = 0, je dirai qu’il s’agit d’un système de puissances complètement
divisées. Si r = s, je dirai qu’il s’agit d’un système de puissances semi-
divisées.

Soient r’ et s’ les quotients de r et s par un diviseur commun d ; un système
de type ( p ; r, s ; E ) est aussi un système de type (p ; r’, s’ ; Donc si le choix

de ~ n’est pas imposé, on peut s’arranger pour que r et s soient premiers entre
eux; en particulier tout système de puissances semi-divisées peut être con-
sidéré comme un système de type ( 1, 1 ) .

Soit encore (r", s") E NX N tel que r"+ s"= r + s et r"  r ; si A est muni
d’un système de puissances de type (r, s) (notées a ~ alors A est aussi

muni d’un système de puissances de type (r", s") (notées ~ si l’on pose

pour tout iî.

Enfin si J est un idéal de A contenu dans A’, l’algèbre quotient AIJ
hérite de A son système de puissances partiellement divisées si et seule-

ment si al"1 e J chaque fois que et n ~ 1.

3. - Les foncteurs S 1’8 .

Dorénavant e sera toujours le même élément de K, choisi une fois pour
toutes. Soit M un module sur l’anneau X; je cherche si il existe une algèbre

munie d’un système de puissances de type (r, s),
et une application linéaire f de 11/ dans S’, telles que soit vérifiée la pro-
priété universelle que voici: quelle que soit l’algèbre munie

d’un système de type (r, s) et quelle que soit l’application linéaire ’99 de M
dans A’, il existe un et un seul homomorphisme 0 de S dans A, qui respecte
leurs systèmes de puissances partiellement divisées, et qui vérifie l’égalité
99 = Oof. Si une telle algèbre existe, elle est unique à isomorphisme près,
elle sera notée S’s M = et sera appelée l’algèbre symétrique de
type (r, s) construite sur M ; s’il faut préciser l’anneau de base, on écrit

S’SK M.

(5) PROPOSITION. Il existe une algèbre S,,, -11 vérifiant cette propriété univer-
selle; elle est graduée: = EB 8,,» M, avec S,’ ~, M = K; l’application
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f (~ -~ permet d’identifier S:sM avec M. Si M est engendré
(comme module sur K) par un sous-ensemble E, alors (oic n &#x3E; 1)
est engendré par les produits ernk-1 k où el, ..., e k sont des élé-

ments de E distincts deux à deux, et ni,..., nk des entiers positifs dont la
somme est n. Si M est libre sur K et si E est une base de M, alors S" M
est libre sur K et l’ensemble des produits indiqués ci-dessus forme une
base de M.

Voici comment on peut construire cette algèbre SrsM. Soit .E un sous-

ensemble générateur de M; soit l’anneau obtenu en ajoutant à Z un

élément q tel que r¡r+8 = p ; il existe un homomorphisme de dans K

qui envoieq sur 8 ; soit encore N = le module libre sur engendré
par E; on peut identifier N avec un sous-ensemble de Ni = Q(iî)[E], espace
vectoriel sur le corps Q(~ ) . Construisons son algèbre symétrique SNI (sur

cette algèbre SNI est trivialement munie d’un système de puissances
de type ( p ; r, s ; à savoir aln] = Soit = Z[r¡] (D S;sN le

sous-module (sur Z[n]) de ,SNI engendré par 1 et par les produits

où où e2,... , ek sont des éléments de .E distincts deux à deux, et où
ni, ... , nk sont des entiers positifs. On vérifie sans peine que le système de
puissances partiellement divisées de SN, se transmet par restriction à 
Remarquez maintenant que Srs N est libre sur Z[q] et admet pour base
la famille des générateurs que j’ai indiqués ci-dessus; par suite 

.K est une algèbre libre sur K, et on peut lui transmettre le système
de puissances partiellement divisées de en effet tout élément
x E s’écrit de façon unique comme somme de termes tels que

... avec ~, E .K, et on définit alors x~n~, pour tout n E N, selon les
règles qui résultent immédiatement des conditions (3). Par définition de E, il
y a une application linéaire (sur g) surjective de If sur M; soit No
son noyau; on peut donc identifier M avec (N ~ K)/No; soit J l’idéal de

(SrsN) 0 .K engendré par les éléments tels que a E No et n &#x3E; 1, et soit 
le quotient de cette algèbre par cet idéal J; on démontre facilement que

vérifie la propriété universelle qu’on exige d’elle, et les autres propriétés
énoncées dans (5).

Il est clair que nous disposons maintenant d’un foncteur Srs de la caté-

gorie des modules sur K dans la catégorie des algèbres sur K munies d’un
système de puissances de type (r, s). Si r = 0, il coïncide avec le foncteur S ;
si s = 0, il est isomorphe au foncteur .1~ qui associe à lVl l’algèbre à puissances
divisées (classiques) hlVl universelle sur M.

Si le couple (r", s") est tel que r"+ s"= r + s et l’algèbre 
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est aussi munie d’un système de type (r", s"), et il en résulte un morphisme
du foncteur " vers le foncteur Srs . En particulier si e = 0, on obtient
deux morphismes fonctoriels S - S11 ~ .h, parce que dans ce cas-là S02 =
= Soi = S et S20 = 810 = 1_’.

Je signale enfin que si l’égalité ~,a = 0 est satisfaite pour un certain couple
a) E M, elle n’implique pas que = 0 pour tout ~2 ~ 1.

4. - Produits tensoriels.

(6) PROPOSITION. Si M est un module sur K, et si L est une algèbre
sur K, alors il existe un isomorphisme de l’algèbre sur

l’algèbre qui envoie tout élément ( avee 
Â E L et 1~ E N) sur o 1".

On peut déduire cette proposition de la construction de l’algèbre 
donnée au § 3.

( 7 ) PROPOSITION. Si A = K EB A’ est une algèbre sur K munie système
de puissances de type (r, s), et si L est une algèbre sur K, alors A L =

= L 0 (-A’ 0 L) est une algèbre sur L munie système de puissances
de type (r, s) compatible avec celui de A.

En effet à cause de la propriété universelle de il existe un ho-

momorphisme 0 de sur A qui induit l’application identique sur A
et qui respecte les systèmes de puissances partiellement divisées. On en

déduit un homomorphisme de (S,, -A’) 0 L sur d’où (à cause de ( 6 ) )
un homorphisme 1Jf de @ L) sur A 0 L; le noyau de 111 est l’image de

ê L dans @ L ) ; c’est un idéal qui vérifie la propriété qu’il
faut, pour que hérite le système de puissances partiel-
lement divisées ; or ce quotient est isomorphe à L.

(8) PROPOSITION. Si A A’ et B = h: 0 B’ sont des algèbres sur K,
toutes les deux munies système de puissances de type (r, s), l’algèbre

hérite d’un système de puissances
de type (r, s), compatible avec ceux de A et B.

En effet, d’après (7), en tant qu’algèbre sur A (resp. sur B), A (D B reçoit
un système de puissances de type (r, s), définies sur l’idéal (A’ ~ B’)
(resp. sur (A’ @ B’)) ; ces deux systèmes coïncident sur A’ 0 B’.

(9) PROPOSITION. Si .M~ et N sont deux modules sur K, alors Srs(MffiN)
est isomorphe à (SrsM) OO (Srs.N).
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Grâce à (9) on peut donner à SrsM une structure de bigèbre; le coproduit 
est l’homomorphisme de dans qui provient de l’ap-
plication diagonale de if dans 

5. - Dualité entre les foncteurs Srs et Ssr .

Soient if et M’ deux modules sur j6T et soit B une application bilinéaire
de ifxif dans K. Je cherche à définir un produit intérieur qui à deux
éléments XE SrsM et associe un élément ou si

l’on préfère, J’exige que ce produit intérieur satisfasse les
trois identités suivantes, qui impliquent son unicité:

Pour la compréhension de (10c) (formule de Leibniz), je donne quelques
explications: ô est le coproduit qui résulte de l’application diagonale de 1V1’

dans .lVl’ 0 lVl’ (voir § 4) ; si x1 et x2 E et z, et z2 E SsrM’, par définition :

enfin ft est l’application de ox dans qui résulte de la

structure d’algèbre de Srs J.H.

(11) PROPOSITION. Il existe une application (x, y) t-7 i(y).x qui vérifie les

trois propriétés (10) ci-dessus; de même il existe une application (x, y) «
-- i(x) y qui vérifie les trois propriétés analogtoees. Les produits intérieurs
i(y) ~ x et i(x) ~ y ont toujours même composante dans K - 

désignons cette composante par B(x, y) ; ainsi B est prolongée
en une application bilinéaire de X dans K. Si M et lVl’

sont libres et de rang fini sur K, et si B met M et M’en dualité, alors B
met et dualité pour tout n E N.

DÉMONSTRATION. Soit .E (resp. E’) un sous-ensemble générateur de M
(resp. 1Vl’) ; je reprends les objets N, Ni et SN1 que j’ai définis au 9 3 à partir
de E, et je définis de même N’, N’ et SN’ à partir de E’. En outre j’introduis
une famille d’indéterminées (xee’)’ indexée par les couples (e, e’) E E X E’,
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j’introduis l’anneau A2 = [xee,] qui contient toutes les indéterminées

, j’introduis encore N2 = A2[B], et qui est une algèbre libre sur A2;
je définis de même N2 et SN. 2 Les algèbres SN 2 et SN2 (qui sont aussi des
algèbres sur Q(~)) sont trivialement munies de systèmes de puissances partiel-
lement divisées de type (r, s) et (s, r) respectivement. Soit O2 l’application
bilinéaire de dans A2 telle que C2(e, e’) = xee’ quel que soit (e, e’) e

grâce à C2 , on peut construire un produit intérieur de X SN’
dans SN2, y qui vérifie les trois identités (10), à condition d’y remplacer e
par q et B par C2 ; j e peux aussi construire un produit intérieur à valeurs
dans SN 2 

1 

et l’on sait que ces deux produits intérieurs ont toujours même
composante dans Revenons au premier produit inté-
rieur, y que je préfère maintenant traiter comme une application linéaire de
SN2 SN2’ dans SN21 ou encore comme une application de ,SNI x (D A2
(produit tensoriel sur Q(r~)) dans SNl 0 A2 (idem). Le fait capital à cet
endroit de la démonstration est que, si x E SrsN (sous-algèbre de définie

au § 3 ) et si YESsrN’, alors l’image de dans appartient
à la sous-algèbre [xee’] ; d’où une application:

les produits tensoriels que j’écris sans préciser l’anneau de base se font sur
l’anneau En faisant des produits tensoriels par K (qui est une algèbre
sur Z[q]), j’obtiens une application:

Je peux faire de g une algèbre sur K[x,,,] grâce à l’homomorphisme de

dans K qui envoie chaque indéterminée xee, sur B(e, e’) ; en faisant
des produits tensoriels par g sur l’anneau j’obtiens maintenant une
application:

cette application vérifie les trois conditions (10), à condition de remplacer B
par l’application bilinéaire C de dans J5" induite par B.

Je rapelle que est le quotient de K par un certain idéal J

que l’on construit à partir du noyau No de l’application if; de
même où J’ est l’idéal construit à partir de Nô =
= ker K - M’); puisque b) = 0 si a E No ou si b E N§ , on déduit
des identités (10) que J et J’ vérifient les conditions qu’il faut pour que
l’ on obtienne à la fin une application de SrsMcg)K 8,, M’ dans 

Si M et sont libres et de rang fini, et si B les met en dualité, on peut
exiger que E et E’ soient des bases duales; c’est-à-dire B(e, e’) vaut 1 ou 0
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selon que e et e’ sont associés ou non; on peut traiter ce cas avec les mêmes
méthodes que ci-dessus, mais sans avoir besoin des indéterminées xee’.

La proposition (11) me permet de dire que les foncteurs S"s et Ss" sont
duaux l’un de l’autre. La dualité bien connue des foncteurs S et T est un

cas particulier de la dualité entre deux foncteurs et Ss". Un autre cas
particulier est la propriété de S11 d’être son propre dual.

6. - L’algèbre lorsque r &#x3E; s et p ~ 2.

Si m est un entier pair non nul et si 2, l’égalité (2) nous permet d’écrire
p(m, parce que x(m) ~ 2 ; si en outre r&#x3E;s, alors:

cette inégalité sera essentielle dans ce paragraphe.
Soit M un module sur K; l’algèbre S,., M est graduée sur le groupe Z,

donc aussi sur Z/2Z; pour la commodité des notations je remplace le groupe
additif Z/2Z par le groupe multiplicatif ~--f-, 2013}y et je pose:

ceci est de façon évidente une algèbre augmentée.

(12) PROPOSITION. l’algébre M = K (B M il existe un système de
puissances divisées classiques (notées ~.c~’~~), en plus
des six conditions (4), les deux conditions suivantes, dacns lesquelles a
et 

si m est pair ~ 2,

si l et m sont impairs,

DÉMONSTRATION. Rappelons que est le quotient d’une certaine

algèbre par un certain idéal J, et que est une sous-algèbre
d’une certaine algèbre SNI sur le corps Q(r¡), où ~s+r = p; cette algébre

est donc munie d’un système de puissances complètement divisées de
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type (p; 0, r + s ; Grâce à l’inégalité que j’ai indiquée au début de ce
paragraphe, on démontre que ce système de puissances de type (0, r + s)
respecte la sous-algèbre N; en outre il vérifie les deux identités analogues
à celle écrite dans (12), à condition d’y omettre les facteurs Il se

transmet à et de là il passe à l’algèbre parce

qu’il respecte l’idéal Il ne reste plus qu’à associer à ces
puissances de type (0, r + s) des puissances divisées classiques (voir §2);
c’est là que s’introduisent les facteurs 

Revenons à la situation décrite au § 5 : on se donne une application bili-
néaire B de dans et l’on définit un produit intérieur de X

dans soient 1/¡ES;sM et puisque r ~ s et p=l=-2, je
peux définir pour tout m E N et je me propose de calculer U(m)
lorsque Je pose et úJ = B(a, b) = B(u, b2) E H;
j’aurai besoin au § 10 de la formule suivante:

Pour démontrer rapidement cette formule, il vaut mieux commencer

par le cas trivial où K est le corps Q(,q); dans ce cas on peut démontrer par
récurrence sur n que:

on passe ensuite au cas général en refaisant la construction du produit inté-
rieur que j’ai présentée au §5.

Ayant maintenant défini les foncteurs et indiqué leurs propriétés
essentielles, y je désire montrer que ces foncteurs méritent notre attention,
et dans ce but je vais donner deux applications de ma théorie. La première
concerne les foncteurs polynomiaux de Monsieur J. L. Koszul (§8); pour
en parler j’aurai besoin de quelques résultats techniques que j’expliquerai
au § 7. La deuxième application (§ 10) concerne un problème de produit
intérieur d’exponentielles, dont les origines seront expliquées au § 9. Les

paragraphes 9 et 10 sont indépendants des deux précédents.

7. - L’ensemble N[z~ des types de produits généralisés.

Ce paragraphe, essentiellement technique, est seulement nécessaire à la
compréhension du §8. Soit d’abord A une quelconque algèbre
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sur E munie d’un système de puissances de type (r, s). Soit a E A’, soit

n E N et soit n == 1 son écriture dans le système de numération de
base p; on a:

cela résulte du fait que les exposants n, et sont synonymes (puisque
des égalités suivantes, que l’on peut déduire de (1) et (2):

On peut donc faire tous les calculs en ne mettant jamais entre crochets
d’autres exposants que des puissances de p.

Soit (~iy ~2? ... , nk) une suite d’exposants (entiers &#x3E; 0); je lui associe le
produit généralisé défini ainsi: c’est l’application qui à toute suite (al, ac2, ... , y
ak) d’éléments de A’ associe le produit de toutes les puissances (1 -_ j  k);
par extension j’appelle aussi produit généralisé la valeur de cette appli-
cation sur une suite particulière ..., ak), que j’appelle alors la suite des
facteurs de base. Ecrivons chaque dans le système de numération de
base p : nj le polynôme a est appelé le type du

i 3 
’

produit généralisé (ou le type de la suite des exposants); c’est un élément
de N[z] : oc == 1 ai zi, avec ai E N pour tout i; si on transforme l’egpression
du produit généralisé de telle façon que tous les exposants soient des puis-
sances de p (voir (14)), chaque coefficient ai est égal au nombre d’exposants
égaux à p i.

Par définition, le degré du produit généralisé (ou de la suite des expo-
sants) = aussi besoin des degrés tronqués (où
j E N), définis ainsi:

Pour tout n E N, j’appelle l’ensemble des a E N[z] tels que ce(p) = n;
sur chaque Nn[z] je mets la relation d’ordre suivante: si (par définition)

pour 
Soit maintenant M un module libre de rang fini h sur K et soit E =

- (el, ..., eh) une base de .ltT; il résulte de (5) que admet pour base

la famille E’ de tous les produits généralisés dont la suite des facteurs de
base est la suite des éléments de E; donc à tout élément est associé

un type fJ E N[z] ; en particulier à l’unité 1 est associé le type 0 ; le degré de e’
est précisément P(p).

Après ces préliminaires, voici le problème dont nous devrons connaitre
la solution au §8. Soit (ml, ..., mk) une suite d’exposants de type oc, soit
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une famille d’indéterminées telle que 1  i  h et 1  j  k, et soit 
le polynôme obtenu en faisant dans l’algèbre K[xiiJ le produit
généralisé que voici:

dans ce polynôme on ne trouve que des monômes X = Il tels que! Tn;; =
t~ i

= mi pour tout j; posons m’ et soit e(X) le produit des eï ïl ; c’est
:i

un élément de E’ auquel est associé un type le polynôme P(xij) peut
S’écrire ainsi:

où h(X) est un entier non divisible par p, et que pour cette raison je n’ai
pas besoin de connaître, et où seul l’exposant k(X) m’intéresse. En fait
la valeur exacte de k(X) ne me sera pas utile, car je n’aurai besoin que des
renseignements qui résultent de la seule connaissance des types a et Px.

Je trouve d’abord que l’image de k(X) dans ZI(r + s)Z ne dépend que
de oc et Px. Posons 1 = ot(p) = soit Y(«, 8) l’application de Nn(z) X

dans Z, dont la formule (15) propose deux définitions possibles:

remarquez que l’égalité a(p) == P(p) implique que ce(1) - est divisible

par p - 1, et que est divisible par p ~+1; l’égalité des deux
derniers membres de (15) résulte de l’identité

Mon premier renseignement sur k(X) est le suivant:

DÉMONSTRATION. Soit la suite de longueur hk obtenue en écrivant
bout à bout les k suites (7n~; , ... , et soit yg le type de la suite d’exposants

avec les notations du § 1, on a:


