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Solutions faibles globales pour un modèle
d’écoulements diphasiques

YUE-JUN PENG

1. - Introduction

Considerons le probleme de Cauchy pour le systeme hyperbolique pro-
venant d’un modele d’ ecoulements diphasiques gaz/liquide dans le cas le plus
simple:

ou les variables p, u, c, avec 0  p  1, c &#x3E; 0, sont respectivement la fraction
massique de liquide, la vitesse du gaz et une concentration gaz/liquide. La loi

d’6tat est donnee par p = p(p, c) = a 2 cp , avec a &#x3E; 0 constante.
1-p

Le s y steme (1 , 1 ) poss£de trois valeurs propres A = u - z A2 = u, A3 = u+z
oil z Dans le domaine H = {(P, c )| c &#x3E; 0 &#x3E; 0  p  1 le

, 
1 + c( 1 - p) 

,

systeme est strictement hyperbolique. On peut verifier que les 1 et 3-champs
caracteristiques sont vraiment non lineaires au sens de Lax, alors que le
second champ caracteristique etant lineairement d6g6n6r6 est de type Temple,
c’ est-a-dire: les surfaces de niveau de c, qui est le 2-invariant de Riemann

classique, sont des hyperplans en variables conservatives.
Le systeme presente ici est introduit dans [1] pour un probleme en

recherche petroliere. C’est le cas le plus simplifi6 d’un modele d’écoulements

Pervenuto alla Redazione il 30 Giugno 1992 e in forma definitiva 1’ 1 Luglio 1993.
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diphasiques. De nombreux essais numeriques ont ete effectues pour des modeles
plus generaux (voir [1]). Recemment, S. Benzoni et D. Serre ont etudie le

probleme de Cauchy pour certains systemes qui possedent essentiellement la
meme propriete que ( 1.1 ) : deux champs vraiment non lineaires et un champ de
type Temple. Ils ont demontre 1’ existence globale de solutions faibles dans LOO
pourvu qu’il existe un domaine invariant borne. Sous cette hypothese, ils ont
trouve que les suites approchees soit par la perturbation parabolique, soit par le
schema de Godunov convergent fortement vers les solutions du systeme. Ceci
generalise le resultat de Di Perna dans le cas du systeme 2 x 2 et celui de D.
Serre pour le systeme completement de type Temple (voit [3], [10]).

Le systeme (1.1) ressemble beaucoup a celui de la dynamique des gaz.
Cette ressemblance sera observee plus nettement en coordonnees Lagrangiennes
ou le systeme se reduit sous une forme simple. En particulier, lorsque co est

une constante, on retrouve le resultat de T. Nishida pour la dynamique des gaz
isotherme [8].

On s’ interesse ici aux solutions faibles dans la classe des fonctions à
variation bornée. Grace a la particularite du systeme, on peut obtenir une
solution faible en autorisant une grande condition initiale dans BV. De plus,
lorsque c est une constante, notre resultat entreine celui de Nishida sans aucune
hypothese supplementaire. La demonstration emploie la méthode’ de Glimm.
II s’agit de montrer les estimations BV et L°° pour la solution approchee.
Ces estimations sont la consequence directe de la decroissance de certaines
fonctionnelles de Glimm. Donc le choix de ces fonctionnelles joue un role
essentiel dans la preuve.

Dans le reste de cet article, on va etudier la stabilite de la solution
du probleme de Riemann dans les coordonnees Lagrangiennes, a 1’ aide d’une
resolution du probleme de Riemann generalise. Les travaux initiaux dans cette
voie sont dus a Li Ta-Tsien et ses collaborateurs. Dans le cas du systeme general
de n equations, ils ont prouve que la solution du probleme de Riemann est stable
pour le petite amplitude de discontinuite de la condition initiale, c’ est-a-dire:
il existe une solution unique du probleme de Riemann generalise possedant la
meme structure que celle du probleme de Riemann correspondant [7].

Remarquons que le systeme est aussi strictement hyperbolique dans le
domaine &#x3E; 0, p &#x3E; 1}. On a donc des resultats analogues dans Hc.

2. - Preliminaire

2.1 Invariant de Riemann.

Soit rk le vecteur propre a droite du systeme associe a la valeur propre
Ak. Si Dw ~ rk = 0, alors w s’appelle le k-invariant de Riemann au sens de Lax.
Par un calcul simple, on trouve:
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(i) les 1-invariants de Riemann sont: c et wi = A Log -1 p + u;
1-p

(ii) les 2-invariants de Riemann sont: u et p;

(iii) les 3-invariants de Riemann sont: c et W3 = A Log -

ou est aussi Ie 2-invariant de Riemann classique.

2.2 Détentes.

Soient les indices "-" et "+" les etats a gauche et a droite d’une

discontinuite. Pour la 1-detente (analogue pour la 3-onde), les 1-invariants de
Riemann sont constants, c’ est-a-dire: c+ = c- et w+ = w 1 . Ce qui entraine

ou A = A+ = A_ . Par la condition d’entropie de Lax, on doit avoir Àt &#x3E; ~ . Ce
qui equivaut a, d’ apres (2.1 )-(2.2), p- &#x3E; p+, p+ &#x3E; p- et u+ &#x3E; u-.

2.3 Chocs.

Puisque le 2-champ est de type Temple et c est le 2-invariant de Riemann
classique (i.e. Dc ~ D f = A2Dc), alors c reste aussi constant au travers les 1 et

3-chocs (dans le cas ici, cette propriete peut etre verificee de faqon directe). Ce
qui implique que c n’est discontinue que sur les discontinuite de contact. Les
conditions de Rankine-Hugoniot sont alors:

ou s est la vitesse des chocs. Apres 1’ elimination de s, il vient:

ou les signes (non indices) "-" et "+" correspondent respectivement aux 1 et

3-chocs.
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2.4 Ondes non linjaires.

Notons 6 = (81, 82, 83) un paramètre définissant la force des ondes simples,
par

pour la 1-onde,

, pour la 2-onde,

pour la 3-onde,

ou les indices "-" et "+" designent les etats a gauche et a droite d’une
discontinuite. D’ apres 1’ analyse precedente, on a obtenu pour les 1 et 3-ondes
non lin6aires:

pour la 1-onde,

pour la 3-onde,

ou

2.5 Probleme de Riemann.

Considerons le probleme de Riemann pour des conditions initiales con-
stantes par morceaux:

Il est bien connu que ce probleme n’a ete resolu dans le cas general que pour
deux etats initiaux voisins. Mais dans le cas particulier etudie ici, le probleme
de Riemann possede toujours une solution unique composee d’ondes simples
(chocs, detentes et discontinuite de contact), lorsque les donnees initiales sont
dans le domaine hyperbolique H.

Puisque (pg, cg) et restent dans H, on a pg &#x3E; 0 et Pd &#x3E; 0. On

cherche des etats intermediaires (p-,u-,c-) et ( p+, u+, c+) tels que (p-,u-,c-)
relie ( p9, u9, c9) par une 1-onde non lin6aire, ( pd, ud, cd) relie ( p+, u+, c+) par une
3-onde non lineaire, avec u+ = u_, p+ = p-, c- = cg et c+ = Cd- On va commen-
cer par resoudre 6’1 et E3, les solutions sont foumies par les formules precedentes.

D’ apres (2.6)-(2.7), on a
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ou et Au sont determines par

la condition initiale (2.8). En 61iminant la variable ê3, il vient:

Comme h(x) est une fonction continue, strictement croissante, et ~oo,
alors h realise une bijection de R dans R. Il existe donc un couple unique 6-1 et
e3 tels que (2.9) soit verifie. Ceci implique 1’ existence et l’unicit6 de solutions
pour le probleme de Riemann. On observe de plus qu’il n’ apparait pas de vide
(p = 0) dans la solution, pourvu qu’il n’y en ait pas pour la condition initiale.
On obtient alors:

LEMME 1. Dans le domaine hyperbolique H (ou HC), le problème de
Riemann (1.1) et (2.8) admet une unique solution auto-similaire.

2.6 Domaine invariant.

Puisque A est le 2-invariant de Riemann qui correspond au champ de
Temple, il est discontinu seulement au travers des discontinuites de contact.
Ceci implique que

est un domaine invariant pour le probleme de Riemann. Il en est donc aussi

pour le schema de Glimm d’ apres la construction du schema.

3. - Existence de solutions faibles

Pour le probleme de Cauchy ( 1.1 )-( 1.2), on fait les hypotheses suivantes
(la notation VT designe la variation totale):

constantes.

Le r6sultat d’ existence globale est le suivant:

THÉORÈME 1. Sous les hypothèses (Hl)-(H3), il existe une solution

faible entropique pour le problème de Cauchy ( 1.1 ). De plus, la solution

( p(x, t), u(x, t), c(x, t)) vérifie VT(p(., t)) + VT(u(., t)) + VT(c(., t))  +00 pour
tout t &#x3E; 0, et ( p(x, t), c(x, t)) E un compact de H pour tout (x, t) E R x 
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On utilise le schema de Glimm pour demontrer le resultat. Pour cela,
1’estimation essentielle est celle des interactions des ondes. Soit wAx =

u°2, une suite de solution approchee construite par le schema de Glimm
a 1’ aide d’une suite equirepartie On fixe les pas d’espace Az et de temps
At tels que la condition de CFL soit v6rifi6e:

ou le choix de A sera precise ulterieurement.
Pour la discontinuite de contact, comme le champ est de type Temple,

il est clair que (voir [10]) la variation totale des invariants de Riemann
est decroissante par rapport a temps, i.e. 

VT(Ao(.)), Vt2 &#x3E; t 1 &#x3E; 0. D’autre part, le domaine invariant D entraine que
Inf Ao(x) _ t)  Sup Ao(x), V(x, t) E R x 11 reste à établir une
xeR 

- 

estimation des interactions pour les ondes non lineaires. Pour cela, on va

employer les variables u, p et A pour etudier les interactions des ondes (voir
Figure 1).

Figure 1

LEMME 2. Supposons que les ondes a = (a 1, a2, a3) interagissent avec les
ondes 77 = ("11, "12, 773) et qu’il sort les ondes - = (ê1, ê2, ê3). Alors on a

Le Lemme 2 est obtenu par un calcul direct en utilisant la d6finition (2.6)-(2.7).
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LEMME 3. Notons = min(A9, Am, Ad) &#x3E; 0, on a:

DEMONSTRATION. On fait la demonstration en precisant les trois cas:

(a) ê1 . 6*2  0, 1’estimation (3.3) est une consequence immediate de (3.1).
(b) ê1 &#x3E; 0 et 6-3 &#x3E; 0, i.e. la 1-onde ê1 et la 3-onde 6-3 sont des detentes.

Donc = et h(e3) = 2e3. D’ apres les formules (3.1)-(3.2), on obtient
directement la somme des deux ondes non lin6aires:

On v6rifie sans peine que h(x)  2x, ‘dx e R. Donc

Ce qui entreine (3.3).

C’est le cas le plus delicat qui implique quinze cas possibles d’interactions
au total selon la valeur de la suite equirepartie sauf le cas impossible
R102R3 + R102R3 -+ ,Sl C2,S3, 01~ S, C et R désignent respectivement choc,
discontinuite de contact et detente. Pour simplifier la discussion, on ne considere
que le cas le plus typique suivante: sl c2 s3 . Les autres cas
peuvent etre traites de fagon analogue.

Soit ,f (x) = e~ - e-2, Vx E R. Comme ai :5 0, qui  0 0 (i = 1, 3), il

est facile d’obtenir les deux equations sur les interactions d’ apres le Lemme 2:

Notons A = 1611 - 1"111 = 1631 - I’q3l- 0, le Lemme 2

est evidemment vrai. Supposons donc que A &#x3E; 0, alors 1611 I &#x3E; la11 + 1"111 I et

1631 &#x3E; + I n3 1. . En reecrivant 1’equation (3.5) sous la forme suivante:
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,ona

, donc

Par le theoreme des accroissements finis, il existe ~1 1 E et

~2 E (0, 1"111) avec Ç1 2:: ~2, tels que !(le11) - ¡(la11) = .f~(~i)(~~I ~ - et

f (1?71 1) = f’(ç2)1"111. Or par a2 = Am - Ag, on obtient:

Comme f’(x) = ex + e-x est une fonction strictement croissante sur R+, on
a f’(~1 ) &#x3E; f’(~2) &#x3E; 0. Donc

Ce qui donne (3.3).

(i2) ou bien 1"111, donc

Une discussion analogue donnera aussi (3.3).

Comme ces deux inegalites sont symetriques, on repete la meme analyse
et on obtient (3.3).

REMARQUE. Si c est une constante, la seconde equation de ( 1.1 ) est triviale.
On a donc a2 =q2 = 0. Ce qui donne, par le Lemme 3:

si c est une constante.

D’ apres les definitions (2.3) et (2.5), cette estimation signifie que la variation
totale de Lnp est decroisante au cours du temps.

Pour demontrer 1’ existence d’une solution faible, on doit definir certaines
fonctionnelles de Glimm. Soit J une courbe polygonale. On note

OU C=(~i~2~3) et ~ J K est une constante

positive a determiner.
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LEMME 4. Soient I et J deux courbes polygonales, J est un successeur
imm6diat de I. Si 2VT(Ao)  A* et K &#x3E; 2(A* - 2YT (Ao))-1, alors

ou

Figure 2

DEMONSTRATION. D’après le Lemme 3, on a
D’autre part,

ou
Donc
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Comme L2(J)  L2 (I )  VT(Ao), on obtient

Finalement,

LEMME 5. Soit U = (p, pc, pu( 1 + c)). Alors la variation totale de la solution
approchee UAI ( - , t) construite par le schema de Glimm est uniformément
par rapport à t et Ax.

DTMONSTRATION. 11 suffit de montrer que et 

sont bornées. D’après le Lemme 4, on a F(J)  F(O), of 0 d6signe la courbe
polygonale 0. Par la d6finition de F(J), on obtient

D’ autre part, pour une courbe polygonale particuliere variant entre t = tn et

t on a

Ce qui entraîne

Donc

Ici les constantes Co, C1 et C2 ne dependent que de la norme LOO de la condition
initiale et de VT(Ao).

Remarquons que le Lemme 4 donne aussi une estimation L°° des solutions:
u2, 0  p(x, t)  p2. Ce qui entreine que 0  PI ’5 P  P2  I -

Et cela nous permet de choisir le pas de temps uniforme:

Le Theoreme 1 est alors foumi par le resultat de Glimm [4].
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4. - Coordonn6es Lagrangiennes

Comme le systeme de la dynamique des gaz, (1.1) possede aussi une
formulation Lagrangienne sous laquelle le systeme s’ ecrit sous une forme simple.
En introduisant la variable y (note par x dans la suite) par dy = pdx - pudt et
en notant v(y, t) = p-1 - 1 &#x3E; 0, on obtient un nouveau syst6me qui équivaut à
(1.1) pour des solutions regulieres dans le domaine 0  p  1:

où q(v, c) = p(p, c) = a2c/v. Remarquons que 1’ equivalence de ( 1.1 ) et (4.1 ) est
aussi valable pour des solutions faibles dans Loo, d’après les r6sultats de D.

Wagner [13] et de D. Serre [ 11 ] .

THÉORÈME 2. Supposons que la variation totale de la condition initiale

(vo, uo, co) est bom6e et que vo et co ont une borne inf6rieure strictement positive,
alors le problème de Cauchy possède une solution faible entropique pourvu que

Grace a la vitesse nulle de la discontinuite de contact, la demonstration
du Theoreme 2 est plus simple que dans le cas des coordonnees precedentes
en utilisant la meme definition des fonctionnelles. En particulier, si la condition
initiale co est une constante, l’hypothese (H2) est triviale. Dans ce cas, la
resolution du probleme de Riemann et le schema de Glimm entrainent que
la solution c est constante co. Donc Ie systeme (4.1) devient exactement la

dynamique des gaz isotherme traite par T. Nishida [8] et notre fonctionnelle

F(J) d6finie par (3.7) devient L1(J). Mais elle est differente de celle de Nishida
qui est composee seulement de forces de chocs.

Comme dans [5] et [9], on peut aussi considerer le probleme mixte dans
le quadrant x &#x3E; 0 et t &#x3E; 0. Sur la frontiere caractéristique x = 0, la condition
aux limites est decrite par

ou

Dans ces deux cas, nous pouvons obtenir une solution faible a 1’ aide du schema
de Glimm modifie (voir [9] pour la definition). L’estimation majeure est encore
celle des interactions des ondes simples. En effet, 1’estimation precise sur la
frontière x = 0 est la suivante (voir Figure 3):
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Figure 3

ou

la constante C &#x3E; 0 ne depend que de la norme L°° de la condition initiale. On
en deduit qu’il existe deux constantes Cl , C2 &#x3E; 0 telles que

oil et

Finalement, on a:

THEOREME 3. Supposons que la variation totale de la condition initiale

(vo, uo, co) et de la condition aux limites q1 (ou U1) est bomée avec des

contraintes vo, co, ql &#x3E; cte &#x3E; 0, alors le problème aux limites (4.1 )-(4.3)
(ou (4.4)) admet une solution faible globale en temps pourvu que 2VT(Ao) 

Inf Ao(x).xER
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5. - Stabilite de la solution du problème de Riemann

On s’ interesse maintenant a la stabilite de la solution du probleme de
Riemann. Pour cela, on etudie le probleme de Riemann generalise qui est le
cas particulier du probleme de Cauchy, avec une condition initiale reguliere par
morceaux. Pour simplifier la discussion, on va le traiter dans les coordonnees
Lagrangiennes. La condition initiale est donnee par:

ou (V,(x), u,(x), c,(x)) et (Vd(X), Ud(X), Cd(X)) sont des fonctions assez reguli6res
respectivement sur x  0 et x &#x3E; 0, telles que Vd(X),
Cd(X) &#x3E; constante &#x3E; 0. Pour eviter le cas trivial, on suppose que

(vg (0), Us (0), 
On dit que la solution du probleme de Riemann est localement stable si

le probleme de Riemann generalise admet une solution unique ayant la meme
structure que celle du probleme de Riemann correspondant au voisinage de
l’origine. Dans le cas du systeme general, le probleme de Riemann generalise
a ete resolu par Li Ta Tsien et Yu Wen-Ci pour la petite amplitude de
discontinuite a l’origine [7]. Dans le cas particulier courant, on peut lever
cette hypothese, c’ est-a-dire: )Vd(0) - I n’est pas necessairement petite. La
methode a employer est etablie dans [7] concemant la resolution des problemes
a frontiere libre (dans le cas des chocs) et d’onde centree (dans le cas des

detentes).

THEOREME 4. La solution du problème de Riemann (4.1) et (5.1) est

localement stable.

DEMONSTRATION. La demonstration est constructive qui est bas6e sur une
analyse fine des conditions des discontinuites. Dans le probleme de Riemann,
il y a quatre cas. Pour chacun, la solution est composee de

(i) 1-choc, 2-discontinuite de contact et 3-choc,

(ii) 1-choc, 2-discontinuite de contact et 3-detente,

(iii) 1-detente, 2-discontinuite de contact et 3-choc,

(iv) 1-detente, 2-discontinuite de contact et 3-detente.

On ne demontre le theoreme 4 que pour le cas (i), qui est aussi le plus
dur pour faire des calculs. Le trois autres cas sont faciles a traiter, car il

y a plus d’£ments nuls dans la matrice caracteristique grace a detentes (voir
A

par exemple [6]). Le syst6me (4.1) a trois valeurs propres: &#x3E;"1 = -A/v, A2 = 0,p p [ ]) y ( ) p p 1 
v
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Les vecteurs propres a gauche sont:

On cherche une solution unique de (4.1 ) et (5.1 ) qui est decrite par Figure 4,
ou

sont deux frontieres libres a determiner.

Figure 4

En utilisant la donnee initiale sur x  0, on obtient, par resolution
d’un probleme de Cauchy, une solution reguliere locale (notee par Vg(t, x)) dans
le domaine determine

ou OA1 : x = est la premiere courbe caracteristique passant par l’origine.
Par la condition d’entropie de Lax, la frontiere libre OA1 se trouve a gauche
de OA1. Donc la solution a gauche de OA1 est determinee uniquement par la
solution Vg(t, x).

Parallelement, la solution a droite de OA3 : x = x3(t) est determinee

uniquement par la donnee initiale Vd(x) sur x &#x3E; 0, en la notant Yd(t, x). En
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evidence, on a

Notons V (t, x) = (v_ (t, x), ( 1 + c_ (t, x))u_ (t, x), c_ (t, x)) et V+(t, x) =
(v+(t, x), (1 + c+(t, x))u+(t, x), c+(t, x)) respectivement les solutions à d6terminer
dans les domaines angulaires

et

of 6 &#x3E; 0 est petit. Elles sont regulieres et verifient le systeme (4.1 ) dans le
domaine respectif. On a de plus

ou V- et V+ sont donnees par la solution du probleme de Riemann correspon-
dant.

D’ apres la relation de Rankine-Hugoniot, sur la courbe OA, ( 1-choc), on
a

De meme, sur la courbe OA3 (3-choc), on a

La droite x = 0 est la 2-discontinuite de contact sur laquelle on a

Notons L = (11, L2, l3 )t la matrice caff6e d’ordre 3 composee des vecteurs
propres a gauche. On pose "les variables diagonales"
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Alors, ce n’est difficile de verifier que les conditions aux limites (5.9)-(5.11)
puissent s’ ecrire localement sous une nouvelle representation :

D’après des calculs élémentaires, on obtient au point (t, x) = (o, 0), V- = V- et
V’ = V+,

Soient

oii U-1 1 et J3 sont les vitesses des 1 et 3-chocs dans le probleme de Riemann
correspondant. Par conditions d’entropie, on a 0  71’ 1.

On definit maintenant la matrice caracteristique au point (t, x) = (o, 0),
par


