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Fonctions L p-adiques et irrationalité

PIERRE BEL

Abstract. We give a minoration of the dimension of the vector space spanned on
a cyclotomic field by the values of p-adic Hurwitz zeta function. As a corollary,
we obtain the existence of irrationality values of p-adic L functions. The proof
uses hypergeometric series and a criterion of linear independence.
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1. Introduction

Le but de ce travail était d’étendre a des valeurs de fonctions zéta p-adiques les
résultats d’irrationalité ou d’indépendance linéaire sur le corps des rationnels obte-
nus par Ball et Rivoal ([1, 8]) pour des valeurs de la fonction zéta de Riemann.
Un premier obstacle était le critere d’indépendance linéaire de Nesterenko, souvent
utilisé pour ce genre de problémes en association avec la méthode du col, dont on ne
connait pas d’équivalent p-adique. Le critere de Nesterenko (cf. [7]) est remplacé
par un critere qui s’applique a des formes linéaires linéairement indépendantes,
comme le critere utilisé par Siegel dans le cas archimédien, et que nous étendons
au cas p-adique. Ce critere, qui a ’avantage de ne pas nécessiter de minoration
— point délicat dans le cas p-adique a cause de I’absence de la méthode du col —
oblige par contre a utiliser des formes linéaires linéairement indépendantes. Cela
se trouve de facon naturelle avec des approximants de Padé pour les logarithmes
ou les polylogarihmes, mais se révele plus délicat pour les fonctions z&ta. C’est
pourquoi nous ne pouvons atteindre que des valeurs des fonctions L p-adiques,
choisies précisément pour rendre possible un calcul de déterminant. On pourra se
référer aux articles de Calegari et Beukers pour les résultats, les plus récents, sur
I’irrationalité des valeurs des fonctions L p-adiques (cf. [2,3]).
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2. Notations et conventions

Corps de nombres, corps p-adiques et formule du produit

Si B est un nombre algébrique sur QQ, on note d(B) le dénominateur de 8, c’est-
a-dire le plus petit entier strictement positif / tel que /8 soit un entier algébrique.
On notera K et O(K) un corps de nombres et son anneau d’entiers. On pose d, =
ppem(l, - - - , n). On sait par le théoréme des nombres premiers que d,, = e o,

Soit p un nombre premier. On note v, la valuation p- adique sur Q et |.|, =
p~Ur la valeur absolue p-adique.

On pose g, = psip # 2et gy = 4. Pour x € Z},(= Z) \ pZp), on désigne
par w (x) I’'unique racine de I’unité (w est appelée caractere de Teichmiiller), d’ordre
p—1sip #2etdordre 2si p = 2, telle que [x — w(x)|, < q;l. On étend la

X

définition de w a Q; en posant w(x) = pr®w(p~»Wx) et on pose < x >= 200

(donc < px >=< x > pour tout x € Q7).

Pour v une place d’un corps de nombres K, on note K, et QQ, les complétés de
K et Q pour cette place et 5, = [K, : Qy].

Sia € K*, alorson a

0= > nloglal,.

v place de K

De plus
> n=IK:QL

v place de K infinie

Si « est un élément non nul de O(K), comme ||, < 1 pour toute place finie v de
K, si p est une place finie, on a :

nploglaly+ Y nyloglaly > 0.

v infinie

Caractere de Dirichlet

Pour un entier d > 1, on note W(d) I’ensemble des caracteres de Dirichlet de
conducteur d.

Polynémes et nombres de Bernoulli

Les polyndmes de Bernoulli By (x) sont donnés par la série génératrice :

te'* Jri:'oBk(x) "

e —1 &= Kkl

Les nombres de Bernoulli sont définis par B, = B,(0). IIs vérifient 1I’équation
Yo (Z) By x" ¥ = B,(x). Le théoréme de Clausen-von Staudt (cf. [4]) donne,
pour tout nombre premier p et pour tout entier positif n, v, (B,) > —1.
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Fonction Zéta de Hurwitz complexe et p-adique

On note ¢ (s, x) la fonction zéta de Hurwitz définie par

+00 1

§(Sax)=];)m

pour (s, x) € C x R, avec R(s) > 1 et x > 0. Pour x fixé, cette fonction admet un

prolongement en une fonction holomorphe sur C\{1}, dont 1 est un pdle d’ordre 1
et de résidu 1 et pour tout entier n positif £(—n, x) = — B"#lix).
La formule d’Euler-MacLaurin conduit aisément au développement asymp-

totique suivant, pour x — 400 :

(s, x) =

( > T o TTh, 2.1

ou les B; sont les nombres de Bernoulli, et pour tout k > 1, le symbole O est
unlforme en s pour s borné. Par passage a la limite sur s, on en déduit que la valeur

en 1 de la fonction holomorphe s —— ¢ (s, x) — Sll vérifie :
1
o(s, x) — —— = —logx +Z( 1)1 xTl oY, (22
-1 = J

Pour la fonction zé€ta de Hurwitz p-adique, nous adoptons la définition de
1

([4]) : pour s € C,\{1} tel que |s|, < gp,p » T etx € Q, avec |x]|, > qp,
ona

1
{p(s,x) = —— lim p™" Z <x+m>"".
La limite existe bien (intégrale de Volkenborn) car la fonction

t
<x+t>"= exp, ((1 s)log, j))

est fortement continliment différentiable en ¢ sur Z,. Pour m entier positif, on
vérifie que

£p(1 = m, x) = —ar(x) " 2,
m

Cette définition conduit aisément aux développements en séries de Laurent clas-
siques :

Lemme 2.1. Pours € Z,\{1} et x € Q, avec |x|, = gp, ona:

1—s +00 _ B )
Eps.x) = ———— <x > Z( ’ )—]xJ. (2.3)
.
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Pour s tendant vers 1 dans 7,

+00 _
11m (§p(s x) — ! 1) = —log, <x > +Z(—1)1%x1. (2.4)

j=1

Fonction L de Dirichlet complexe et p-adique

Soit ¥ un caractere de Dirichlet de conducteur m et £ = ppcm(m, g,). On peut
définir les fonctions L de Dirichlet pour un entier s > 2 par

v k
Dans le cas complexe L(s,¥) =m SZW(k)g (s, —)
m

k=1

s k
Dans le cas p-adique L ,(s, ¥) = (15)2 Z k) ¢p (s, Z) .
1<k<t
pged(k, p)=1

3. Résultats

Soient un entier 2 > 1, v = ppcm(k, p — 1), k une racine primitive p — 1-¢me de
I’unité, £ une racine primitive 4-¢éme de I’unité et x une racine primitive v-¢me de
I'unité. On considére K = Q(x) comme plongé dans C,,. On note K, le complété
de ce plongement. On remarque que Q, = Q, (k) et K, = Q,(x) = Q, (%) (Q,
contient les racines (p — 1)-¢me de ’unité). On peut donc considérer QQ,,, comme
un Q(k)-espace vectoriel.

Pour un nombre p-adique x, tel que |x|, > g, et s un entier strictement positif,
on pose

B h—=1 X4
Ty(s.x) =Y &g, (s, - ) sios > 1 (3.1)
j=0

pourh >1.Sih > 1:

h—1 .
~ . . —j xX+]
T,(1,x) = lim T, =1 E J

p( 7x) SE)I} p(Sa-x) SE}} '_ S §p <S7 h )

(3.2)

———Zé llogp(” ) Z”” — B’Zs CS
Enfin, si 4 = 1, on pose :
T,(1,x) = 0.

Pour i > 1, ’existence des expressions définissant Tp(l, x) et leurs égalités sont
une conséquence des équations (2.3) et (2.4).
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Théoreme 3.1. Soit x = % un rationnel, tel que |x|, > qp, et soit A un entier
supérieur ou égal a 2. Alors la dimension t du sous espace vectoriel de Q, en-

gendré sur Q(«k) par la famille {1, (;,, (s, x))se[z,A]} vérifie

1 Alog x|,

>
- lo
o(p = 1gb+zﬂ+A+(A—1)1og2
b 4
Théoreme 3.2. Pour tout entier A supérieur ou égal a 2, si le nombre premier p
vérifie

P> o+log 2)A2

alors tous les nombres {{,, (s, l)} sont irrationnels.
P/ ) se[2,4]

Corollaire 3.3. Pour tout entier s > 2, si p vérifie

p > elltlos 2)s?

alors il existe au moins un caractere de Dirichlet  de conducteur p, tel que
L (s, ¥) soit un nombre irrationnel.

Démonstration. Supposons que pour tous les caracteres de Dirichlet ¢ de con-
ducteur p, L, (s, ¥) soit un nombre rationnel. On a donc

Z L (s, ¥) est un nombre rationnel.
yev(p)

Or par sommation sur les caracteres, on a

1
Y Ly = —cp( p)

vev(p)

Ce qui est contradictoire avec le Théoréme 3.2.
Théoreme 3.4. Soit x = § un rationnel, tel que |x|, > qp, et soit A un entier

supérieur ou égal a 2. Alors la dimension T du sous-espace vectoriel de K, en-

gendré sur Q(x) par la famille {1, (Tp(s, x)) ’ A]} vérifie
sell,

- [Kp :Qp] Alog |x|p

o
o) 1ogb+zﬁ FA+(A—Dlog2

qlb
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Théoreme 3.5. Pour tout entier A supérieur ou égal a 2, si le nombre premier p
vérifie
2
p> e(1+10g2)A
alors I’ensemble {{1, (s, %) —&p (s, p2_4[-72)} A contient au plus un nombre ra-
sell,

tionnel. !

4. Critére d’indépendance linéaire

Ce critere est une adaptation au cas p-adique du critere utilisé dans le cas complexe
par Siegel (cf. [5] pages 81-82 et pages 215-216).

Soit m un nombre entier positif. Pour L = (¢1, ...4,,;) € K", et0=(0, ..., O)
€ C’Z}, on note (L,0) = €161 + ... + £,;,0,,. Si v est une place de K, on note
1Ll = maxi<j<m €10

Lemme 4.1. Soit p un nombre premier. Soit K un corps de nombres, on considére
K comme plongé dans C,, dans lequel on note K, = Q,(K) son adhérence. Soit
6 = (61, ,0y) un élément non nul de K’;} On suppose qu’il existe m suites

(L,gi)) = ((KS)‘) ) onne€Net 1 <i<m,délémentsde (OK))™ telles
I/ jellml

que pour chaque n les Li,'), pour 1 < i < m, soient linéairement indépendants sur
K, et des nombres réels strictement positifs c et p satisfaisant pour chaque i les
conditions :

m sup (i)
limsup —log |[L,)’[l, < ¢
n n

pour les places infinies v, et

1 .
limsup—log‘(L,(j),O)‘ < —p.
n n p

Alors la dimension T du K-sous-espace vectoriel de K, engendré par les 0; pour
1 < j < m vérifie
> p K, : Qp] )
c[K: Q]
Démonstration. Effectuons tout d’abord quelques réductions. En renumérotant
les variables (6;);c[1,m], on peut supposer §; 7 0. De plus, en remplagant les
variables (6;) je[1,m], par (g—{) — les hypotheses étant encore vérifiées, on peut
’ jell,m

supposer 6] = 1.

1 On note tp (l, %) - &p (1, ;72_41-)2) pour limy_, § £p (s, %) —&p (s’ 1)2—4;;2)
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Si 7 est la dimension du K-espace vectoriel engendré par les 6, alors il existe
m — T éléments (AY ))ie[r+1’m1 de (O(K))™, linéairement indépendants sur K, tels
que (A(i), 0) =0pourtouti € [t + 1, m].

On peut en faisant des permutations entre les L,(f) a chaque rang n se ramener

au cas, ot pour tout € N, la famille LV, L ACHED LAY et Tibre.
Soit M,, la matrice dont les lignes sont formées des vecteurs (Lﬁ,l), S L,(f),
ATHD DA e, comme L= (60, ) et AD=(af” - ai),
(1) 1 )]
zn,l En,Z e E”’m
(v (v ()
e N
aTFD D LG
a%m) agm) L a’(nm)

Comme la matrice est non singuliere, on a
Ap = det(My) # 0.

Comme A, appartient 2 O(K), on en déduit que

0<nploglAnly+ Y nylog|Anly. (4.1)

v infinie
Le développement du déterminant nous permet d’obtenir pour les places infinies :

log |Anl, <re

lim sup “4.2)

n

Pour le calcul du déterminant, on peut aussi ajouter a une colonne, une combinai-
son linéaire des autres colonnes. En ajoutant a la premiere, les colonnes suivantes
respectivement multipliées par 6, on obtient :

1 1 1
Ly o) 6 e,
A = @76 zf;;] Eff),i
0 aér-i—)._'ar(nt-ﬁ-)
0 aém) a,(nm)

Le développement du déterminant sous cette forme nous permet d’obtenir :

log|Anlp _

lim sup
n

4.3)
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En divisant I’'inéquation (4.1) par n et utilisant (4.2) et (4.3), on en déduit :

0<—pnp+7 Y me

v infinie
soit
0<—pn,+1[K:Qlc.

Le résultat est donc démontré.

5. Preuves des résultats

5.1. Approximants de Padé simultanés de fonctions Zéta de Hurwitz

Les approximants de Padé utilisés sont adaptés de I’article de Rivoal (cf. [8]). Dans
cette partie, comme dans la suite, £ est une racine primitive ~-eme de 1’unité avec
h entier, h > 1. Pour un nombre complexe a ¢] — oo, 0] et pour s € C, on note
a® = e*1°84 avec — < Im(loga) < 7. On considére pour x un nombre complexe
non réel négatif, s et z des nombres complexes, la série :

f’i A
= (k+x)°

Cette série est convergente pour tout nombre complexe z tel que |z| < 1 ettout s. Si
k

+00
i Z
|z] = 1etz # 1, la série E ———— est convergente pour tout nombre complexe
= (k 4+ x)*

s tel N(s) > 0. En effet, les sommes partielles sont bornées :

K
2
I
= R
la série
=k +x)° (k+x+1)*
est convergente car (kJrlx)S — (k+x1+1)»*' = O(k_(s+1)), et

1
im — =
k—+oo (k + x)*

Enfin, pour z = 1, la série est convergente pour R(s) > 1.
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La fonction de Lerch est définie par

+00 k

Z
¢s(x,2) = Zm

k=0

lorsque cette série est convergente.

Pour z et x fixés, avec |z] < 1 et z # 1, la convergence est uniforme pour
N(s) > € pour tout € > 0, et ¢5(x, z) est donc une fonction holomorphe en s pour
NR(s) > 0. On a de plus ¢s(x, 1) est une fonction holomorphe en s pour R(s) > 1
et, dans ce cas, on a ¢5(x, 1) = ¢ (s, x)

On suppose que A est un entier supérieur ou égal a 2, considéré comme fixé.
Le nombre n est un entier positif vérifiant An > n + 3.
Posons pour g € [0, A] et un nombre x tel que x ¢ Z~

(K)n+1
(k +x)3(x +k +n)4

RV (k) = m1A~!

et

o0
S0, =Y R (k).
k=0

La fraction rationnelle R,(ﬂ)(k) est de degré n + 1 — An — ¢ par rapport a k donc
de degré inférieur ou égal a —2, vu les hypotheses. La fonction S,gq) (x, z) est donc
définie pour tout complexe z de module supérieur ou égal a 1. La série S,(,q)(x, 2)
converge normalement sur I’ensemble des couples (x, z) ou x est un nombre com-
plexe de partie réelle plus grande que 1 et z un nombre complexe de module plus
grand que 1.

Proposition 5.1. I/ existe A + 1 polynomes (Ps(q)(x, 2))se[0,4] @ coefficients ra-
tionnels de degré en x au plus n + 1, de degré en z au plus n, et le degré en 7 de
Ps(q) (x, z) est méme au plus n — 1 si s > q, tels que pour tout nombre complexe z
avec |z| > 1l etz # 1 et tout x € C\] — 00, 0], on ait :

A
1
S, 2) = Py, + Y P (x, ) (x, 2) : (5.1)
s=1
siz =1, onaalors
A
SV D =P @ D+ Y PP, Dy (v, 1) (5.2)
s=2

De plus, pour 7 fixé, on a, quand RN (x) — +00

S\ (x, z) = o(x A=),
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Démonstration. La décomposition en éléments simples de R,(f[) (k) nous donne

n (@)
ERCRS ) piset s
! (k+x+ j)*

s=1 j=0

ol

1 A\ A
G (@) (RO  +k + ) ]|

k=—j—x

sije[0,n—1]etse[l, Al

=11 A\ 1 @
’ (61 _S)! <@) [Rn (k)(x+k+n)q]|

k=—n—x

sij=nets €[l,q],

0 sij=mnetselg+1,A]

Remarquons tout de suite que, pour ¢ > 0, on a

D (x) = [R,(,‘”(k) (x +k+ n)q]

=—n—Xx
(5.3)
a1A- 1 (=1 = X)nt1 y
(—m)3
Par le changement de variable [ = —k — x, on obtient
DA A\ A
A—o! \d [R" (==X =D ]u:

sijel[0,n—1]ets €[l, A],

rf e ={ =D (AN g
58 _ Y I AV}
! G —5)! (dl) [R” (=00 =D ]u:n

sij=mnets e[l,ql,

0 sij=mnets elqg+1,A]
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On en déduit

(—1)A— ( d )A‘S [H!Al L= I)A}
(A—s) \d (=D — 1) i

sijel0,n—1]ets €[l, A],

rfe) =1 (=D (i)w [,,.A—l_(_l _X)n+1] (5.4)
(g —9)! . (=D li=n
sij=nets e[l,q],

0 sij=netselg+1,A]

(q)

Les fonctions r ; (x) sont donc des polyndmes en x de degré au plus n + 1.

S(f])(x Z) ZZXHZ (q)(x) —k.
o k=0 5=1 j= 0(k+x+1)s

Il en résulte que

@ Lk
S0 2) = Zzz(k+x+1)‘

s= lj =0k=0
k=j
_ (q)
R Zuzor (X)ij(k Tty
Lo ) ' 1 ot
= S;j;orj’s (x)z’ |:¢S (x, E) - Z (Gt x)si|
A n —k
SR8 SN 30 3 ) pecas
s=1 </ =0 s=1j= ok +x)

On a donc

A
1
S (. 2) = PP (.0 + Y PP (. 0y (x, Z) ,

s=1
ou I’on a posé

—k

A n
AT =3 ) e )ij(k T

s=1j=0
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et, pour tout s € [1, A]

PP (x,z) = Zr“”(x)z,f (5.5)

Les égalités (5.4) et (5.5) montrent immédiatement que pour s > 1, Ps(q)(x, z) est
un polyndme a coefficients rationnels de degré en x au plus n + 1 et de degré en

z au plus n. On voit aussitdt que le degré en z de PS(Q)(x, z) est au plus n — 1, si
s> q.

Pour Péq)(x, Z), on voit directement que c’est un polynome en z de degré au
plus n. De plus, on remarque que

fi} Zj—k ( )5~ 1(_>S—1 XJ:
Hk+x)p  (s—1)! —= (l—k—i—x)

Il en résulte que, pour j € [1,n — 1], on a

=1 j—k A 1ys—1 s—1
@ z _x&D d
Z s )Z(kﬂ)s B ;(s - 1! (dl) [

J (_I)A—s
Zz ktx| (A=

k=1
d\* (@) . A
x (a) (Rt =G =D ]”:j
CEDATTE A (aV T [ A
_(A—l)!;(s—l)(&) ,;l—kﬂ
s= = 1=
A\ @ LA
x (a) (R =06 =04
_ (_I)A_l dy*! (q) A
= @as! <5) H-nl=D Zl k),

k

(q) _ A
R (=1 = x)(j = 1) Zl_k+x

I G S T I, 7
— 1A 1(—”+ AN |
ey v At A ];l—k—l—x

(5.6)

Comme Z el T += 'a que des poles simples en x, qui sont des zéros de

(=l = X)n+1,
k

(q) _ A
R (=1 =x)(j = D) Zl_kﬂ
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est un polyndome en x de degré au plus n. On justifie de maniere similaire le cas

Jj = netil en résulte que Po(q) (x, z) est un polynome de degré au plus n par rapport
a x. La premiere partie de la proposition est donc démontrée.

Pour z = 1, la série S,(,q) (x, 1) converge et les séries définissant les fonctions
de Lerch convergent pour s > 2. Pour s = 1, ona

¢1(x,2) ~;1 —log(l —2).

Comme la limite S,gq) (x, z) doit étre finie en z=1, on en déduit donc que PI(Q) (H=

0 et par continuité Pl(q)(x, D¢1(x, 1) = 0. On a donc démontré le cas z = 1.
Pour le dernier point, on a la majoration pour R(x) >0 :

(k)pg1|x[An—n=3ta
|k + x|An+a

“+00
xAn—n—.’a-‘rqu(l(I)(x’ z)) < n!A—IZ
k=0

+00 —n—
< ”'A_lz (k)n+l|X|An n=3+q
- P lx + k|A”*"*3+q|k + x|n+3

+00 k
< n'A_IZ ( )n+1
- k:O|k+x|n+3

La convergence normale de la derniere série sur I’ensemble des complexes x tels
que N(x) > 1 permet de passer a la limite sous le signe somme et on conclut que

lim )xA"—”—”qS,(ﬂ)(x, z)) —0.
RNx)—>—+o00

La proposition est donc démontrée.
Corollaire 5.2. On a, pour h > 1,

A
S\ (. 6) = Py (x, ) + Y PP (x, )y (x, £

s=1

et

A
S x ) = PP, 1)+ Y PP, Do, 1)
s=2
et pour h > 1, lorsque N(x) — 400,
S (x, &) = o(xAmtmtd),
Lemme 5.3. Ona

— Pour R(s) > 1 et pour x € C\] — 00, 0], ¢s(x,1) = (s, x).
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h—1 . ,
— Si h>1, pour N(s) >0 et pour xe C\]—00,0], ¢ps(x,6~ )= hLAZ S‘@(s,%”) .
j=0

Démonstration. Pour h > 1, remarquons que la somme

) B )

est une fonction entiere en s, puisque les fonctions ¢ (s %) sont méromorphes

sur C avec seul pdle 1 de résidu 1.
La preuve de la premiere égalité est une application immédiate des définitions.
Pour la seconde égalité, supposons d’abord N (s) > 1. Alors

p e =S
=k +x)*
h—1+400 %-fkhfj

R By

Jj=0k=0

3 S
=0 k=0 (k+ :

¢ (. 671 = Zs f:( ”’)

Pour z et x fixés, avec |z] < 1,z # 1 et x ¢] — 00, 0], les deux membres de la
derniere égalité sont holomorphes pour 9i(s) > 0. On peut donc étendre 1’égalité a
NR(s) > 0.

5.2. Propriétés arithmétiques des polyndmes P? (x, 7)
On pose pour tout entier » non nul et pour tout entier positif

ot = b Tl 7],

qlb

(ol ¢ désigne un nombre premier).

Lemme 5.4. Si x est un nombre rationnel ‘bi (b > 0) et k un entier appartenant a

Uintervalle [0, n], alors les nombres (’;)!" Un(b) et n(fzi’i]l) Un(b)d, sont des entiers

etona

log q
1

dim ! —1og (1un(b)) = logh + > (5.7)

qlb -
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Démonstration. On a

Montrons que la valuation g-adique de ce nombre rationnel est positive ou nulle
pour tout nombre premier q.

e Si g divise b, alors la valuation g-adique de n! étant au plus anTlJ on en déduit

que la valuation g-adique est positive ou nulle.

e Si g ne divise pas b, alors la valuation g-adique de ]_[;’;01 (bi 4 a) est égale a
celle de ]_[:’:_01 i+ %). Dans l’intervalle [0, n — 1], pour un entier positif j, il
y a au moins Lqifj entiers congrus a —% modulo q’ Zg4. La valuation g-adique
de :7:_(} (i + %) est donc au moins Z;”; | \j%J qui est exactement la valuation
g-adique de n!. La valuation g-adique est donc positive ou nulle.

O

n!

Le nombre n(b) est donc bien un entier.

On a

]_[ (bi +a)

(X)nt1  Os<isn.izk L}njj

Pour cela, montrons que pour tout nombre premier ¢, la valuation g-adique de ce
nombre rationnel est positive ou nulle.

Si g divise b, ceci est évident puisque v, (n!) < ﬁ.

On suppose donc que g ne divise pas b. Pour tout entier j compris entre 1 et

logn Lot . L. . .
J = Lloqu’ on désigne par v; le nombre d’entiers i vérifiant0 <i < n,i # k et

i = —% mod g’ . Le nombre

Y = ]_[ (bi + a)
0<i<n,i#k

est de valuation g-adique

J

J—1
vg(Y) = Y j(vj—vig) +Jvg =Y v
=1

J j=1
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Pour chaque j compris entre 1 et J, et pour chaque entier tel que 0 < K < % -1,
il y a un entier i appartenant a I’intervalle [K g/, (K + 1)g/[ tel que i = —% mod

g’ . Le nombre de ces intervalles disjoints est L%J, par suite v; > L%J —1.0na
q q

J
WOEDY U—]J —

j=1

donc

Orv,(n!) = JJ-II \JILJJ et vy (dy) = J, on en déduit

0y (V) — vy (n1) + v, (dy) = 0.
(Dn+1

On conclut que le nombre % Gtk M (b)d,, est de valuation g-adique positive ou

nulle. Le nombre n(,)a"_: ]i) Wn(b)d, est donc bien un entier.

Pour la limite (5.7), le calcul est immédiat.

Proposition 5.5. Pour tout nombre premier p, et tout s € [1, A], ona

pﬁjd,?—s PO (x,€) € Z,l€]lx]

et
pﬁjd,?—1 PP (x, &) € Z,[£][x].

De plus, pour un nombre rationnel £, avec (a, b) = 1, pour tout s € [1, A],on a

A—s (q) (4
bd; " pa0) PO (3.6) € ZIg]

et
a
dua(®) By (3.€) € Zig).
Démonstration. Démontrons d’abord le premier et le troisiéme point. Supposons
j €[0,n — 1] (le cas j = n se traite de maniere similaire, en se limitant a s < g).
D’apres (5.4)

—_1A-S A=s ] —
r}i-)(x):( D (9) [n!A—li(l Ol (j—l)A}

(A—s)! \d (=DA(n — 14 =]
Ecrivons -, )
At (KL= X)ng1 o i A-1
i U D = FO GO HO),
ou (1 ) |
Fi)=——""G -1, Gl)=——(—1)

(—l)n+1 (_l)n—H
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et
H() = (-1 +n)*9n —1 - x).

Décomposons maintenant F'(/) et G(/) en éléments simples

Fiy=1+ Z (]n_lT)lfm’ G(l) = Z (]n:T)zgm’
m#j m#j

0<m<n 0<m<n

ol
fn = w — (_1)’"@(”)
l—[ (h —m) n! m
h#m
0<h=<n
et \
(7).
[T @—m "
h#m
0<h<n

11 est immédiat que g, est un entier. D autre part n! f,, € Z[x], donc pLﬁJ fm €
Zp|x]. De plus le Lemme 5.4 implique que pour x = %, i, (b) fin est un entier. On

A
note D, = % (%) , on a alors pour tout entier A > 0 :
/i
(DL FD)y=j =800 — D ———
m#j Ofmgn(m - J)
et

DiGW=j =~ Y.

Y
m#j 0<m <n (m ])

On a donc montré que, pour tout A entier positif,

dy (DrGD))=j €Z et P{ﬁjdﬁ[ (DyF(D)y=j € Zplx]. (5.8)

De plus, pour x = %, d,fun(b) (D) F(1))=; est entier. Enfin les dérivées Dy (H
(1))1=; sont des polynomes de Z[x] de degré au plus 1, et pour x = %, b D,(H
(I))i=j est entier.

Grace a la formule de Leibniz, on a

A—1 (=l = X)nt1 . A
a7 = sz

= Z (Dvo (F))|l=j (DV1 (G))‘IZJ to (DUA_l (G))|l=j (DUA (H))

lI=j
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(ot la somme est sur les multi-indices v € NA*! tels que vg+---+vq4 = A—s),0n

déduit alors que pLFJ d,f_“ r](qq) (x) appartient a Z,[x] et que b d;l4 S (b) rJ(.?S) (x)
est un élément de Z. Le premier et le troisiéme point sont alors démontrés.

Pour le deuxieéme et le quatrieéme point, en utilisant les équations (5.1) et (5.6),
il suffit de montrer que

pLﬁJdr?_l d\4™! a1 (=l =X)uq1 . A
A—1)! (5) [m ChA T4 TP l_k+x:|l:j€ZP[X]
et, pour x = %,
diun® (AT 4 (Hl=Xupr 4
(A—1)! (&) [n! (=D (=1 +n)? U=h l—k+X}l=J‘ =
Ecrivons
A1 (1= X)n41 . A 1 B A—-1 i
! 7(_1)?(’1_[)(] =) 7l—k—|—x =FWUO)GWO H() (5.9
avec l
~ (=l = Xn+1, .
F) = —1
O="C Vit
n!
G() = i —1),
0] . =D
et

H() = (=1 +n)A9.
Gréce au résultat (5.8) sur G et comme D; (H (1))1=; est un entier, il suffit de mon-

a

trer que ptﬁjdﬁ‘Dk(ﬁ(l))U:j appartient & Z,[x] et que pour x = ¢, di1 1, ()
D;L(F(l))u;,- est entier. Or

Foy=-14 Y Y=Mn

miy M
0<m<n
avec
f _ (=m — X)py1 = (=1)" (=m — x)p11 (”)
(m — k + x) l—[ (h —m) n!im —k+x)

h#m

0<h=<n
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On voit donc que meJ fm est dans Z,[x], et que, d’aprés le Lemme 5.4, pour
X = %, dy ity (b) fm est entier. La formule

(DiFD)izj = —00— 3. _Im

A
m#j Ofmgn(m_J)

permet alors de conclure comme ci-dessus et les deuxieéme et quatrieme points sont
établis.

Corollaire 5.6. Si x est un nombre rationnel % alors b d;fpcn (b) S,gq) (x, &) est une

combinaison linéaire a coefficients dans Z.[£] de (d)s (x, 5_1))S€[1 41 ©t de 1.

Démonstration. On utilise le Corollaire 5.2 et la Proposition 5.5.
5.3. Propriétés asymptotiques des polynomes Ps(q) (x,2)
Proposition 5.7. Si x est un nombre complexe fixé, alors

limsup | P (x, £)[7 < 2471,

n—+00

Démonstration. Puisque

’

n
ECROTED P e
J=0

il nous suffit de majorer rj(.qx) (x).Orona

1
}"j(_qs)(x) = _/ Rr(lq)(Z)(Z+j +X)s_1dz (5.10)
’ 2mi \z+j+x|=%
! - (Zn+1 . B
= i ! 24 j+x) e (511
2mi |z+j+xl=4 (z+x);l‘(x+z+n)q( J ) ( )
On en déduit que
|r(_fl)(x)| < 2—S sup <n!A—l |(Z)I’l+1| ) ' (512)
o 1 |(z +x)A(x + 2z +n)|

lz+j+xI=53
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Soit m un entier positif tel que |x| + % <m,ona,pourztelque |z+ j+ x| = %,

n

|@ni1l =[] 1z +kI

k=0
n
=[Jlz+j+x—j—x+k (5.13)
k=0
< ]—[( +|x|+|k—J|>
5]_[(m+|k—j|)
=0

(@1l =< m_(m +D..m+ jHm+1D...om+n—j)<m+ pHlim+n— )l

Maintenant minorons

e
|G+l = []lz+k+x|
n—1
=[Tlz+j+x—j+k
k=0

Z

——+|k—]|'

En minorant par ‘|k—j| - %‘ > |k—j|—1silk—j| > 1,etpar ‘|k—j| - %‘ > %
sinon, on obtient, dans tous les cas

1
[(z 4+ x)n| > 8?j!(n - Dl (5.14)

En utilisant (5.13) et (5.14), on en déduit que

%— 3l_[(JJFk)(n—]ij)<8n 4+ m)2".
Enfin |
G+n+x)=c+x+j—j+ml? = 5.15)

29
On déduit en utilisant (5.13, 5.14) et (5.15) dans (5.12) que

A—1
n

[P0 @) = 275 gy ( ) :
: J
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Comme (;’) < 2", il en résulte que
|Ps(q)(x, %-)| < 2—S+L]+3A(n + m)2m+3A+12n(A—1).

On conclut donc

lim sup
n— 400

1
PO, )" =217,

Corollaire 5.8. Pour touts € [0, A], ona

1
lim sup - log ’b,u,, (b)dA PO (x, g)’
n n

log g (5.16)
<logh + ——+ A+ (A—-1)log2.
qg—1
qlb
5.4. Indépendance de formes linéaires
On considere les matrices
_ (@)
My, 2) = (P (. 2)) (5.17)
(¢.5)€l0,A]?
Y _ (9)
My, 2) = (P (x. ) (5.18)
qell,A],0<s<A,s#1
et on note
Qu(x,z) =detM,
Qu(x,2) = detMn.
Proposition 5.9. On a
Qu(x,2) = y2" T (g — DATD=2,A, (5.19)
ou y est un nombre rationnel non nul.
Proposition 5.10. On a, pour x # 0,
Qn(x, 1) #0. (5.20)

La preuve de ces deux propositions résultera des lemmes suivants.

Lemme 5.11. Le polynome Q,(x, z) est divisible par x4.
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Démonstration. En dérivant (5.4), on a

(A 7N (= ) A
(A—l)!(E) " DA Dt -V _)Z _l_x|z=j

sijel0,n—1],

d
ar;?f(X)= (—1)a~! (E)q_l 1Al (=1 = X)n+1 Xn: -1
(g— D! \d ' =Dy k=l=x],_,

k=0

sij=netqg >0,

0 sij=netqg=0.

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient, pour j € [0, n — 1],

(q) (—I)A A—1<A _ 1) (E)Alu
1) = (A — 1)!142:(:) u dl
1 (Kl =X)nt1 . d\" v 1
x (AT — —I)A:| (_) |: 7:|
|: (=DAm — 1)1 i=j dl ];)k -l —x =)

A—1
u @)
= uZ:()(_l) +1rj?u+1( )Z(k x)u—i—l

De méme, pour j = n,ona

+1..(q) .
(q)( ) = X(:)( D" nu+1(x)z(k EpRVES I >0,
u=
0 sig=0.

On en déduit que
@ - 1 = @
1 . A—u—1
dx]ﬂ( )—-2;(k_:j_x)4§%(—lﬂ+;73+gxxk—1;—x) !
k= u=

n 1 A—1
= Z(k_j—_x)AZ(—l)A_uVJ(-ﬁ,u(x)(k —Jj—x"
k=0 u=0

Les quantités que I’on dérive étant des polyndmes, les dérivées sont aussi des
polyndmes. On en déduit que, pour tout j € [0, n], pour tout k& € [0, n], le
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polynome Z‘:;Ol (—I)A_“rj(.f{ifu(x)(k — j — x)* est divisible par (k — j — x)4.

Cela implique que pour tout v € [0, A — 1], Y0_y (=DA~ri} _ (x)(k — j — x)"

est divisible par (k — j — x)"*! et donc que

1
(k_]—x)vZ( DAk — j = x)"

est un polyndéme qui s’annule en x = k — j.
Il en résulte en prenant k = j que pour tout j € [0,n]etv € [0, A — 1]

v

)
va u ]qA u(x)

u=0

est un polyndéme qui s’annule en x = 0.
Par linéarité, on obtient que, pour tout v € [0, A — 1]

v 1 v ( )
Z Pl @ 2)
u:O

u=0

est un polyndme en x s’annulant en x = 0.
Or, par multilinéarité sur les colonnes du déterminant (5.17), on obtient :

0 0 0 0
Py (x, z)Z LpO ,z>Z LpO 0 - PO o)

Qu(x,2) = : : .(5.21)

A=2
P (x, z)Z PAGDY = P;_‘i)z(x,z)---P;“(x,z)
u:()

Chaque colonne (exceptée la premiere) est un polyndme en x admettant x = 0
comme z€ro, on obtient donc que x = 0 est zéro d’ordre au moins A de €2, (x, z).
On conclut que x4 divise 2, (x, z).

Lemme 5.12. Le polynéme 2, (x, z) est de degré An — 1 en z.
Démonstration. En ajoutant a la premiere colonne du déterminant (5.17) les co-

lonnes suivantes multipliées par ¢ (x, %) on obtient :

SO x, 2) Pl(o)(x,z) Pf‘o)(x,z)
Qu(x,2) = : : . (5.22)
sV, P2 - PV (x,2)
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Les éléments de la premiere colonne sont exactement de degré —1 en z, car le

premier terme de la série S,EQ) (x, z) étant nul, on peut faire la somme a partir de k =
1, et on obtient ainsi une série formelle en %, de degré —1. Les autres colonnes sont
de degré au plus n en z grace a la Proposition 5.1. On en déduit que le déterminant
est de degré au plus An — 1 en z. La Proposition 5.1 nous montre que les éléments
surdiagonaux sont de degré inférieur ou égal an — 1 en z. On en déduit que dans le
développement du déterminant, tous les termes, autres que le produit des éléments
diagonaux, sont de degré en z strictement inférieur a An — 1. Mais les équations

(5.3) et (5.5) impliquent que Pq(q)(x, 7) est exactement de degré n en z. Le produit
des éléments diagonaux donne donc un élément de degré exactement An — 1. Le
degré en z de €2, (x, z) est donc exactement An — 1.

Lemme 5.13. Le polynéme 2, (x, z) est de degré au plus A en x.

Démonstration. Développons 1’expression (5.22) du déterminant €2,(x, z) par
rapport a la premiere colonne, on obtient

A
Qn(x.2) = Y (D157 (x, 2)Ag0(x. 2),
q=0

ou les Ay o(x, z) sont les déterminants extraits.
On a

+00
A0, DA ) = Y A Ao DR (k)27 (5.23)
k=0

Cela implique, pour f(x) > 0
(K)n+1
(x +l)p(x +k +n)

(K)n1 Agolx, 2)
(x+n)q xA(n+1)

x—AAq,o(x,z)Rfﬂ)(k)‘ =[x Ag0(x, 2) A

(5.24)

< n!Afl

La Proposition 5.1 permet de majorer le degré en x de A, o(x, z) par A(n + 1).

. . . Agox,z .
Cela implique que pour z fixé quelconque, avec |z] > 1, Lq00r.2) est bornée pour
plique que p q q CAGED p

NR(x) > 1. On a donc pour NR(x) > 1

A8 0, DR W = o (525)
ou K = K(z) est une constante indépendante x.

Le terme de droite de I’inégalité précédente étant le terme général d’une série
convergente pour |z| > 1, on en déduit que les termes de 1’équation (5.23) tendent
vers 0 quand % (x) tend vers 400 si g > 0 et restent bornés pour ¢ = 0. On en
conclut que le degré en x de €2, (x, z) est au plus A.
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Corollaire 5.14. Le polynéme Q2,(x, z) est de la forme
21 0(),
ot Q(z) un polynoéme de degré An — 1.
Démonstration. Cela résulte des Lemmes 5.11, 5.12 et 5.13.

Lemme 5.15. Le polynéme Q2,(x, z) est divisible par s

Démonstration. Du Corollaire 5.14, on déduit

0@ =x""Q(x,2)=_lim x*Q,(x,2),

N(x)—>—+o0

A
0@ =3 (=17 lim 4500, Ay 0(x, 2).
q=0 '

Le résultat (5.25) nous permet de conclure que pour |z| > 1, on a

0@) = lim x 48O, 2)A00(x, 2).

R(x)—>+o0

On a de plus

k)n
lim  x*$O0(x,2) = lim vA]Z()Hx -

R (x)— +00 R(x)— +o00 (k + x)A
= ntA7! j{j(k)n+1z*k
k=0
Orpour |[Z| < 1,0na
400 +1 +00 n+1 n
da" d z
k k+n __
;)(k)”“z =Lz ,;Z =LaT=Z
dn+1
=7Z——F——— = nD'—
dzn+l1 -7 (n+1) (1— Z)n+2

Donc pour |z| > 1,

A (n+ 1) "+
lim xS0, )= —— "= .
R(x)—>+00 n (%:2) (z — DHn+2

213

(5.26)



214 PIERRE BEL

Le fait que A g soit un polyndme en x et z de degré au plus A(n + 1) en x permet
d’obtenir que

lim x0T AGo(x, 2) (5.27)
N(x)—~+00
est un polynéme M (z).
Onadonc Q(z) = M(z)% et il en résulte que 2" divise 0(z).

Lemme 5.16. Le polynéme 2,(x, z) est divisible par (z — 1)(A=Dn=2,

Démonstration. Pour z € C\] — 00, 0], on pose z~/ = e 1°2% o1 log 7 est la

détermination du logarithme de z de partie imaginaire comprise entre —m et 7.
Considérons I'intégrale

1

I () = — / R 1)z,
2mi [t+x|=n+1

qui définit une fonction holomorphe pour z € C\] — oo, 0].
La ordre du zéro en 1 de 1,5‘” ()
Par dérivation sous le signe somme, on obtient

korEQ)( ) (—l)k
7) =
dzk

. f RO () (1 .
270 Jipx)=nt1

On remarque que
deg, RO () )k =n+1+k—An—gq.

Or I'intégrale d’une fonction rationnelle de degré inférieur ou égal a —2 est nulle
sur un lacet d’indice 1 par rapport a chacun de ses pdles. Cela implique que, si

k<(A—Dn+q -3,
ona

dk Jéq )
dzk

() =0. (5.28)
On déduit de (5.28) que

J\D 7= (A=Dn=4+2 gt une fonction holomorphe sur C\] — 00, 0].  (5.29)
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Lien avec 2, (x, 2)

La formule des résidus nous donne

n
3" @) =Y Resi—jx) (R'Sq)(’ ) Z_t) '

j=0

o0 k Nk k
et logz _ e(x+j) logzz(—l) t+x+)) (logz) )

= k!

En utilisant les mémes notations que pour la Proposition 5.1, on obtient

_])s—l () logZ(logZ)S—l
(q) - (@)
Resji=—j—x) (an )z ’) Z K4S (s — D! '

On en déduit

n_A _1ys—1 ,(x+j)logz s—1
@, _ @, =D e (logz)
o= JZZOZYJJ“‘ ) G- - 00
@ gz o (@) (=1 '(logz)*!
@) = 8y PP (x, 2) P (5.31)

Dans (5.17), en ajoutant a la deuxieme colonne les suivantes multipliées respective-

(="' (log2)*"!

oD , on obtient

ment par

P (x.2) e 1210y PO(x,2) - PP(x,2)
Qu(x,2) = . (5.32)
Py (x,2) e 0211V @) PV (x,2) - PV (x,2)
En vertu de (5.28), les fonctions Jn(q)(z) ont un zéro en z = 1 d’ordre au moins
(A — 1)n — 2, cela nous permet de conclure que (z — DHA=Dn=2 divise Q,(x, 2).

Démonstration de la Proposition 5.9. Les Lemmes 5.15 et 5.16 et le Corollaire
5.14 permettent de conclure.

Démonstration de la Proposition 5.10. En utilisant la Proposition 5.9, on a

. Qp(x,2) A
e = nA-Dn2 TV

De plus grace a (5.28), on a, pour g > 1,

NASHES!

e a2 =0
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Par ailleurs, (5.32) donne

0
WAE: p©

0) —x log
Py (x,z) e Z(Z_ H@A-Dn—2"2

x,2) ---POx,2)
Q(x, 2)

(z — 1)(A—1)n—2_

I @)

(A) —xlogz
Py (x,2) e (z — 1)(A—Dn—=2

A A
PN, 2) - PP, 2)

On en déduit en développant par rapport a la deuxieme colonne et par passage a la
limiteenz = 1

7xlong(0)
A _ _’“ . e n (X, Z)
vyt =0 1);1_1311 (z — HA=Dn=2"

On peut alors conclure en utilisant (5.29).

5.5. Passage du cas complexe au cas p-adique et démonstration
des Théoremes 3.4 et 3.5

Pour s complexe tel que N(s) > 1, et x réel positif, on pose

1 b=l ny
T(s,x)= KZS_% (s, xh )
=0

Pour 2 > 1, comme la fonction s — £ (s, XTH) peut étre prolongée en une fonction

holomorphe sur C \ {1} admettant le point 1 pdle simple d’ordre 1 et de résidu 1,
si h > 1, la fonction s —— T (s, x) peut donc étre prolongée en une fonction
holomorphe sur C. Pour 2 = 1, on fixe T(1, x) = 0.

Pour un nombre p-adique x, tel que |x|, > g, et s un entier strictement positif,

on pose
x+\7
il h ; xX+j
Tp(s,x) =y —————&7g, (s, ) sios>1 (533)
— X+ - h
Jj=0 hs J
h
et

X+7J

h—1
T,(1 x):lling_jg' s sih>1=0 si h=1. (534)
pAe hs—)lj:() p ’

Comme x|, > gp,onaw((x + j)/h) = w(x/h), et par suite :

1—s
Ty(s,x) = h—lsw (%) T, (s, x). (5.35)
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Proposition 5.17. Soit x = § un rationnel, tel que |x|, > q, et soit A un entier

supérieur ou égal a 2.
Alors la dimension 1t de I'espace vectoriel engendré sur Q&) par la famille

{1, (Tp (s, x))se[l’A]} vérifie
- K, : Qpl Alog|x]|,

T
= o
o) ogp + Zﬂ LA+ (A-Dlog2
qlb

Dans la suite, on ne précisera pas de maniere systématique si on traite 4 = 1 ou
h > 1. Dans le cas h = 1, la Proposition 5.1 permet d’omettre s = 1 pour z = 1.
Les lemmes suivants sont donc indépendants du cas traité, si cela n’est pas indiqué.

Lemme 5.18. Soient s réel, s > 1, et x réel, x > 0. On a pour tout entier k > 0

T _ 1 - —1 ll—skil - )hj—lBj - —I Hl=s—i
(s,x)—m;s (x+1) j;(l._] 7;5 (x+1)

+ Oy 400 (x—s—k—i-l)

et pour h > 1
T(l,x):—zz.é log<1+;>
1)/ B;
+Zh1 1= ) JZs X4+D7 + 0 yoox 7).

Démonstration. Le cas s > 1 est une application immédiate de 1’équation (2.1).
Le cas s = 1 résulte de 1’équation (2.2), car on peut écrire, pour & > 1,

1 x+1 1
T(s,x):h—sgf ({(s, A )—s_l).

Lemme 5.19. Soient p un nombre premier, s un entier plus grand que 1 et x un
élément de Q,, tel que |x|, > qp. Ona

(5.36)
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et pour h > 1

1= l
Tp(l.x) =~ & 'log, (1 + ;>
=1

+00
I lj B'Zé (x+D7.
=1

1=

(5.37)

Démonstration. Le cas s > 1 est une conséquence directe de 1’équation (2.3).
Pour le cas s = 1 et 4 > 1, en utilisant I’équation (2.4), on obtient :

h—1
x+1
li - ,
lim > ¢ §”<s I )

=0

e B ) )

Comme |x|p > gp,alorspour 1 </ <h—1,ona

() -+(:5)

(5.38)

On conclut que

x+1
h—1 7
3t () = 5o, |
1=0 w (E

Proposition 5.20. Soit x = 7 (a et b premiers entre eux) un nombre rationnel, tel
que |x|p > p, si on note

s=1

A
U (x) = by (b) d;! (Péq)(x, §)+ Y P, 6) Ty, x)) :
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ona

1
limsup — log |UN (x)|, < —Alog [x] .
n n

On va démontrer la Proposition 5.20 en plusieurs étapes.
On pose

A
09 (x) = dif (Po(q)(x, )+ ) P T, x>> :

s=1
On considére de plus les séries formelles de Laurent dans K((1/ X)) (o K = Q(£))

I S s (s, B 1—s—j
@(s,X)=m;s (X+1) —Z(}._Jkl 7;; (X+n'=)

j=1

pour s entier, s > 1, et si

1Al l
O, X) = — > &log (1 + §)
l_

+00
+ZhJ (1B ]Z{? X+~ pour h > 1
= J

=0 pour h=1.

On voit que O(s, X) est de degré au plus —s. On note ai s les coefficients de
O, X) :

+00
O, X) =Y ar X"
k=0

(donc ay s = 0 pour k < s), et les sommes partielles :

K
Ok(s. X) = ) axsX .

Lemme 5.21. Pour x réel tendant vers +00, on a
T(s,x) = Og_1(s,x) + 0(x~ ")

pour tout entier positif K, alors que pour x € Q,, avec |x| = g, la série O(s, x)
est convergente dans K, et

O(s, x) = Ty(s, x).
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Démonstration. Dans le cas complexe, cela résulte immédiatement du Lemme
5.18. Pour le cas p-adique, au vu du Lemme 5.19, il suffit de montrer qu’il est
1égitime de spécialiser. Le développement par la formule du bin6me de

+00 :
(x+ D157 = xl=s=J Z (1 T J)l’”x_m
m=0 m

est convergent puisque |x|, > g, et pour s entier différent de 1, on doit montrer

que
+

00 —s . B ) 15
Z( l)hf_l—,](x—l-l)l_s_«’ :x_SZc,x_’
j— J ;

j=1 =0

-5 1—s—j\,; B;
S N 0 G
m=0, j= ot j—1=r M 71 m J
Or cela découle aussitot du fait que la série double
Z ( —S )(1_s_j)hj—llmﬂxl—s—j—m
jetm=o M 1 mn J
est convergente, puisque, d’apres Clausen-von Staudt :

—s l—s— hj—llmﬁxl—s—j—m
Jj—1 m J

qui tend vers O pour j ou m tendant vers +co. Pour s = 1, la démonstration est
analogue.

avec

2—s—j—m

<Jjp
p

Lemme 5.22. Soit x un nombre p-adique, tel que |x|, > q,, ona
~ (@) +00
U, (x) = Z uZx_k
k=0
ou (uy) est une suite d’éléments de K indépendants de x, vérifiant
up =0
pour toutk < A(n — 1) — 3.

Démonstration. On utilise le Lemme 5.21. Comme les polyndmes Ps(x, z) sont
de degré au plus n + 1 en x, cela implique que la série formelle dans K((1/X))

A +00
V(X)) =d} (P (X, 6)+ Y PRVX. 506, X)) = Y upx
s=1 k=—n
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nous fournit pour x réel positif le développement asymptotique
. K—1
4}, &) =Y upx ¥+ 0675,
k=—n
alors qu’au sens p-adique, pour x € Q, tel que |x| > ¢,,ona
U9 (x) = Z uZx_k.
k=—n

Le Corollaire 5.2 assure que
U5 (x) = 050 o (xAMT1H370) (5.39)

L’unicité du développement limité montre donc que uy = 0sik < A(n — 1) — 3.

Lemme 5.23. Les termes uj vérifient

wp| < EEndl g
“Ip =,

Démonstration. On a dans le corps des séries de Laurent Q((1/X))
) ST —j +00 —j )
X+ =x -m _ —m—j
e =xt Y (=30 ()
m=0 m=0

et
1 +00 (_1)m+1
1 1+—=)= — X"
og< +X) >

On peut expliciter le terme général de ® (s, X) en écrivant, pour s > 1,

“+00
@(S,X)Z%Z ( )ZE llle —s—m

m=1

i::< )h” 1}1255 Z( ;_j)lmxl—S—j—m

(5.40)

donc

+00
O, X) =Y ars X",
k=s
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avec, pour k > s :

1 l1k—s+1
W = h(k—s—i-l)( )Zsl
k—s+1 .
_ J=12J s —5=J lk—j s+l
O ) RS Doty

De méme, sih > 1. (Lecass = 1 et h = 1 est direct.)

(5.41)

+00
O X) =Y a X",

k=1

avec

1 L\ Al .
a1 DA 1) ZS llk-l-Z( D/h! <k ]'>Zgllkj' (5:42)
—J/ =0

On rappelle que la valuation p-adique d’un nombre de Bernoulli est supérieure ou
égale a —1, par le Théoreme de Clausen-von Staudt (cf. [4] pour une démonstration)
et que pour tout entier n strictement positif et tout entier positif i, (7") = (=1)
("+;_1) est un entier. Les expressions (5.41) et (5.42) nous donnent donc immédia-
tement, pour s entier, s > 1,

k

|ak,s|p = WP

La Proposition 5.1 et la Proposition 5.5 assurent que les polyndmes d,f Px(q)(X ,2)

sont de degré en X au plus n + 1 et ont des coefficients majorés par p7-1 en valeur
absolue p-adique.
On en déduit, en considérant la série formelle

A +00
Vil (X) = dr PP (X.6)+ Y PP X606, X)) = Y upx Tk,
s=1 k=—n
que
n k +n+ 1 o4
], < SR e,
P |hl,
Lemme 5.24. On a
fim sup — log’U(q)(x)‘ 08P (A —1)10g 1%, .

—1

n—+oo N
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Démonstration. En utilisant le Lemme 5.22, on a

O0@| = s ], e
p k>(A—1)n-3

En utilisant le Lemme 5.23, on en déduit que

- k 1 _a_

U,Eq)(x)‘ < sup +n+ =T +1 |x|;k
P k=a-bn-3 Al

U,E‘f)u)‘ <M sup  (ktn+)pr it
P k>(A—1)n—3

avec M une constante indépendante de n. La décroissance du terme de droite nous
permet alors de conclure que, pour n suffisamment grand, on a

057 00| = M (An = 2) prt ! ] (A-Dn
p

On peut donc conclure.
Démonstration de la Proposition 5.20. Comme x = % et |x|, > gp,onalbl, =

|x|;1. Il en résulte que
|//Ln(b)|p = |x|;n p_[m]
On en déduit

1 log p
11’£n;10gllin(b)|p = _10g|x|p - p— 1'

(5.43)

En utilisant le Lemme 5.24 et 1’égalité (5.43), on conclut

log
A 1>log|x|,,)

log p
—1 — = —Al .
+( og x|, p—l) og |xl,

: 1 @
limsup —log |U,"" (x)| <
n n 14

Démonstration de la Proposition 5.17. La Proposition 5.5 prouve que les coeffi-

cients des combinaisons linéaires U,(,q)(x) enl, .., T)(s, x), sont des éléments de
O(K). Pour & > 1, la Proposition 5.9 donne I’indépendance des formes linéaires

(v

I’indépendance des formes linéaires (U,gq)(x))

AJen (1, (Ty(s, x))ser1,47)- Pour h = 1, la Proposition 5.10 donne

s€(0,
en (1, (Tp(s, x))sep2,41)- Le
se[l,A]

Corollaire 5.8 donne une majoration de la valeur absolue aux places infinies des
coefficients, ce qui permet de prendre

I
c:logb+2%+A+(A—l)log2.
qlb
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La Proposition 5.20 nous donne une majoration de la valeur absolue p-adique des
formes linéaires. On prend
p = Alog|x|,.

On peut donc appliquer le critere d’indépendance linéaire du Lemme 4.1 et comme
[Q(&) : Q] = ¢(h), la Proposition est démontrée.

Démonstration du Théoreme 3.4. Le Théoréme 3.4 repose sur la Proposition 5.17
et le fait que [Q(x) : Q)] = ZEZ;

Démonstration du Théoreme 3.1. C’estle cas i = 1 du Théoreme 3.4.

Démonstration du Théoreme 3.5.  Appliquons la Proposition 5.17 a x = % et
h = 2. On remarque alors que pour p > 2, 0n a

2 .\ 1=
»tJ
2 1

2 1= 2s
o (2
2
2 1 1 p+2>>
Ty (s, =) == =)= (s =)
(+3) =5 (o (5) o (5

On a de plus, pour p > 2,

Cela implique

Alog |—
hT Io —
P g p+ 2L LA (A = 1)log2
p—1 (5.44)
Al
= lim —_~Er = A.
2 °°10gp+ipl+A+(A—1)1og2
p —_—
Pour p suffisament grand, on a donc
2
Alog |—
Plp
oz p >A-—1. (5.45)

logp+—1+A+(A—1)log2
p—
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On en déduit que pour p suffisamment grand, 1’espace vectoriel engendré par

(((2)..)

est de dimension au moins A.
Calculons une borne explicite, I’inéquation par rapport a A

Alog p

1%p+—§%+A+m—nmy
P

>A—1. (5.46)

admet [0, X[ comme ensemble de solutions positives, avec X solution positive de

044%2n?+<—§3—2mgm )x—( P
p p—

On remarque que

2
log p log p log p
1 +1log?2 _— —2log(2) — 1 —_—
(1+log )(Vl—kng) +<p-—1 0g(2) 1+ log2
—< P 10gp—10g2>
p—1
log p logp
= —2log(2) — 1
p—1 1 +log2 (5.47)
1
—< logp log2>
P =
log p 1ogp
= —2log(2) — 1 -1
p—1 1 +log?2

—log2 — 1.

1logp —log2) =0.

Pour p > 5, ( —2log(2) — ) ( lfﬁ)’g’z - 1) a une valeur négative. On

en déduit que, pour tout nombre premier, (5.47) est négative et donc que si A <

/1 v s . L
1fﬁ,§2, alors I’inéquation (5.46) est vérifiée.
Le Théoréme 3.5 est donc démontré.
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Démonstration du Théoreme 3.2.  Appliquons la Proposition 5.17 a x = % et

h = 1. On remarque alors que pour p > 2, 0na

G

Cela implique, pour s > 1

De plus, on a

1
Alog |—
hT Io :
P ogp+ —22 L A4 (A—1)log2
p—1 (5.48)
Al
= lim D EL = A.
P °°1ogp+ipl+A+(A—1)1og2
p—
Pour p suffisament grand, on a donc
Alog |—
p [—
Tog p >A-—1 (5.49)

10gp+—1+A+(A—1)log2
p—

On en déduit que pour p suffisamment grand, I’espace vectoriel engendré par

()

est de dimension au moins A.
Comme T, (1, %) = 0, on peut conclure et le calcul de la borne est exactement
le méme que pour le Théoreme 3.5.
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