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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 

par 

Luc ILLUSIE 

(Orsay *) 

Soient k un corps parfait de caractéristique p ) 0 , W = W(k) 

l'anneau des vecteurs de Witt de k . Depuis le travail fondamental 

de Berthelot [3], on sait que la cohomologie cristall ine est une 

bonne cohomologie p-adique pour les schémas propres et lisses sur 

k , bien que le formali sme dont on dispose pour le moment ne soit pas 

aussi souple que son analogue £-adique ( 2, j4 p ) . Toutefois, si X est 

un schéma propre et lisse sur k , les "mauvaises" cohomologies 

p-adiques étudiées avant l'introduction de la cohomologie cr is ta l ­

line, notamment la cohomologie de de Rham H^_.(X/k), la cohomologie de 
Uri -x- * 

Hodge H ( X , ^ ^ ) , la cohomologie de X à valeurs dans le faisceau 
des vecteurs de Witt H (X̂ WÔ ) (Serre [28]), la cohomologie étale 

* * n H (X/Z ) = l i m H (X,Z/p ), la cohomologie plate 

H (X,^ (1)) = lim H (X,u ) reflètent des propriétés géométriques P pn 

intéressantes de X . Jusqu'à une date récente, les relations entre la 

Equipe de recherche associée au CNRS n° 653. 
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L. ILLUSIE 

cohomologie cristal l ine H (X/W) et ces diverses cohomologies étaient 

restées assez mystérieuses, excepté quelques résultats partiels, dont 

le plus frappant est sans doute le remarquable théorème de Mazur-Ogus 

[18], [ l9] , [24], déterminant (sous certaines hypothèses, voir 5.1.1) 

la f i l tration de Hodge de H (X/k) en termes de l'opération de 

Frobenius sur H (X/W). Avec le travail de Bloch [7], un progrès déci­

sif a été accompli : Bloch montre en effet que, pour p ) 2 et X 

propre et l isse de dimension ( p , H (X/W) est 1'hypercohomologie 

d'un complexe C* de faisceaux de W-modules sur le site zariskien 
X de X , fonctoriellement attaché à X , et qui apparaît comme un raf­

finement commun de l'anneau des vecteurs de Witt WO et ^u complexe 

de de Rham ^Kr/^ 1 cela lui permet de relier H (X/W), par des suites 

exactes et suites spectrales naturelles, aux cohomologies citées plus 

haut. La théorie de Bloch est malheureusement limitée, dans la défini­

tion même de C* , par les hypothèses p ) 2 et dim(X) ( p . Nous nous x 
proposons ici de montrer comment on peut se débarrasser de ces res­

trictions et développer une théorie analogue à celle de Bloch pour 

tous les schémas propres et lisses sur k . Le complexe C* est rem-

placé par un complexe similaire Wfl£. / le "complexe de de Rham-Witt" 

de X , défini pour tout schéma X sur k , et qui s'identi fie cano­

niquement à C* pour p ) 2 et X lisse de dimension ( p . L'idée de x 
la construction est due à Deligne [9], inspirée par le travail de 

Lubkin [ l7 ] . La définition de WQ̂. , à la différence de celle de Ĉ . , 

ne fait aucun usage de K-théorie : tout repose sur des techniques 

standard de calcul différentiel, où, naturellement, l'opération de 

Cartier joue un rôle important. 

Nous nous bornerons ici a résumer les principaux résultats de la 

théorie, en indiquant les grandes lignes des démonstrations. Nous 

renvoyons le lecteur à [ i l ] pour une rédaction détaillée. 
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 

0. Notations. 

La le t t re p désigne un nombre premier fixé. 

Si L est un faisceau, la notation x^L signifie que x est 

une section locale de L . 

Si A est un faisceau d'anneaux de caractéristique p , on note 

W(A) (OU WA) le faisceau des vecteurs de Witt sur A , et, pour 

n ^ 1 , W (A) (OU tJ A) le faisceau des vecteurs de longueur n ; n n 
pour n entier i 0 , on Dose W A = 0 . Pour x c- A , on note ^ -
x = ( x , 0 , . . . , 0 , . . . ) € W(A) le représentant de Teïchmuller de x , et 

X(n ou s-imPlement x son image dans wnA pour n )/ 1 . 

Les algèbres différentielles graduées considérées (en abrégé, 

adg) seront supposées à degrés )/ 0 et strictement anti-commutatives 

( i . e . telles que les éléments de degré impair soient de carré nul). 

Si A est un anneau (commutatif), le foncteur associant à toute 

A-adg sa composante de degré zéro admet pour adjoint à gauche le 

foncteur complexe de de Rham B H> ^Q/J^ • 0n écrira ^ pour Wg;• 

1. Définition du complexe de de Rham-Witt. 

1.1 Soit X un topos. Appelons V-pro-complexe de DR 

(= de Rham) de X la donnée d'un système projectif 

M. = ( (M ) Cr7r , R : M , , -» M ) de Z'-adg de X et d'une famille n n^ïï n+1 n ^ 
d'applications additives (V:MJ' ~* M",-). ^_ telles que RV = VR , ^ n n+1 i(ntZ x 
vérifiant les conditions (VI) à (V3) ci-après : 

(VI) M= 0 pour n^ 0 ; M° est une F^-algèbre ; pour 

n > 1 , M° = W (M°), et RsWn+1(Mi) W wn(Mi) (resp. 

V : W (M°) -> Wn+̂ (M°)) est la flèche habituelle de restriction 

(resp. décalage) ; 

(V2) V(xdy) = (Vx)dVy quels que soient x £ M , y£ M , 

i , j , n £ z ; 
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L. ILLUSIE 

(V3) (Vy)dx = V(xP_1y)dVx quels que soient x^M° , y^M°, 

n )/ 1 . Les V-pro-complexes de DR de X forment de manière naturelle 

une catégorie, et i l n'est pas difficile de démontrer que le foncteur 

d'oubli associant à chaque V-pro-complexe M. la IF^-algèbre 

possède un adjoint à gauche A W.i^ . Si A est une IF^-algèbre de 

X , on appelle pro-complexe de DR-Witt (resp. complexe de DR-Witt) de 

A le V-pro-complexe de DR W.f̂  (resp. le complexe 

Wo = lim Wn^) . La propriété universelle de W.Ô  entraîne que le 

morphisme de systèmes projectifs d'adg 

( 1 . 1 . 1 ) ff. : <̂ _A "» W.0¿ 

prolongeant l ' ident i té de W.A est surjectif. En particulier, les 

flèches de transition W . 1H" -» w (dites aussi, projections cano-

niques) sont surjectives. De plus, TT ^ : f2̂  —• ̂ l^A GSt Un ŝomorP̂ i:i-sme ' 

par lequel on identifiera dans la suite W 0 à Cl^ . 

1.2 Par définition, W.Ĥ  dépend fonctoriellement de la 

F^-algèbre A . En particulier, 1'endomorphisme de Frobenius de A 

induit un endomorphisme de W.Ĥ  (resp. W^) qu'on notera F . Un 

fait remarquable est que F est canoniquement divisible par pJ" en 

degré i , plus précisément on a le résultat suivant : 

Théorème 1.2.1. L'homomorphisme de systèmes projectifs d'anneaux 

W.A W._̂ A / composé du Frobenius et de la restriction, se prolonge  

de manière unique en un homomorphisme de systèmes projectifs d'alge­

bres graduées F : W.Ĥ  ~> W.^ÍV tel que : 

(i) Fdx/ = X/>""11dx/ 1 pour tout x^A et tout n )/2 , -(n -\(n-l -\<n-l ^ 
(ii) FdV = d : W A W ¿ pour tout n >, 1 . 

n n A ^ 
Pour tout n et tout i , on a un carré commutâtif 
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 

(1.2.1.1) 

w Q3: 
n A 

F 
W 

n A 

W 
n A 

ww w 1 rit , 
n-1 A 

où la flèche verticale de droite est la projection canonique. De plus, 

les opérateurs F et V vérifient le formulaire suivant : 

(1.2.1.2) FV = VF = p , FdV = d , dF = pFd , Vd = pdV , 

xVy = V(Fx.y) quels que soient x 6 W 0? - , y G W , & . n A 1 n-1 A 

Par passage à la limite, les homomorphismes F : W 0; -> W M' 
n A n-1 A définissent un homomorphisme d'algèbres graduées F : -> VjQ^ véri­

fiant avec V un formulaire analogue à 1.2.1.2 et tel que F = p^F 

en degré i . 

1.3 Soit k une ^-algèbre parfaite de X ( i .e . dont le 

Frobenius est un automorphisme). Alors on a W.Ĥ  = W.(k), i . e . 

W.Q̂ . = 0 pour i ) 0 . Si A est une k-algèbre, les W(k) sont donc 

de manière naturelle des W (k)-adg ; la différentielle d est 

(k)-linéaire, tandis que F (resp. V) est a (resp. cr 1)-linéaire, 

où cr est 1'automorphisme de Frobenius de W(k). Si k' est une 

extension parfaite de k , la flèche naturelle 

A W.(k) W. (k' ) » w.O; 
A 

5]V 

est un isomorphisme, transformant F̂ >a (resp. V13 cr ) en F 

(resp. V). 

1.4 Si X = (X,0 ) est un topos annelé en F -algèbres, le pro--X p 
complexe de DR-Witt (resp. complexe de DR-Witt) de 0^ sera noté 

W.Q .̂ (resp. Wf2̂) et dit pro-complexe de DR-Witt (resp. complexe de  

DR-Witt) de X . Si f : X -» Y est un morphisme de topos annelés en 

IFp-algèbres, on a des flèches naturelles de systèmes projecti.fs d1 adg 
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L. ILLUSIE 

(1.4.1) o^Ô =iis^ (x)/W (s) • dsqfd Whq 

adjointes l'une de l 'autre, et compatibles à F et V . Si 

f "*"0 = 0 , la seconde flèche 1.4.1 est un isomorphisme. En parti eu-- Y — X 
l ier , si x est un point de X , on a (W.H* ) W.H* 

x x 2 x , x 
Soit X un [F^-schéma. Alors, pour tout n )/ 1 t l'espace annelê 

(X,W 0 ) est un schéma, extension infinitésimale de X . Les asser-

tions suivantes sont faciles : 

Proposition 1.4.2. a) Si X est un IF -schéma, les W Ç\R sont 

des faisceaux quasi-cohérents sur (X) ; pour tout ouvert affine 

U = Spec(A), on a r(U,W fl^) = w ^ . 

b) S_i f : X ~* Y est un morphisme étale de F^-schémas, 

alors, pour tout n >/1 , Wn(f) : W (X) ~> wn(y) est étale, et les flè­

ches canoniques W ( f ) ŴQ̂. wn̂ x sont des isomorphismes. 

1.5 Soient S un schéma parfait de car. p , et X un 

S-schéma. Posons 

o^Ô =i is^ (x)/W (s) • 
-X n n 

L1homomorphisme 1.1.1 définit, par passage à la limite, un homomor-

phi sme de W(0g)-adg 

(1.5.1) o^Ô =iis 

Notons T l ' idéal différentiel gradué de Wqkq formé des éléments de 
—X 

p-torsion. Notons d'autre part N l ' idéal différentiel gradué formé 

des éléments annulés par une puissance de F , où F est 1'endomor-

phisme de ®\JQ induit par le Frobenius (absolu) de X . Le résultat 
—X 

suivant, qui ne servira pas dans la suite, fait le lien avec la thé­

orie de Lubkin [ l7] . 
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 

Théorème 1.5.2. Si X est lisse sur S , on a T~ = N" , et 
1.5.1 induit un isomorphisme ^jç/^* WQ̂. . 

1.6 Supposons p ) 2 . Soient k un corps parfait de car. p , 

et X un schéma lisse sur k , de dimension ( p . Alors le complexe 

de DR-Witt de X s'identifie canoniquement au complexe des courbes 

typiques C" défini par Bloch dans [7]. Plus précisément, on a le 

résultat suivant : 

Théorème 1.6.1. Pour tout n )/ 1 , 1 ' homomorphisme canonique ( [ 7 ] 

II 6.3.4 et III proof of 2.1) 0 -» C\̂ . se factorise à travers ïï 

(1.1.1) en un isomorphisme W 0 -linéaire en chaque degré et compati-

ble à d 

u : 77 Q* ^ C* . 

Les un forment un isomorphisme de systèmes project^fs, compatible à 

F et V . 

Ce résultat résout affirmativement la question de Bloch ([7] IV 

Problem 1). 

Par passage à la limite, les un définissent un isomorphisme de 

complexes 

(1.6.2) u : Wth ^ Ĉ  , 

W(0 )-linéaire en chaque degré, et compatible à F et V . Avec les —x 
notations de Bloch [7], t désignant une indéterminée et E(t) l 'ex­

ponentielle d'Artin-Hasse, on a 

(1.6.3) u(Vnx d logy1. . .d logy. = (-1 ) " ( 1+1} /2{ E ( x t ^ ) , Yl, . . . , y±} , 

quels que soient n £ N , x £ 0 , y , . . . , y. € 0 , avec d log y. = y. dy. . 

89 



L. ILLUSIE 

1.7 L'ingrédient essentiel de la démonstration de 1.2.1 est la 

construction suivante, due à Deligne. Soient k un anneau parfait de 

car. p , W = W(k) , K = W&> (D • Soit n un entier >/ 1 , considé­
ra p 

rons les anneaux A = k t ï ^ , . . . , T j , B = W[Ti,...,T^] , 

c = U K[T̂  R TP R] 
r > 0 1 n 

. Toute forme x £ ̂ Ç/K s ' écrit ^e manière 

uni que 
x = ) \ a. . (T)dlogT. . . .d logT. 

l ( i ^ ( . . . ( i ^ n "1""* m "1 m 
1 m où a. . (T) ê C est un polynôme, à coefficients dans K , en les 

1 * * * " m 
T? , divisible par (T. . . .T. ) P pour un s )/0 . On dit que x 

1 ~1 3"m 
est entière si les â  Wh. sont à coefficients dans W . On note 

(ou E) le sous-complexe de ^Ç/Y. ^ o r m ^ d e s formes entières x 

telles que dx soit entière. E est une sous-W-adg de £̂/K ' CON~" 
tenant • L ' automorphisme cr-linéai re F de C défini par 

F(T? ) = T? se prolonge de manière unique en un automorphisme F 

decw ' QUI laisse stable E . L ' endomorphisme V = pF 1 de ^Q/R 

laisse également stable E , et les opérateurs F et V sur E 

vérifient un formulaire analogue à 1.2.1.2 : 

(1.7.1) FV = VF = p , FdV=d , dF = pFd , Vd = pdV , xVy = V(Fx.y) , 

V(xdy) = (Vx)dVy , quels que soient x£ Ê  , y € . 

On vérifie que 1'homomorphisme de W-algèbres B -» W(A) envoyant TV 

sur TV se prolonge de manière unique en un homomorphisme de 

W-algèbres E° -» W(A) compatible à V , qui i.nduit, pour tout r 1 , 

un isomorphisme 

(1.7.2) E°/VrE° ^ W(A)/VrW(A) = W (A) . 

Posons, pour tout r )/0 et tout i , 

(1.7.3) F i l ^ 1 = V rE I +dV r E 1 _ 1 . 
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COMPLEXE DE DE RHAM-WLTT 

Pour r fixé, les Fil E forment un idéal différent.?.el gradue 

FiirE de E . On a Fil°E = E ^ Fil^E =). . FiirE =). . . , d'où un système 

projectif de W-adg Ê  = E/FilrE . D'autre part, d'après 1.7.1 , on a 
r r+1 

V(Fil E) c: Fil E , de sorte que V induit des homomorphismes addi­
t i fs V : E -» E f1 .Le résultat suivant est la clef de la théorie : 

r r+1 
Théorème 1.7.4 (Deligne [9]). Le système projectif E. , muni 

des opérateurs V : E -* E . . , et où E° est identifié à W (A) par ^ r r+1 r r ^— 
1.7.2 , est un V-pro-complexe de DR (1.1) et la flèche canonique 

(1.7.4.1) w.n; -> E. 
A 

prolongeant 1'identité de A est un isomorphisme. 

La démonstration repose sur une étude assez fine de la structure 

de E . On note que E est muni d'une graduation naturelle de type 

[NLl/p]n pour laquelle d est homogène de degré 0 : une forme en­

tière x£ Em est dite homogène de degré h si les a. ^ , dans 

l 'écriture de x donnée plus haut, sont homogènes de degré h . On 

montre que les composantes homogènes des Em sont libres de type 

fini sur W , et 1'on en exhibe des bases. On définit alors une flèche 

inverse de 1.7.4.1 en envoyant ces éléments de base sur certains élé­

ments de W.Ĥ  . 

Dans 1.2.1 , l 'unicité de F est immédiate ; l'existence néces­

site la vérification de certaines identités : on se ramène au cas où 

X est le topos ponctuel et A l'anneau (F^[T^ , . . . , T^] , et, grâce à 

1.7.4.1 , la vérification peut se faire alors dans E. , où elle est 

t r iviale . 

D'après 1.7.1, on a F(Fil E)c Fil E , donc F induit des 

homomorphismes d'algèbres graduées F : E^+1 -» Ê  . I l est facile de 

voir que 1'isomorphisme 1.7.4.1 est compatible à F . 
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L. ILLUSIE 

Les démonstrations de 1.5.2 et 1.6.1 uti l isent, outre 1.7.4, des 

propriétés de la fi l tration canonique décrite au n° 2 . 

1.8 Exemple. On déduit de 1.7.4 la description suivante du com­

plexe de DR-Witt de F [T] : W(F fT]) est l'ensemble des séries 
k a, T , avec a v £ ^ , telles que dén(k) (= dénominateur de k K p 

k£(N[ 1/p] 
k) divise a k pour tout k et a^ tende vers 0 quand k tend 

vers l ' inf ini suivant le f i l t re 3 des complémentaires des parties 

finies de N[l/p] ; r_i est l'ensemble des séries 
k P~ a, T dT/T avec a, £ % , tel les que dén(k)a, tende vers 0 

K k p K 

k^N[1/p] 
k / 0 
quand k tend vers l ' inf ini suivant 3 ; j"Tj = 0 pour i ) 1 . 

La structure d'algèbre différentielle graduée de W^ r r^ est donnée 

par l 'addition, la multiplication et la dérivation habituelles des 

séries ; l'opérateur F (resp. V) est donné par F(£ a.Tk) = £ a, T p J \ 

F(2 akT
kdT/T) = S akT

p kdT/T (resp. V(2 a kT
k) = 2 pa k T

k / p , 

V(S akT
kdT/T) = 2 pa kT

k / pdT/T) . 

Les éléments (VnT)dT - pnTdVnT de [T]) appartiennent au 

noyau de la projection canonique sur UĈ  j-̂ -j (1.5.1) : c 'est évident 

sur les formules ci-dessus, i l est d'ailleurs clair que ces éléments 

sont de F-torsion ; on peut montrer que, pour n )/1 , i l s sont non 

nuls (cf. Lubkin [17]). 

2. Structure de WĤ. pour X lisse sur une base parfaite. 

Dans ce numéro, S désigne un schéma parfait de car. p et X 

un schéma lisse sur S . 

Proposition 2.1. a) Pour tout n )/ 1 et tout i , on a un carré  

commutatif 
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 

a Wqlql 
F 

wn4 

qdq G"1 qdqfxK 

où les flèches verticales sont les projections canoniques et C ^ est  

l'opération de Cartier inverse ( ). 

b) Les endomorphismes p , F , V du pro-objet 17. Q .̂ sont  

in jectif s . En particulier, WĤ. est sans p-tors i on. 

c ) Si. X est de dimension relative ( N , on a W. Q̂ . = 0 

pour i ) N ; si. X est purement de dimension relative N , F est un  

automorphisme du pro-objet W . . 

L'assertion a) résulte immédiatement de 1.2.1 . Pour b) et c), on 

ut i l ise la compatibilité de U.Q .̂ à la localisation étale et 1.7.4 . 

2.2 La fi l tration canonique. Notons Fil^^D^. le noyau de la 

projection canonique ^r^¿ n̂̂ x Pour 1 ^ n ^ r , posons 

Fil^^Q^ = ŴQ̂  (resp. 0) si n^ 0 ou r ( 0 (resp. n >/r) . Pour n 

donné, les Fil^^H^ forment un système pro jectif d'idéaux différen­

t ie ls gradués de VI.D^. . On note également Fil̂ WQ^ le noyau de la 

projection canonique ŴT. -» ŴÉV. si n )/ 1 , et Fi 1^0 .̂ = WQ̂. si 

n \< 0 . La fil tration décroissante de W.f̂ . (resp. WÔ.) par les 

F i l^ . i^ . (resp. Fil^Q^.) s'appelle fil tration canonique ; on a 

Fil^Q^. = lim Fil^^Q^ . On note 

gr^O^ = F i l ^ ^ Q ^ = F i l ^ r ^ / F i l n + H f 0¿ (r)/n+l) 

= Filnwa*/Filn+1V7Q-

le gradué associé. 

* r i ( ) définie par exemple dans Katz |_ 13 _| . 
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L. ILL USIE 

On vérifie facilement que, pour tout n )/0 et tout r , 

Fil^^Q^. est l ' idéal différentiel gradué de Wqhqql engendré par 

et que l'on a, pour tout i , 
r—n —X 

W ql(2.2.1) FilnWr^ = VnWr_n̂ c + dv^r_n^x 1 « 

2.3 Cycles et bords supérieurs. Pour tout i , posons ^0^x= si ' 

B0^r= 0 ' Bl^x=d^x ^ ' et définissons par récurrence Bn^ > Zn^x Par 

(2.3.1) C"1(Bn4} = Bn+l4/Bl4 •C"1(Bn4 = Z n + A / B A < 

où C 1 est l'opération de Cartier inverse. B Or et Z Or sont des - n X n X 
sous-modules localement libres de type fini de F^^- ( ": • e. 0^ cons.î-

déré comme module sur X ̂  ), et 11 on a (abrégeant Bn̂ x en ^n ' 

etc.) : 

0 = B CBC.. .CB c. . .c z <=. . .c z c z = 0£. . 
O 1 n n 1 O A 

L'itération de C 1 fournit des isomorphismes 

(2.3.2) C"1(Bn4} = Bn+l4/B 

Noter aussi que 1 ' on a c(Bn+1^) = Bn̂ x ' C(Zn+r<̂ C) = Zn̂ C ' de 
sorte que 2.3.2 donne une suite exacte 

(2.3.3) C"1(Bn4} = Bn+l4/B 

2.4 Structure de gr^Q^. . Le fait essentiel est l ' interpréta­

tion suivante des Bn^- et zn^x ' qui 'comPte tenu de 1.6.1) généra­

lise le résultat de Bloch ([7] II 2.1) : 

Théorème 2.4.1. Pour tout n )/ 0 et tout i , on a 

(2.4.1.1) Bn4 = Ker(Vn:^-> Wn+14) , 

(2.4.1.2) Zn4 = K e r ( d V n : 4 - Wn+14+1/Vn^+1) . 
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 

Grâce à 2.2.1 , on en déduit des suites exactes 

(2.4.2) 0 4 / B n 4 qu gr"w4 "* fiè~1/Znf^~1 ~* ° • 

Noter que gr^H^. est annulé par p , donc peut être considéré comme 

Démodule via F : ÇX = W ^ O ^ / V W ^ ~> W ^ O ^ F » ^ ^ ; la suite 

2 . 4 . 2 est alors O^-lineaire lorsqu'on regarde Û . comme O -̂module 

via FN+1 . Il en résulte notamment que gr^H^ est un O -̂module 

localement libre de type fini, et que Qw qai est ^e type fini sur 

n-X 

Pour la démonstration de 2 . 4 . 1 , on se ramène, par localisation 

étale, au cas où X = Spec(A) , A = k [ T ^ , . . . , , k un anneau par­

fait, et l'on ut i l ise le lemme suivant (cf. Bloch ([7j II 4 . 2 . 4 ) ) : 

Lemme 2 . 4 . 3 . Posons W = W(k) , B = w[ , . . . , ] . Soit Y ^ -

Pour que x appart.1 enne à Z Cl3, (resp. B Cl3") j 1 faut et i l suffit 3 —c-c n A n A 
qu' i l exj.ste y£ ^g/^ relevant x et tel que dy £ P^g/^ (resp. 

Z ^ ^B/W tel que dz ^ pn 1^^w et (dz)/pn_:L relève x) . 

2.5 Structure de W.H'/V et W.OVF . Le fait que F relève 
A X 

l'opération de Cartier inverse ( 2 . 1 a)) fournit une autre interpréta­
tion des B Cl3- et Z C^_ : 

n X Wh n X 

Proposition 2 . 5 . 1 . Pour tout n )/ 0 et tout i , les flèches 

Fn : wn+î x; ~* — : ^n+l̂ X ~* ^x~1 induisent des isomorphismes 

(2.5.1.1) FN = Wn+14/VWnnx ^ .Wqnq 

(2.5.1.2) F"d : Wn+14/FWn+24 lqlq 'x 

L'isomorphisme 2 . 5 . 1 . 1 m'a été signalé par Raynaud. Le cas parti­

culier i = 0 de 2 . 5 . 1 . 2 figure déjà dans Serre ( [ 2 8 ] §7 Lemme 2 ) . 
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Noter que la projection canonique ^n+i^x ^n X corresPond par 
2.5.1.1 (resp. 2.5.1.2) à l'opération de Cartier C : Z Or: -> z 

(resp. C : B ,-,^tr+^ ~* B Qv"1 ) (2.3) ; cela résulte aussitôt de 2.1 a). 
n i x X n X 

On vérifie d'autre part qu'on a une suite exacte de pro-objets 
(2.5.2) 0 -* W.n^_1/F W.r /̂V -> Or. -» 0 , 

qui, par 2.5.1.1 , 2.5.1.2 , s 'identifie à 2.3.3 avec pour flèches de 

transition C sur Z . , B-^- / et l ' ident i té sur ^ . 

2.6 Structure de wQ^/p^C^ . Le résultat suivant, qui est con­

séquence facile de 2.1 a) , est important pour la comparaison 

de la cohomologie cristall ine à 11hypercohomologie du complexe de 

DR-Witt : 

Propositi on 2.6.1. Pour tout n )/ 0 , 1 ' homomorphisme de complexes 

(2.6.1.1) p° : £V -* grnwO^ , 

induit par la multiplication par pn dans W.Œ .̂ (grâce au fait que 
n r n "f~r p Fil W.O .̂̂  Fil W.Q̂ . (2.2.1)), est un guasi-isomorphisme. 

On en déduit aisément, grâce à 2.1 b) : 

Corollaire 2.6.2. Pour tout n \ 0 , la projection naturelle 

(2.6.2.1) W.O^/p^.O^ -* W fl£ (resp. wn̂ /pnw£r -» WN^) 

est un guasi-isomorphisme de complexes de pro-objets (resp. de  

complexes). 

Signalons également la variante suivante de 2.6.2.1 pour n= 1 

(cf. Bloch ([7] III 7.3.1)), qui découle de 2.5.2 : 

Proposition 2.6.3. Pour tout i , la projection naturelle de 

(W.O /p -> W.H^/p W.H^TVp ~* W.n~/V -> 0) sur le complexe de DR 

trongué ( 0X ^ -». . 0̂ ) est un guasi-isomorphisme de complexes de 

96 



COMPLEXE DE DE RH AM-WITT 

pro-objets . 

2.6.4. D'après 2.1 a), les F^Q^ (resp. Fn 1dWCr 1) apparais­

sent comme des relèvements naturels des Z 0C_ (resp. B • On peut 
n X ^ n X déduire de 2.6.2 que l'on a F W = d"J(pW+1) , ce qui concorde 

X X avec 2.4.3 . 

2.7 Points fixes de F . I l est bien connu et élémentaire que 

l'on a, pour tout n )/1 , une suite exacte pour la topologie étale 

(suite d'Artin-Schreier) 

(2.7.1) o -» (z'A/V) w o 1 F > w ov -» 0 . 

L'analogue suivant pour W.H^ généralise le résultat de Bloch {[il 

II 7.5.1) : 

Proposition 2.7.2. On a une suite exacte de pro-faisceaux pour la  

topoloqie étale 

(2.7.2.1) o - o*/o*P"C"1(Bn4 w.< C"1(Bn4 w . n i - o , 

où d log est le système proiectif d1 applications de 0 /0v 
* *pn 

dans 

W n̂̂ . défini par x £ 0^ H> X dx . 

La démonstration est toute pareille à celle de Bloch (loc. c i t . ) . 

I l est facile de voir que, pour tout r \l et tout i , 1 - prF 

est un automorphisme du pro-objet W.Q̂ . . Il en résulte que 2.7.1 , 

2.7.2.1 se raffinent en des suites exactes, pour la topologie étale., 

de complexes de pro-objets : 

(2.7.3) 1-F 
o -> (z/pmz)x -» w .a^ =̂  w.Q^ -> 0 , 

(2.7.4) o - ( O ^ O * P " ) [ - I ] ^ i ^ w . n ^ 1 - A z ^ w . ^ 1 - 0 , 

où F est 1'endomorphisme de W.Q^ défini par Frobenius (1.2.1), 

W.^1 le tronqué naïf (0 -> W.Q^ W.f̂ . ->...) , et F' 1 ' endomor-
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phisme de W.f^1 défini par p"*" "̂F en degré i . 

L'analogue de 2.7.1 , 2.7.2 en degré ) 1 n'est pas encore bien 

compris. On peut toutefois montrer que, pour tout i , 

1-F : W.fl̂  ~* W.Q̂ . est surjectif pour la topologie étale, et que, si 

S est le spectre d'un corps parfait de car. p) 2 et X est de 

dimension ( p , on a une suite exacte de pro-faisceaux pour la topo­

logie étale 

(2.7.5) uWT7 : (X/W ) . -> X qlqlql qlqlqlq 

ou SK. est la partie "symbolique" de K. (image de 0 ' ), et 

d log {x1, . . . ,x±} = (-l)l(l+1)//2{E(t)(x1,...(x.} (= d log x±. . .d log x± , 

avec les notations de 1.6.3). L'injectivité de d log dans 2.7.5 , 

équivalente à celle de d log : SK.. /̂pSKj -» ^ , n'est, semble-t-il, 

pas connue. 

3. Théorèmes de comparaison et de finitude. 

3.1 Soient S un schéma parfait de car. p , W = W(S) , 

W =W (S) , a 1 ' automorphisme de Frobenius de W . Soit f : X -» S n n 
un morphisme de type fini. Notons ^X//^n^cris le toPos cr is ta l l in de 

X par rapport à W , l ' idéal Pwn2s étant muni des puissances divi­

sées standard. Rappelons qu'on a une projection canonique de 

(X/W ) . sur le topos zariskien X ([3] III 3.2) n cris zar 

uWT7 : (X/W ) . -> X X/W ' n cris zar n 
te l le que, pour tout faisceau cr is tal l in L et tout ouvert zariskien 

U de X , on ai t r(U,u /w L) = r((U/W ) . ,L) . Notons gx/w le 

faisceau d'anneaux structural de 'X//^n^Cris III 1.1.4) (asso­

ciant à tout W -PD-épaississement (U,T,5) le faisceau 2T). 
On peut définir une flèche canonique de D(f ~̂ (Wn2g)) ' 
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(3.1.1) Rux/w * ^ x / w > "* wnnx • 
n ' n compatible aux structures multiplicatives des deux membres, compatible 

aux flèches de transition RuxA A1*(2x/w J " Rux/w *^x/w ) et 
' n+1 ' n+1 7 n 7 n ^n+l^X ~* ^nSc 7 et fonctorielle en x/^n • Par application de 

RF(X , - ) on en déduit des flèches ayant des propriétés analogues zar 

(3.1.2) Rr(x/wn) ( d I n Rr((x/wn)cr.s,ox/w )) - R r ( x , w n ^ ) , 
n 

(3.1.3) H*(X/W ) (D£N H^Rr(X/W )) -> H*(X,W OR) . n n n A. 

Esquissons la définition de 3.1.1 , en supposant, pour simplifier, 

qu' i l existe une immersion fermée i de X dans un W-schéma formel 

lisse Y (p-adiquement séparé et complet), muni d'un W-morphisme 

F : Y -* Y ^ = Yxw(W,cr) relevant le Frobenius de Ŷ  = Y S . Pour 

n )/1 , posons = YX̂ Wn . D'après ([3] V 2.3.2), on a un isomor­

phisme canonique de D(f "̂ŴOg ) 

(3.1.4) RuxA * ^ x / t o V ' n n n -Y n n n 
où Ŷ  est l'enveloppe à puissances divisées (compatible à celles de 

W ) de X dans Y . D'autre part, la donnée de F : Y -> Y ^ n n ^ 
(inutile pour 3.1.4) permet de définir, grâce à Cartier ([16] VII §4), 

un homomorphisme d'anneaux, compatible à F , 

(3.1.5) 0 -» W(0 ) . 
1 

Le composé de 3.1.5 avec W(0,- ) ~* i- W(0__) , où î  est l'immersion ^ -Y^ 1* -X 1 
de X dans , donne naissance, grâce aux puissances divisées 

standard sur l ' idéal VW(Ov) de W(0__) (cf. par exemple ([7] I 
—X —X p. 216)), à un homomorphisme d'anneaux 0- W 0 , dont on montre — Y n—X n 

qu'il se prolonge (de manière unique) en un homomorphisme de W -̂adg 
(3.1.6) -Y 0V V /W n X • n -Y n n 
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