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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT
par

Luc ILLUSIE

*
(Orsay )

Soient k un corps parfait de caractéristique p)O , W=W(k)
1'anneau des vecteurs de Witt de %k . Depuis le travail fondamental
de Berthelot [3], on sait que la cohomologie cristalline est une
bonne cohomologie p-adique pour les schémas propres et lisses sur
k , bien que le formalisme dont on dispose pour le moment ne soit pas
aussi souple que son analogue <£-adique (€ #p). Toutefois, si X est
un schéma propre et lisse sur k , les "mauvaises'" cohomologies
p-adiques étudiées avant 1'introduction de la cohomologie cristal-
line, notamment la cohomologie de de Rham H;R(X/k), la cohomologie de
Hodge H*(X,Q;/k), la cohomologie de X a valeurs dans le faisceau

des vecteurs de Witt H*(X,WQ ) (Serre [287), 1la cohomologie étale

X
* . * n .
H (X,Zb) = lim H (X,Z/p ), la cohomologie plate
* *
H (X,Z (1)) = lim H (X,u ) refletent des propriétés géométriques
P «— pn

intéressantes de X . Jusqu'a une date récente, les relations entre la

*
Equipe de recherche associée au CNRS n° 653.
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L. ILLUSIE

cohomologie cristalline H*(X/W) et ces diverses cohomologies étaient
restées assez mystérieuses, excepté quelques résultats partiels, dont
le plus frappant est sans doute le remarquable théoréme de Mazur-Ogus
(18], [19], [24], dAéterminant (sous certaines hypothéses, voir 5.1.1)
la filtration de Hodge de H;R(X/k) en termes de 1l'opération de
Frobenius sur H*(X/W). Avec le travail de Bloch [7], un progrés déci-
sif a été accompli : Bloch montre en effet que, pour p,2 et X
propre et lisse de dimension { p , H*(X/W) est 1'hypercohomclogie
d'un complexe Ck de faisceaux de W-modules sur le site zariskien

de X , fonctoriellement attaché a X , et qui apparalt comme un raf-

finement commun de 1l'anneau des vecteurs de Witt WO et du complexe

X
de de Rham Qk/k : cela lui permet de relier H*(X/W), par des suites
exactes et suites spectrales naturelles, aux cohomologies citées plus
haut. La théorie de Bloch est malheureusement limitée, dans la défini-
tion méme de Ck , par les hypothéses p,2 et dim(X) {p . Nous nous
proposons ici de montrer comment on peut se débarrasser de ces res-
trictions et développer une théorie analogue & celle de Bloch pour
tous les schémas propres et lisses sur k . Le complexe Ck est rem-
placé par un complexe similaire Wﬂk , le "complexe de de Rham-Witt"
de X , défini pour tout schéma X sur k , et qui s'identifie cano-

niquement a Ck pour p?>2 et X 1lisse de dimension { p . L'idée de

la construction est due a Deligne [9], inspirée par le travail de

Lubkin [17]. La définition de WQ& , & la différence de celle de Ck ,
ne fait aucun usage de K-théorie : tout repoce sur des techniques
standard de calcul différentiel, ou, naturellement, 1'opération de
Cartier joue un rble important.

Nous nous bornerons ici & résumer les principaux résultats de la

théorie, en indiquant les grandes lignes des démonstrations. Nous

renvoyons le lecteur a [11] pour une rédaction détaillée.
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

0. Notations.

La lettre p désigne un nombre premier fixé.

Si L est un faisceau, la notation x&L signifie que x est
une section locale de L .

Si. A est un faisceau d'anneaux de caractéristique p , on note
W(A) (ou WA) 1le faisceau des vecteurs de Witt sur A , et, pour
ny1l, Wn(A) (ou NnA) le faisceau des vecteurs de longueur n ;
pour n entier { O , on pose W A=0 . Pour %< A , on note
x = (x,0,...,0,...) €W(A) le représentant de Teichmuller de x , et

x< (ou simplement x) son image dans wnA pour n 1 .

Les algébres différentielles graduées considérées (en abrégé,
adg) seront supposées a degrés ) O et strictement anti-commutatives
(i.e. telles que les élémente de degré impair soient de carré nul).
Si A est un anneau (commutatif), le foncteur associant a toute

A-adg sa composante de degré zéro admet pour adjoint & gauche le

z Q . 4 3 Q- . .
foncteur complexe de de Rham B » B /A On écrira s bour QB/Z

1. Définition du complexe de de Rham-Witt.

1.1 Soit X un topos. Appelons V=-pro-complexe de DR
(= de Rham) de X la donnée d'un systéme projectif

M. = ((Mn) R:M 2 Mn) de Z-adg de X et d'une famille

n€z ' +1

' K 4 - CRI] . i i -
d'applications additives (V .Mn d Mn+l)i,n42 telles que RV=VR ,

N

vérifiant les conditions (V1) a (V3) ci-aorés

(v1) Mr==0 pour n{ O ; M® est une Fo-algébre ; pour
i

1
o _ o . o o
nyl, MI =W (M), et Ra:W (M) > W (M]) (resp.
\Y, :wn(M?) - Wn+l(M§)) est la fléche habituelle de restriction

(resp. décalage) ;

(V2) V(xdy) = (Vx)dVy quels que soient xéfM; , yE< Mg ,
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L. ILLUSIE

(v3) (vy)ax = V(§p_ly)dV§ quels que soient x¢€ M°

(o]
1 yEMn,

nyl . Les V-pro-complexes de DR de X forment de maniére naturelle
une catégorie, et il n'est pas difficile de démontrer que le foncteur
d'oubli associant a chaque V-pro-complexe M. la Fp—algébre M?

posséde un adjoint & gauche A P W.QA . Si A est une Fp—algébre de

X , on appelle pro-complexe de DR-Witt (resp. complexe de DR-Witt) de

A le V-pro-complexe de DR W.QA (resp. le complexe
. = . Q. . . 2 : N . . . ?
WQA lim Wn A) La propriéete universelle de W QA entraine que le

morphisme de systémes projectifs d'adg
.1. m. 2 - W.Q
(1.2 % 2 -0

prolongeant 1l'identité de W.A est surjectif. En particulier, les

fléches de transition W Q - W & (dites aussi projections cano-
n+l A n A

nigues) sont surjectives. De plus, L QA — Wlﬂi est un isomorphisme,

par lequel on identifiera dans la suite WIQA a .

1.2 Par définition, W.OA dépend fonctoriellement de la
Fp—algébre A . En particulier, 1l'endomorphisme de Frobenius de A
induit un endomorphisme de W.QA (resp. WQA) qu'on notera F . Un

fait remarquable est que F est canoniquement divisible par p~ en

degré i , plus précisément on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1. L'homomorphisme de systémes projectifs d'anneaux

W.A ~ W'—lA , composé du Frobenius et de la restriction, se prolonge

de maniére unique en un homomorphisme de systémes projectifs d'algeée-

bres graduées F :W.QA - W._lQA tel que :

1

(i) Fdx, = x%; ldx<n 1 our tout x€A et tout ny2 ,
X X{n-19%¥(n-1 Bour tout £t tout

{n

(ii) Fav = 4 :WnA - Wnﬂi pour tout n )1 .

Pour tout n et tout i , on a un carré commutatif
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

i = o
WnQA wn A
(1.2.1.1) [ — |

. i .
i pF 1
WnQA wn-lQA !

ol la fléche verticale de droite est la projection canonigque. De plus,

les opérateurs F et V vérifient le formulaire suivant :

(1.2.1.2) FV=VF=p , FAv=d , dF=pFd , Vvd=pdv ,

= ' cw o € ol .
xVy = V(Fx.y) gquels gue soient x Wn Y Wn—l S

Par passage a la limite, les homomorphismes F :WnQA - Wn_lﬂ'
définissent un homomorphisme d'algébres graduées F : NQA - WQA véri-
fiant avec V un formulaire analogue a 1.2.1.2 et tel que §==plF

en degré i .

1.3 Soit X une Fp—algébre parfaite de X (i.e. dont le
Frobenius est un automorphisme). Alors on a W.Qﬁ = W.(k), i.e.
W.Qi==0 pour i,0 . Si A est une k-algébre, les anA sont donc
de maniére naturelle des Wn(k)—adg ; la différentielle d est
wn(k)—linéaire, tandis que F (resp. V) est 0O (resp. 0_1)—linéaire,
ol O est 1l'automorphisme de Frobenius de W(k). Si k' est une

extension parfaite de k , la fléche naturelle

) (k! a
W'QA w. ()" (k') > W nA@kk'
est un isomorphisme, transformant F®GJG (resp. V590_l) en F
(resp. V).
1.4 si X = (X,QX) est un topos annelé en Fp-algébres, le pro-

complexe de DR-Witt (resp. complexe de DR-Witt) de QX sera noté

W.Qk (resp. Wﬂk) et dit pro-complexe de DR-Witt (resp. complexe de
DR-Witt) de X . Si f:X 2 Y est un morphisme de topos annelés en

Fp—algébres, on a des fléches naturelles de systémes projectifs d'adg
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L. ILLUSIE

(1.4.1) W o EW.R, £TNWLAS o WSy

adjointes 1l'une de l'autre, et compatibles & F et V . Si

f—lQY = QX , la seconde fléche 1.4.1 est un isomorphisme. En particu-
lier, si x est un point de X , on a (W.0)) S w.Q .
X Oy,
Soit X un Fp—schéma. Alors, pour tout ny 1 , 1l'espace annelé

(X'anX) est un schéma, extension infinitésimale de X . Les asser-—

tions suivantes sont faciles :

Proposition 1.4.2. a) Si X est un F _-schéma, les WFQ; sont
1

o]

des faisceaux guasi-cohérents sur Wr(X) ; pour tout ouvert affine

_ i) - i
U Spec(A), on _a I‘(U,wn X) WnQA

b) Si f£:X =Y est un morphisme étale de Fp-schémas,

alors, pour tout n y1 , Wn(f) :Wn(X) - Wn(Y) est étale, et les flé-

M . .
i { o - oW : is ie .
ches canoniques Wn(f) Wn‘Y JnQX sont des isomorphicmes

1.5 Soient S un schéma parfait de car. p , et X un

S-schéma. Posons
Q- ~ = 1lim & .
FWo, = EM K ca/m_(s)

L'homomorphisme 1.1.1 définit, par passage & la limite, un homomor-
phisme de W(QS)—adg
NN .
(1.5.1) QWO WQX .
=X
Notons T 1'idéal différentiel gradué de ﬂ%g formé des éléments de
~-X

p-torsion. Notons d'autre part N 1'idéal différentiel gradué formé

des éléments annulés par une puissance de F , ou F est 1'endomor-

BN

0 induit par le Frobenius (absolu) de X . Le résultat

phisme de
X
suivant, qui ne servira pas dans la suite, fait le lien avec la thé-

orie de Lubkin [17].
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Théoreme 1.5.2. Si X est lisse sur S , ona T =N", et

1.5.1 induit un isomorphisme G%é/T* = wﬂk .
-X

1.6 Supposons p 2 . Soient k un corps parfait de car. p ,
et X un schéma lisse sur k , de dimension ( p . Alors le complexe
de DR-Witt de X s'identifie canoniquement au complexe des courbes
typiques Ck défini par Bloch dans (7). Plus précisément, on a le

résultat suivant :

Théoréme 1.6.1. Pour tout n %1 , 1'homomorphisme canonique (7]

II 6.3.4 et III proof of 2.1) ﬂ% o CAX se factorise a travers T
n-X

(1.1.1) en un isomorphisme anX—linéaire en chaque degré et compati-

ble &a a

u NnQX = CnX .

Les u, forment un isomorphicme de systémes projectifs, compatible a

]

et V.

Ce résultat résout affirmativement la question de Bloch ({77 1v

Problem 1).
Par passage a la limite, les u, définissent un isomorphisme de

complexes
(1.6.2) u s WO = Cpo
W(QX)—linéaire en chaque degré, et compatible a F et V . Avec les

notations de Bloch [7], t désignant une indéterminée et E(t) 1'ex-

ponentielle d'Artin-Hasse, on a

. n
A/ 205 0P )

n
(1.6.3) u(vxdlogy,...dlogy; = (-1) ,yl,...,yi} ,

. ¢ * -1
quels que soient n€N , x€ QX ' yl,...,yiE QX , avec d]xx;zi Y, dZi'
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L. ILLUSIE

1.7 L'ingrédient essentiel de la démonstration de 1.2.1 est la
construction suivante, due & Deligne. Soient k un anneau parfait de
car. p , W=W(k) , K =1M®Z Qp . Soit n un entier ) 1 , consjidé-

R P
rons les anneaux A = kLTl,...,Tn] , B = W[Tl,...,Tn] ,

—r -
c= U K[Tﬁ s, ] . Toute forme x¢ Q0 s'écrit de maniére
r>/o n C/K

unique

= a, i (T)dlog T, ...d log’Ti ’
l(il<...<im<n 1T Tm -1 m

ou  a; i (T) €C est un polyndme, a ccefficients dans K , en les
-r 1 m _s
T? , divisible par (T, ...Tj )P pour un s y0O . On dit que x
-1 m
est entiére si les a, i sont a coefficients dans W . On note
=== Ipeeddp
EA (ou E) le sous-complexe de Qé/K formé des formes entiéres X

telles que dx soit entiére. E est une sous-W-adg de Qé/K , con-

tenant Qé/ . L'automorphisme 0-linéaire F de C défini par

w

-r -r+1

3 = Ti se prolonge de maniére unique en un automorphisme F
. . . , . -1 .

de QC/K , qui la’sse stable E . L'endomorphisme V = pF de QC/K

laisse également stable E , et les opérateurs F et V sur E

vérifient un formulaire analogue a 1.2.1.2

(1.7.1) FV=VF=p , FdVv=4d , dF=pFd , Vd=pdV , xVy=V(Fx.y) ,

V(xdy) = (Vx)dVy , quels que soient x¢€ E; yeEd .

On vérifie que 1'homomorphisme de W-algébres B = W(A) envoyant Ti

sur T, se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de

O

W-algébres E° - W(A) compatible & V , qui induit, pour tout r»1 ,

un isomorphisme
(1.7.2) EC/VIEC % W(A)/VTW(A) = W_(A) .
Posons, pour tout r »0O et tout i ,

(1.7.3) Filfet = vE* +aviEr L .
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Pour r fixé, les FilrEi forment un idéal différentiel gradué

Fil"E de E . on a Fil°E = EZDFillED...DFilrED..., d'oll un systéme
projectif de W-adg Er = E/FilrE . D'autre part, d'aprés 1.7.1, on a
V(FilrE)CiFilr+lE , de sorte que V induit des homomorphismes addi-

tifs V :Er = E Le résultat suivant est la clef de la théorie :

r+l1 °
Théordme 1.7.4 (Deligne [9]). Le systéme projectif E. , muni
, \ o . RN
. -3 S
des opérateurs V: Er Er+1 , et ou Er est identifié a Wr(A) par

1.7.2, est un V-pro-complexe de DR (1.1) et la fléche canonique

(1.7.4.1) W.QA - E.

prolongeant 1l'identité de A est un isomorphisme.

La démonstration repose sur une étude assez fine de la structure
de E . On note que E est muni d'une graduation naturelle de type

n[1/p]1"  pour laquelle d est homogéne de degré O : une forme en-

tidre x€E" est dite homogéne de degré h si les a; ; + dans
ipeeeip
1'écriture de x donnée plus haut, sont homogénes de degré h . On

\ m )
montre que les composantes homogenes des E sont libres de type
fini sur W , et 1l'on en exhibe des bases. On définit alors une fléche
inverse de 1.7.4.1 en envoyant ces éléments de base sur certains é1é-
ments de W.§2 .
A

Dans 1.2.1, 1'unicité de F est immédiate ; 1l'existence néces-

site la vérification de certaines identités : on se raméne au cas ou

X est le topos ponctuel et A 1'anneau FP[T ,...,Tn] , et, grice a

1

1.7.4.1, la vérification peut se faire alors dans E. , ol elle est

triviale.

r+1

D'aprés 1.7.1, on a F(Fil E)CZFilrE , donc F induit des

homomorphismes d'algebres graduées F : Er+l - Er . Il est facile de

voir que 1l'isomorphisme 1.7.4.1 est compatible & F .
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L. ILLUSIE

Les démonstrations de 1.5.2 et 1.6.1 utilisent, outre 1.7.4, des

propriétés de la filtration canonique décrite au n°® 2 .

1.8 Exemple. On déduit de 1.7.4 la description suivante du ccm-

plexe de DR-Witt de Fp[T] : W(F ! T]) est 1'ensemkle des séries
k

Z akT , avec akE Zﬁ , tellez que dén(k) (= dénominateur de
T
keNl 1/p]
k) divise a, pour tout k et ay tende vers O quand %k tend

vers 1'infini suivant le filtre & des complémentaires des parties

finies de Nfl/p] : Wﬂé ol est 1l'ensemble des séries
p. J
a. €

Z akadT/T avec X Zp . telles que dén(k)ak tende vers O
kCNEl/p]
k#O0
quand k tend vers 1'infini suivant & ; wﬂé (el = O oour i)1 .
p-T-

La structure d'algébre différentielle graduée de WQ@ (7] ezt donnée

par l'addition, la multiplication et la dérivation habituelles des

séries ; 1l'opérateur F (resp. V) est donné par F(Z aka) =z akTpk,
F(Z akadT/T) =X akTpde/T (resp. V(Z aka) =z paka/p ,
V(2 a, TfaT/T) = ¥ pa, T Par/T)

k k
P n n, n 1" .
Les éléments (V T)dT-p TAV T de 5% r appartiennent au
e el

noyau de la projection canonique sur UQ; I (1.5.1) : c'est Avident
sur les formules ci-dessus, il est d'ailleurs clair que ces éléments
sont de E—torsﬁon ; on peut montrer que, pour n 71 , “ls sont non

nuls (cf. Lubkin [17]).

2. Structure de WC& pour X lisse sur une base parfa’te.

Dans ce numéro, S désigne un schéma parfait de car. p et X

un schéma lisse sur S .

Propositicn 2.1. a) Pour tcut n 71 et tout i , on a un carré

commutatif
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Wn+1ni ——E—“ wnﬂi
l |
-1

R

N N \ . . . -1
ou les fleches verticales sont les projections canonigues et C est

*
1l'opération de Cartier inverse ( ).

b) Les endomorphismes p , F , V du pro-objet W.Qk sont

injectifs. En particulier, Wﬂk est sans p-torsion.

c) Si X est de dimension relative {( N , on a W.Q§=<3

our i >N ; si X est purement de dimension relative N , F est un

automorphisme du pro-obiet W.Qg .

L'assertion a) résulte ‘mmédiatement de 1.2.1 . Pour b) et c), on

utilise la compatibilité de W.Q& a la localisation étale et 1.7.4.

2.2 La filtration canonigue. Notons Filnwrf& le noyau de la
projection canonique Wrﬂk - ank pour 1<{n{r , posons
Filnwrgk = Wer (resp. 0) si n{0 ou r{O (resp. nyr). Pour n
donné, les Filnwrﬂk forment un systéme projectif d'idéaux différen-
tiels gradués de W.Qk . On note également Filnwﬂk le noyau de la
projection canonique Wﬂk - Wnﬂk si nyl , et Filnwﬂk = WQk si
n{ O . La filtration décroissante de W.Qk (resp. wﬂk) par les
Filnw.ﬂk (resp. Filnwﬂk) s'appelle filtration canonique ; on a

FianQ% = lim Fianer . On note
r

grnwﬂ)'( = Fj.lnwn_'_lQ)’( Fi,ln'V'Jrfl)'(/Filn+lV’Jr§Z}'( (r Yy n+1)

Filnwf&./Filn-*-le)'(

le gradué associé.

*
() définie par exemple dans Katz [13].
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L. ILLUSIE

On vérifie facilement que, pour tout n 50 et tout r ,
Filnwrﬂk est 1'idéal différentiel gradué de Wrﬂk engendré par

VnW“-n(QX) et que l'on a, pour tout i ,
AU . B i i -1
(2.2.1) Fil'w Q = VW __ @& +aviw Q.

1

2.3 Cycles et bords supérieurs. Pour tout i , posons ZOQ;=“ ,

i i ai-1 e , i o
BOQX—-O , BlQX-dQ; , et définissons par récurrence Bnﬂk , Zn L, par

-1 i i i -1 i ol i
(2.3.1) ¢ (BnQ%> = Bn+lﬂX/B1Q; » C (ZnQX) = Zn+1‘QX/BlQ;( !

ou C_l est 1'opération de Cartier inverse. B Q; et 7 O =ont des
- n n X
sous-modules localement libres de type fini de Fzﬂi (“.e. Q% cons?i—
n ,
déré comme module sur X(P >), et 1'on a (abrégeant Bnﬂ§ en Bn ,
etc.) =
=B CB,C...CB_C...CZ C...C% cz_ = .
O Bo Bl . Bn Zl’l Zl ZO %{
L'itération de C_l fournit des Jisomorphismes

-n i~ 3. 1
(2.3.2) C :ﬂX — anX/Bnﬂ)‘( .

. . i o i
Noter aussi que l'on a C(Bn+lQX) BnQX . C(Zn+lQ§)

sorte que 2.3.2 donne une suite exacte

. . . .
(2.3.3) 0~ B Q> 7 C—»ﬂ>l(+ o .

2.4 Structure de grnwﬂk . Le fait essentiel est 1'interpréta-

1
N
o]
o2
Q
]

. . i i . foa
tion suivante des BnQX et ZnQX , qui (compte tenu de 1.6.1) généra

lise le résultat de Bloch ([7] II 2.1) :

Théoréme 2.4.1. Pour tout n 50 et tout i , on a

Ker (v Q>l(.') Wr~v+1r§i? ’ .
Ker(av" : ﬂx - wn+l&’t§&+1/vn§§+l) .

(2.4.1.1) Bnﬂx

i
3

1]

(2.4.1.2) 2, %
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Grice & 2.2.1, on en déduit des suites exactes
i i V0 oo i-1,, qi-1
(2.4.2) 0~ Q;(/Bnﬂx —~ > gr (g‘( > O§( /2 Q77> 0 .

Noter que grnwﬂi est annulé par p , donc peut étre considéré comme

- 1 . = - . .
QX module via F: QX wn+19X/vwn9X Wn+19X/pwn+19X ; la suite
*
2.4.2 est alors QX—linéaire lorsqu'on regarde QX comme QX—module
. n+l , ny, i
via F . Il en resulte notamment que gr Jﬂx est un Qx—module

localement libre de type fini, et que WHQ; est de type fini sur
W Oy -

Pour la démonstration de 2.4.1, on se raméne, par localisation
étale, au cas ou X = Spec(A) , A = k[Tl,...,Tr] , kK un anneau par-

fait, et 1'on utilise le lemme suivant (cf. Bloch ([7j ITI 4.2.4)) :

Lemme 2.4.3. Posons W=W(k) , B=!WPT1,...,Tr] . Soit %€ Q;

Pour que x appartienne a ZnQi (resp. Bngi) il faut et i1 suffit

- ‘o £ Al naitl
qu'il existe y¢€ QB/W relevant x et tel que dy€p QB/W (resp.

n-1

i-1 n-1lqi N
z € Qé/w tel que dz€p QB/W et (dz)/p reléve x).

2.5 Structure de w.Qk/v et W.Qk/F . Le fait que F reléve
l'opération de Cartier inverse (2.1 a)) fournit une autre interpréta-

. Qi i .
tion des B et ZnQX

Proposition 2.5.1. Pour tout n ) O et tout i , les fléches

n i i n i i+1 . . .
F :Wn+lﬂ& - Qk et Fd: wn+1QX - Q; induisent des isomorphismes

n i i A i
(2.5.1.1) F .wnﬂﬂ;(/vwnﬂx—»Znﬂs( ,

n i i ~ i+1
(2.5.1.2) Fd ,Wn+lﬂ;/FWn+2Qx - Bn+1ﬂx .

L'isomorphisme 2.5.1.1 m'a été signalé par Raynaud. Le cas parti-

culier i=0 de 2.5.1.2 figure déja dans Serre ([28] §7 Lemme 2).
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. . . 3 A
Noter que la projection canonique Wn+lQX g anX correspond par

N , , . . . i, i
2.5.1.1 (resp. 2.5.1.2) & 1l'opération de Cartier C: Znﬂx Zn—lnk

i+1 141 . PN
(resp. C: Bn+10; - BHQ; ) (2.3) ; cela résulte aussitdt de 2.1 a).

On vérifie d'autre part qu'on a une suite exacte de pro-objets
N i-1 av i 5 A
(2.5.2) 0= W/ ———4>w.Q;/v Q - o,

qui, par 2.5.1.1, 2.5.1.2, s'identifie a 2.3.3 avec pour fleches de

transition C sur Z.Q; , B.Q; , et 1'identité sur Q; .

2.6 Structure de WQ&/anQ% . Le résultat suivant, qui est con-
séquence facile de 2.1 a), est important pour la comparaison
de la cohomologie cristalline a 1'hypercohomologie du complexe de

DR-Witt :

Proposition 2.6.1. Pour tout n %0 , 1'homcmorphisme de complexes

n a5 N
(2.6.1.1) p : QX gr Wﬂx ,

induit par la multiplication par prl dans w.ﬂk (grice au fait que

pnFilrW.QkCIFiln+rw.Qk (2.2.1)), est un guasi-isomorphisme.

On en déduit aisément, gridce a 2.1 b) :

Corollaire 2.6.2. Pour tout n 0 , la projection naturelle

(2.6.2.1) W.Qk/an.Qk - wnﬂk (resp. wﬂk/p“wﬂk - ani)

est un quasi-isomorphisme de complexes de pro-objets (resp. de

complexes) .

Signalons également la variante suivante de 2.6.2.1 pour n=1

(cf. Bloch ([7] 1II 7.3.1)), qui découle de 2.5.2 :

Proposition 2.6.3. Pour tout i , la projection naturelle de

1 '_l 5
, N S 5 N N N
(w.Qx/p W.QX/p ... W.Q; /p W.Q%/V 0) sur le complexe de DR

trongué (QX - ﬂi R Q;) est un guasi-isomorphisme de complexes de
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pro-obijets.

n-ldwﬁa-l) apparais-

2.6.4. D'aprés 2.1 a), les FnWQ; (resp. F
sent comme des relévements naturels des ZnQ; (resp. BnQ;). On peut
déduire de 2.6.2 que l'on a FnWQ; = d_l(anQ;+1) , ce qui concorde

avec 2.4.3 .

2.7 Points fixes de F . Il est bien connu et élémentaire que

l'on a, pour tout n )1 , une suite exacte pour la topologie étale

(suite d'Artin-Schreier)

N n 1-F 5
(2.7.1) o) (z/p Z)X - anX —_— WnQX o .

L'analogue suivant pour W.Qi généralise le résultat de Bloch ([7]

II1 7.5.1) :

Proposition 2.7.2. On_a une suite exacte de pro-faisceauy. pour la

topologie étale

. * P dlog Q; 1-F 1
(2.7.2.1) 0~ (_)X/QX W. o nl.ﬂx - 0

’

n
ou dlog est le systéme proijectif d'applications de 9;/9;p dans

1 Lok -1
Wnﬂx défini par X\'QX P x Tdx .

La démonstration est toute pareille & celle de Bloch (loc. cit.).

Il est facile de voir que, pour tout r ,1 et tout i , l-er
est un automorphisme du pro-objet W.Q; . I1 en résulte que 2.7.1,
2.7.2.1 se raffinent en des suites exactes, pour la topologie étale.

de complexes de pro-objets :

l_
(2.7.3) o~ (Z/p'Z)X - w.Og( —-»E w.Q)‘( - 0,
(2.7.4) 0 - (9;/929')[_1] M.,w.a;él A-F' W'Q;él .

ou F est 1'endomorphisme de W.Qk défini par Frobenius (1.2.1),

W.Qzl le tronqué naif (0 - W.Qi SL W.C§ >...) , et F' 1'endomor-
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/1 défini par pl_lF en degré i .

phisme de W.
L'analogue de 2.7.1, 2.7.2 en degré > 1 n'est pas encore bien

compris. On peut toutefois montrer que, pour tout i ,

1-F :W.Q; - W.Qi est surjectif pour la topologie étale, et que, si

S est le spectre d'un corps parfait de car. p> 2 et X est de

dimension ( p , on a une suite exacte de pro-faisceaux pour la topo-

logie étale

. d lo . 1-F i
(2.7.5) SK; /P SK, ————ﬂa-w.n§ —-_—»»w.n; -0,
a  SK t 1 tie " boli " a K (i a oﬁgi)
o ix es a partie “"symbolique e K.ix 1mage de Oy , et

dlog{xl,...,xi} = (—1)i(i+l)/2{E(t)

,xl,...,xi} (= dloggl...dlog§i,
avec les notations de 1.6.3). L'injectivité de dlog dans 2.7.5,
équivalente a celle de dlog :§§ix/p§5ix - Q; , n'est, semble-t-il,

pas connue.

3. Théorémes de comparaison et de finitude.

3.1 Soient S un schéma parfait de car. p , W=W(S) ,
W =W (S) , 0 1'automorphisme de Frobenius de W . Soit f:X = S

un morphisme de type fini. Notons (X/W_)

. le topos cristallin de
n’'cris

X par rapport a Wn , 1'idéal panS étant muni des puissances divi-
sées standard. Rappelons qu'on a une projection canonique de

(XM )

. sur le topos zariskien X ([3] 111 3.2)
n’'cris z

ar

. -
Uxm G (X/wn)cris Xpar *

telle que, pour tout faisceau cristallin L et tout ouvert zariskien

L) . Notons QX/Wn le

([3] 111 1.1.4) (asso-

U de X , on ait T(U,ux/wn*L) = F((U/Wn)cris,

faisceau d'anneaux structural de (X/Wn)cris

ciant a tout Wn—PD—épaississement (U, T,5) 1le faisceau QT).

o ))

On peut définir une fléche canonique de D(f W 0

S
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(3.1.1) Ruxiw *Ax/w > "™ wnnx e
compatible aux structures mulf?plicatﬂles des deux membres compatible
aux fleches de transition gRyxA AT*(Xw J " R *Ax/w ) et

AHAX 4 AnSc 7 et fonctorielle Bt x/An ®Hbar applicétion /0B
RF(X -) on en déduit des fleches ayant des propriétés analogues

zar:
(3.1.2) Rr(x/wn) (dIn Rr((x/wn)cr.s,ox/w )) - Rr(x,wn”) ,
n
(3.1.3) H*(XIW ) (DEN HARr(X/Wp) > H (XWOR) -

Esquissons la définition de 3.1.1 , en supposant, pour simplifier,
qu'il existe une immersion fermée i de X dans un W-shéma forme
lisse Y (p-adiqguement séparé et complet), muni d'un W-marphisme
F:Y*Y”"N =YxwWa) relevant le Frobenius de Y*=Y S . Pour
n)/1 , posons = YXWWnh . D'aprés ([3] V 2.3.2), on a un isomor-
phisme canonique de D(f "WQy)

314 '
( ) RuxAn*Ax/ton nVYn nn

ou YN est I'enveloppe a puissances divisées (compatible a celles de
W, de X dans Y, . D'autre part, la donnée de F:Y > Y "
(inutile pour 3.1.4) permet de définir, gréce a Cartier ([16] VII 84),
un homomaorphisme d'anneaux, compatible a F ,

(3.1.5) 0 »W0 ) .

1
Le compost de 3.1.5 avec W(Qn) ~* i1« , ou iy est I'immersion
de X dans , donne naissance, grace aux puissances divisées

standard sur I'idéal WMO) de WQ ) (cf. par exemple ([7] |
0. 216)), & n homomophis™e danned®  O- Y W Q. dont on montre
qu'il se prolonge (de maniere unique) en un homomoarphiame de W™adgy

(3.1.6) Y, O VW nx-



