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UNE INTRODUCTION A L' ETUDE DES

SYSTEMES D' EQUATIONS MICRODIFFERENTIELLES

par P. SCHAPIRA (Université Paris-Nord)

INTRODUCTION.

Dés 1961, B. Malgrange [16] remarquait que l'on pouvait traiter les systémes
d'équations aux dérivées partielles (& coefficients constants) avec les outils de
la géométrie algébrique, c'est & dire en les interprétant en terme de modules sur
1'anneau des opérateurs différentiels. Dans les années 1970, I.N. Bernstein [2],
[3] et M. Kashiwara [8] étudiaient sous cet angle les systémes d'équations a
coefficients polynomiaux ou analytiques en ramenant les propriétés de 1'anneau
filtré non commutatif des opérateurs,a des propriétés de son gradué, anneau
commutatif auquel on peut appliquer les méthodes de la géométrie.

Ce sont ces idées, combinées & celles de la "microlocalisation" qui sont traitées
dans le chapitre 2 de 1l'article de M. Sato, T. Kawai, M. Kashiwara [23] et que nous
rappelons au paragraphe 2 aprés avoir développé au paragraphe 1 une théorie
purement algébrique des anneaux (ou faisceaux d'anneaux) filtrés a gradués
commutatifs, dans l'esprit (et avec certaines techniques) du livre de J.E. Bjérk
[4], en montrant que de nombreuses propriétés de 1'anneau se déduisent de celles de
son gradué, sous une hypothése de noethériannité.

Nous rappelons au paragraphe 3 comment on peut utiliser ces résultats pour traiter
le probléme de Cauchy pour les systémes différentiels [8] ou microdifférentiels

£133, C1s53, [203.

Le lecteur est invité & consulter les ouvrages cités dans la bibliographie pour des
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démonstrations complétes, ou originales, et pour d'autres perspectives sur ce sujet

(en particulier [14] et [11]).

I. ANNEAUX ET MODULES FILTRES

1.1. Filtrations noethériennes.

Nous désignons dans tout ce paragraphe par A un anneau unitaire, non

nécessairement commutatif, filtré sur % , de gradué commutatif. L'anneau A est

donc muni d'une suite de sous-groupes (Ak)kEz vérifiant:
A CAa ,LkJAk=A,1eAO
B B CApygr IR C Ay
Si a €A, ondit que a est d'ordre k € Z si ac¢€ Ak , at¢g Ak_1 , et a est

d'ordre -o si aeﬂAk .
k

On note gr(A) 1l'anneau gradué associé a A :

gr(A) = @ A
xez /Px-1

et si ae€ A on note o(a) l'image de a dans gr(A) . On dit que o(a) est le
"symbole principal" (on dira aussi, quand il n'y aura pas de confusion possible,

"symbole") de a . Si a appartient & A, , on note ok(a) l'image de a dans

k

A , et on dit que ok(a) est le symbole d'ordre k de a . Si a est

kA1

d'ordre k , b d'ordre & , ok+Q(a-b) ne dépend que de o(a) et o(b) et

définit 1'élément o(a)-0(b) de gr(aA) . De méme O (Ca,bl) ne dépend que de

k+2-1

o(a) et O(b) et 1l'on définit ainsi le "crochet de Poisson" de 0o(a) et 0o(b)

par:

{o(a), od)} = (Ca,bl)

0k+2—1
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et 1'on étend ce crochet { , } & gr(aA) par bilinéarité.

Remarquons que pour a, b, ce gr(aA) , on a :

{a, b} = -{b, a}
{a,bct ={a, b} c+{a, clb
{;r {gl _C_]']' + {;I {E-I ;}} + {g: {-a—l a} =0

Un élément a € gr(A) est homogéne si a€ea pour un k € Z . Tout élément

*/By 1

de gr(A) se décompose donc en somme (finie) d'éléments homogénes. Un idéal
gradué I de gr(A) est un idéal tel que si ace f', toutes les composantes
homogénes de a appartiennent a I. Le gradué d'un idéal de A est un idéal
gradué de gr(Aa) .

Tous les A-modules que nous considérons seront, sauf mention du contraire, des
A-modules & gauche.

Soit M un A-module. On appelle filtration sur M la donnée d'une suite de

sous—-groupes (Mk)ke:z vérifiant:

MkCMk+1'\]2’Mk=M

A M CM v,k € %

deux filtrations (Mk)ke:z et (M) sur M sont dites équivalentes s'il

22 e X

existe un entier ¢ > 0 tel que:

Vke Z, Mk—c C Mﬁ C Mk+c

A un module filtré M on associe le gr(A)-module gr(M) = C) et 1'on

keZz Mk/Mk—l'
définit comme pour l'anneau A , la notion d'ordre et de symbole d'un élément
m € M . Les gr(A)-modules que nous considérerons seront gradués.
Si L est un sous-module du module filtré M , les Lk =L F\Mk définissent la

filtration induite de M sur L . De méme si N est 1'image de M par un

morphisme 1y , les N = w(Mk) définissent la filtration image.
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Définition 1.1.: Soit M un A-module filtré. Nous dirons que la filtration est

bonne si il existe ml,...,md €M, ul,...,ud € Z , avec pour tout k € Z

d
M = z: A u
k = k-kj j

Remarquons que M est alors un A-module de type fini, que deux bonnes filtrations
sur M sont équivalentes, et que inversement si M est de type fini on peut le

munir d'une bonne filtration.

n
Exemple: Soit ne N, 21,...,2n € Z . On peut munir A de la filtration:

n -
(A )k —C;)Ak—ﬂ,j ej

oi e, = (0,...,1,0,...,0) € An , 1 étant a la j-iéme place. L'élément e est

b j

d'ordre Rj pour cette filtration. Si lj =0 Vj , on dit que A" est muni de

la filtration produit.

Si a = (a ,an) € A , on a donc pour cette filtration produit

AL

= 3 ' =
ord(a) = sgp ord(ai) , et si a est d'ordre k , o0o(a) (Gk(al)""’ck(an)) .

Définition 1.2.: Nous dirons que la filtration sur A est noethérienne (& gauche)
si:
- gr(A) est noethérien
- les sous-modules & gauche de AZ sont fermés pour la topologie A_l—adique
(pour tout n € N).

-A, = (A )k pour tout k > 0O

-k -1

Remarquons que ces conditions entrainent que les éléments de la forme

1+a, ac A_, , sont inversibles dans AO .

1
ple: ' ' opé diffé tiels holomorphes en
Exemple: L'anneau 527n des germes d'opérateurs différentiels holomorp

C ,x

xe " , filtré par 1l'ordre des opérateurs, a une filtration noethérienne puisque
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(f@? ) =0 pour k<0 et =& pour k = 0 , et cet anneau est

n k n

C ,x

noethérien.

Proposition 1.3.: On suppose la filtration de A noethérienne. Munissons a"

J

Soit I un sous-module de An , u

la filtration C)A e, pour laquelle ej est d'ordre lj , pour des lj € Z
b

1,...,ud des éléments de I d'ordre

k1""’k dont les symboles o(ul),...,o(ud) engendrent gr(I) . Alors pour

el

tout k € Z
d
n
IN(A )k = jZ=1 Ak—kj uj

En particulier la filtration induite par a? sur I est bonne.

[}
Démonstration: Posons IZ =1 f\(An)z , et JR = Z: Az—k u, . Soit ue IQ .
j=1 J
Alors o(u) = g aj o(uj) , avec aj € Az'kj/Ag_k » . Choisissons aj € Al—kj ,
b
avec c(aj) = aj
u = ; a, u, +v, v E Il—l

J

On a donc pour tout £ € Z

JoCr,Ca +1)

Pour k assez petit Ik est contenu dans (Ao)n , et comme les sous-modules de
(Ao)n sont fermés pour la topologie A_l—adique, on a :

Jk = Ik pour k << 0

2

I, C Jp *+ I vk V&

et donc I, =J, V&

2 L
Corollaire 1.4.: On suppose la filtration de A noethérienne. Soit M un

A-module muni d'une bonne filtration, L un sous-module de M . Alors la

filtration induite par M sur L est bonne.
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(Remarquons que la filtration image de M par un morphisme 1 , est trivialement

bonne) .

Démonstration: Soit ul,...,ud , d'ordres kl""’kd , définissant la filtration

de M :
=1z u,
Mk i Ak—kj 3j
: da . . d : :
Munissons A~ de la filtration (A )k =C)Ak_k ej , et soit | le morphisme de
j .

- v
Ad sur M définit par W(ej) = uj et ¥ = 1} 1(L) . Munissons L de la
filtration induite par Ad : celle-ci est bonne par la proposition 1.3 et la

N
filtration induite par M sur L est la filtration image de L par ¥ .

Corollaire 1.5.: On suppose la filtration de A noethérienne. Alors A est
noethérien (& gauche) et si M est un A-module muni d'une bonne filtration,
on a :

i) M est séparé: C? Mk = {0}

ii) tout sous-module L de M est fermé: L = f\ (L + Mk)
k

iii) gr(M) est un gr(A)-module de type fini, et si gr(M) est libre, M est

libre.

Démonstration: Il est clair que A est noethérien, par la proposition 1.3.

Représentons M par une suite exacte:

00— I— Ad — M —> 0

ou w(ej) = uj ’ Mk =LA uj , et munissons Ad de la filtration

(1-\d)k =®Ak-k ej et I de la filtration induite, si bien que la suite
J ]

0 — gr(1) — gr(Ad) — gr(M) — O

est exacte.
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Alors I = f\(I + (Ad)k) car ces deux sous-modules de Ad ont méme gradué et on
k

peut leur appliquer la proposition 1.3. Par suite M est séparé, ainsi que M/L
et L est fermé.
Comme gr(M) est l'image de gr(Ad) , c'est un gr(A)-module de type fini.

Supposons qu'il soit libre, et soit V. ,...,;; , d'ordre 21,...,2r , une base de

1

gr (M) , Vl""'vr des éléments de M de symboles ;-,...,;; . Alors si N est

1

le sous-module de. M engendré par Vl""’vr , on a pour tout k € Z

et par suite N (N+Mk) =M, donc N =M . Considérons les suites exactes
k

0—Jg—a —sM—0
0 —gr Jg — gr(Ar) —> gr(M)—/8 0

X
ol ("), —;QAk_gjej P M= 3 Ak-zj vy -

Alors gr(J) = 0 et par suite J =0 , donc M est libre.
Corollaire 1.6.: On suppose la filtration de A noethérienne. Soit:

(*) L—M—N

o
un complexe de A-modules filtrés (¢(Lk) C Mo, w(Mk) C N Y o¢ =0 , la

filtration de M étant bonne. Soit:

(*) gr (L) — gr (M) — gr (N)

¢ v

le complexe déduit de (%), et supposons la suite (*) exacte. Alors la suite

(*) est exacte.
Démonstration: Soit u ¢ Mk , Y(u) =0 . Soit g(u) 1l'image de u dans

Mk/Mk—l :

o =¢(v , vel
/Ty
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On choisit v € Lk , O(v)

]
<

u=¢(v) +w, w E Mk—1

et par récurrence:

~Z

ue (M) ($(L)
k

Il reste & appliquer le corollaire 1.5.

Proposition 1.7.: On suppose la filtration de A noethérienne. Soit M et N
deux A-modules munis de bonnes filtrations, { un morphisme de M dans N
respectant les filtrations (w(Mk) C Nk vk € Z) , w- le morphisme de gr (M)

dans gr(N) associé & Y . Alors:

gr(Ker ) C Ker § et ImP C gr(Im )
et on a l'équivalence:

gr (Ker ) = Ker J@ Im -(17 = gr (Im )

Démonstration: Notons o 1l'application symbole principal, de M dans gr(M) ou

de N dans gr(N)

i) Soit a € gr (Ker ) que l'on peut supposer homogéne de degré k . Soit

aemMm , o) =a, V(a =0 . Alors Y(a) =o(p(a)) =0 .

ii) Soit b e Im $., que l'on peut supposer homogéne de degré k . Soit
aec Mk/Mk_1 , avec Y (a)

b=o@W) .

b , et soit a e Mk , 0(a) =a . Alors

Ker J et soit b € gr(Im ) un élément homogéne

iii) Supposons que gr (Ker {)

d'ordre k . Onadonc b =0((a)) pour ae M, , avec k' >k . Montrons

k"'

que l'on peut se ramener & k' = k , ce qui entrainera b = @ko(a)) .

Supposons donc k' > k , et par suite

Yv(o(a) =0
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L'hypothése implique l'existence de ¢ € M , avec 0(c) = o(a) et Y(c) =0 .

On a donc:
b = o(Y(a-c))
et a-c est d'ordre < k'-1 .

iv) Supposons que Im ¢-= gr(Im §) et soit a € Ker ﬁ-, homogéne de degré k .
Soit a € Mk , avec o(a) =a . Alors Y(a) € Nk-l , et 1'hypothése implique

'3 : -
qu'il existe a; € Mk-l , avec Y(a al) €N __

k-2 ° On voit par récurrence que:

v ez , VYla-a,-a, ... —al) € N

1 72 k-2

our des a_. € . . Donc:
P 3 € M3

Y(a-a;-...-a ) € Q W _ ) +Np)

pour r>>a
mais ce dernier espace est égal a w(Mk_x)V par le corollaire 1.5. appliqué au

- ] v —a! =
A -module Nk-r' Par suite il existe aj eM _, avec P(a al) 0, et
-a' =_
ola-aj) = a .
Remarque: Soit I wun idéal de A (ou un sous-module de a” ). On appelle base

involutive de I des éléments (u .,ur) € I dont les symboles engendrent

17"
gr(I) . On peut traduire le lemme précédent en disant que les (ul,...,ur)
forment une base involutive si et seulement si toute relation entre les symboles

des (uj)j provient d'une relation entre les (u.)

3’3

1.2. Idéal caractéristique.

Soit M un A-module filtré, gr(M) 1le gr(A)-module associé, IM 1'annu-

lateur de gr(M)

I, {aegrd) ;au=0 vue gr (M)}

Alors I est un idéal gradué ainsi que /IM sa racine.
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Proposition 1.8.: Deux filtrations équivalentes définissent le méme idéal VIM .

Démonstration: Soit a € VIM un élément homogéne. Il existe q > 1 avec

—q

a’ € IM . Soit a € AP avec OP(a) =a
ale IM(@»aq Mo C Mgy VK

et donc
aQqu C Myipa-t

Si (Mi)k.sz est une filtration équivalente, on aura:
a*y ¢ Myotger VK

pour £ assez grand.

Soit M un A-module de type fini. L'idéal VI associé a une bonne filtration

M

sur M ne dépend donc que de M .

Définition 1.9.: On note cet idéal Icar(M) et on dit que Icar (M) est 1'idéal

caractéristique réduit de M .

Proposition 1.10.: On suppose la filtration de A noethérienne.

Soit 0——> L —> M —> N——> 0 une suite exacte de A-modules de type fini.

Alors:
Icar (M) = Icar(L) N Icar(N)

Démonstration: On munit M d'une bonne filtration, N de la filtration image,
de la filtration induite, qui est bonne (corollaire 1.4.). Alors la suite

0 —> gr(L) —> gr(M) —> gr(N) —/> 0 est exacte et la proposition en résulte.

Théoréme 1.11.: (O. Gabber, [7]). On suppose que gr(A) est une @-algébre
noethérienne. Soit M un A-module de type fini. Alors Icar (M) est

involutif, i.e.:

{ Icar(M), Icar(M)} C 1Icar(M)
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La démonstration de cet important résultat est assez longue et nous renvoyons le
lecteur a [7].

Supposons la filtration de A noethérienne et soit C (resp. C ) une sous-
catégorie abélienne de la catégorie A des A-modules (resp. grad(A) des

gr (A) -modules) de type fini. On suppose que si M € Ob(C) est muni d'une bonne
filtration, gr(M) appartient a Ob(C) . Soit X une fonction additive sur c

a valeurs dans un groupe commutatif I (cela signifie que X est une application
de Ob(C) dans T qui vérifie: pour toute suite exacte 0 —> L—M— N —0

dans C , X(H) = X(f) + X(-ﬁ) ).

Proposition et définition 1.12.: Dans la situation précédente soit M € Ob(C)

muni d'une bonne filtration. Alors X(gr(M)) ne dépend que de M et pas de

la bonne filtration choisie. On pose:
X (M) = x(gr(M))
et la fonction X ainsi définie sur C est additive.

Démonstration: Soit (Mk)k et (M)'()k deux bonnes filtrations sur M . En

remplagant Mk par Mk + Mi on peut supposer qu'il existe £ > 0
Al L]
My c Mk C Mk+£ vk
a) Supposons £ =1 . On a les suites exactes de A°~modu1es:
0O— M' —_— _— , ™0
S T e T oy

T e T ey T e, T

Notons L,N et N[-i] respectivement les gr(A)-modules:
L -@w N-®
P P o

N1 =?Mk—1/M]'(_1 .
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On a donc des suites exactes de gr(A)-modules:

00— L —>gr(M)—> N—>0

0— N

[-1]

—> gr(M') — L —0

ce qui prouve L,N, N[-l] sont des gr(A)-modules de type fini. Comme N

et N[-l] sont isomorphes, ¥ (N) = X(N[-ll) , et par suite

X(gr(M)) = x(gr(M")) .
b) Posons M]'; = Mk + M]'(_'_1
alors M C M]’; C Mo

Mi ¢ M; ¢ Mi+2
et par récurrence, YX(gr(M")) = x(gr(M')) = yx(gr(M)) .

c) Ona vuque si 0O—>L—>M—>N—>0 est une suite exacte dans A , on
pouvait munir ces modules de bonnes filtrations si bien que

0 — gr(L) —> gr(M) ——> gr(N) —> 0 soit une suite exacte dans gr(a) .

Rappelons trés briévement les notions classiques de dimension et multiplicités [24]
Soit B un anneau commutatif unitaire noethérien, q un idéal premier de B , M
un B-module de type fini. Alors M/gM est un B/gB-module de longueur finie si
et seulement si tout idéal premier qui contient & la fois g et ann{M) est
maximal, et cette condition ne dépend que de q et VAnn (M) , la racine de

Ann(M) . Si cette condition est satisfaite la fonction qui & ne N associe la
longueur du module M/qn+1M prend pour n grand les mémes valeurs qu'un polyndme,
noté Pq(M) , le polynéme de Hilbert-Samuel de M relativement & q .

Soit 4 = dq(M) le degré de ce polynéme. Alors dq(M) ne dépend que de q et
VBnn M , et s'appelle la dimension de M (en q) . On conviendra que dq(M) = +

si M n'est pas de longueur finie.

/aM
Si dq(M) < © , on note eq(M) le produit par d! du coefficient de plus haut
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degré du polyndme Pq(M) . C'est un entier positif que l'on appelle la
multiplicité de M (en q).
Si 0—> L —M —>N—>0 est une suite exacte de B-modules de type fini , on

a:

dq(M) = sup(dq(L), dq(N))

Soit B(gq,d) la catégorie des B-modules M de type fini tels que dq(M) 4.
Alors B(q,d) est une catégorie abélienne, et la fonction qui & M € Ob(B(q,d))
associe d!-fois le coefficient de degré d du polyndme Pq(M) est additive. En
appliquant ces remarques a l'anneau B = gr(A) on peut donc énoncer grice a la

proposition 1.12.:

Proposition 1.13.: On suppose la filtration de A noethérienne.

Soit M un A-module de type fini, q un idéal premier de gr(a) .

a) Supposons M muni d'une bonne filtration. Alors dq(gr(M)) ne dépend que
de M et pas de la filtration choisie. On le note dq(M) .

b) Supposons dq(M) ~ ~ . Alors l'entier eq(gr(M)) ne dépend que de M et
pas de la filtration choisie. On le note eq(M) .

c) Soit 0— L—— M——> N——> 0 une suite exacte de A-modules de type

fini. Alors:

dq(M) sup(dq(L),dq(N))

LI ’
eq(M) eq( d) + eq(N d)

oll on a posé:
e (L) si 4 (L) =4 (M
q ) i q - )
eq(L,d) =

0 i da (L) <da (M
s q( ) q( )

et de méme pour eq(N,d) .
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1.3. Dimension homologique.

Soit B un anneau, non nécessairement commutatif (nous ne considérons pas de
filtration sur B ). Rappelons que l'on dit qu'un B-module (& gauche) P
(resp. I) est projectif (resp. injectif) si le foncteur HomB(P,~) (resp.
HomB(-,I)) est exact. Les modules libres sont projectifs, et tout module
projectif est facteur direct d'un libre.

On appelle résolution projective de M une suite exacte

(*) O«—Mé—Po<—P1‘__...

par des modules projectifs Pi . De méme une résolution injective d'un module N

est une suite exacte

(*%) 0——'N——>Io—?11'—*...

ol les Ij sont injectifs.

Tout B-module admet une résolution projective (resp. injective). Si B est
noethérien (4 gauche) et M de type fini, M admet une résolution par des modules
libres (donc projectifs) de type fini.

Soit M et N deux B-modules (& gauche).

Le groupe Extg(M,N) peut se calculer en appliquant le foncteur HomB(-,N) a la
résolution projective (*) de M et en prenant le j-iéme groupe de cohomologie

obtenue:

Ker[Hom(Pj,N)-———*Hom(Pj+1,N)]

Extg (M, N)
Im[Hom(Pj_l,N)———+ Hom(Pj,N)]

o - -
ExtB(M,N) Ker[Hom(Po,N) —_ Hom(Pl,N)] = HomB(M,N)

ou encore en appliquant le foncteur HomB(M,-) a4 la résolution injective (%*) de

N , et en prenant le j-iéme groupe de cohomologie obtenu. On en conclut que:

Extg(M,N) =0 Vj>n, VYNE>M admet une résolution projective
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de longueur n (i.e. une résolution (*) avec Pj =0 Vj >n)
Extg(M,N) =0 Vj >n, YM<E>N admet une résolution injective de
longueur n .

Lemme 1.14.: On suppose l'anneau B noethérien, et on suppose que tout B-module
M de type fini admet une résolution projective de longueur finie par des
modules de type fini.

a) SGit M un module de type fini tel que Extg(M,B) =0, Vj >n . Alors:

Extg(M,N) =0, Vj>n, VN
b) Supposons que Extg(M,B) =0, Vj>n, VM de type fini. Alors:
Ext;(M,N) =0, Vi>n, VM, VN.

Démonstration:
a) Soit P un module projectif. Il existe Q avec P () Q=L , L libre. On
en conclut que Extg(M,P) =0 Vj>n, VP projectif. Soit maintenant N un

module de type fini admettant une résolution projective de longueur r .

O¢—— N— P — ..
[o]

— P «—0
r

Démontrons par récurrence sur Y que Extj(M,N) =0 Vj>n. Pour r=20,

N est projectif. Supposons le résultat démontré pour r - 1 , et soit N1

1'image de P dans P_ . Alors ExtJ(M,N ) =0 Vj >n , et on a la suite
o 1

1

exacte:

0 ¢— N¢— P04—N14—-0

Appliquons le foncteur Hom(M,-) & cette suite exacte. On obtient la suite

exacte longue:

... —Ext] (M,N,) — Extd (M,P_) — S ExtI (M,N) —— ...

3

et par suite Ext”(M,N) =0 Vj > n .
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Dans le cas général écrivons N = lig Na , ol Na parcourt la famille des

o .
sous-modules de type fini de N . On peut calculer ExtJ(M,N) en prenant une
résolution de M par des modules de type fini, ce qui prouve que:

3

Extd (M,N) = %g Ext” (M,N )

et achéve la preuve de a).

b) On a donc Extj(M,N) =0 Vj>n, VN, VM de type fini. Soit N un
B-module. Comme Extj(M,N) =0 Vj>n, VM de type fini, N admet une
résolution injective de longueur n , et par suite Extj(M,N) =0 VM, Vj > n.
Revenons & la situation antérieure, oi A est un anneau filtré. Soit M un

A-module filtré. On appelle résolution libre filtrée de M une suite exacte

0— M— Fo+——— F1+———-...

ou les Fi sont des A-modules libres filtrés, les morphismes respectant la

filtration, et telle que la suite obtenue en passant au gradué
0 «——-gr(M)f———-gr(Fo)*———-gr(F1)+———...
soit exacte.
Si M est muni d'une bonne filtration et si la filtration de A est

noethérienne, M admet une résolution libre filtrée, puisque si Yyreeerlyg

P, ' - .
sont des éléments d'ordre kl""'kd de M tels que Mk § Ak—kj uj il

suffit de prendre Fo = A" muni de la filtration pour laquelle ej est d'ordre

kj . On a alors une suite exacte filtrée:
0 ¢— Mé— F°4——— I«— 0

et la filtration de I , induite de celle de Fo, étant bonne, on peut
recommencer cette opération avec I & la place de M . On construit ainsi de

proche en proche les Fi .

Proposition 1.15.: On suppose la filtration de A noethérienne, et aussi que tout
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gr (A) -module de type fini admet une résolution projective de longueur finie par
des gr(A)-modules libres de type fini. Alors:
1) Les A-modules projectifs de type fini P sont stablement libres (i.e.: il

existe Lo et L libres de type fini avec P () Iq =L ).

1 o

2) Soit M un A-module de type fini tel que Extg(M,A) =0V j>n. Alors

M admet une résolution projective de longueur sup(l,n) par des modules

libres de type fini.

Démonstration:

a) Les modules projectifs de type fini sur gr(A) sont stablement libres. En

b)

effet soit P un tel module, et

une résolution libre de P . Si n=1,ona P @ L1 = Lo puisque P est
projectif. Raisonnons par récurrence sur n et soit Ei 1'image de la fléche
EI;——4 E; . Alors E& est projectif et stablement libre d'aprés 1'hypothése

de récurrence. Soit L un gr (A) -module libre tel que F; C) L soit libre.

La suite:

est une résolution libre de longueur 1 de P .
Soit M un A-module de type fini, et considérons une résolution libre filtrée

de M :

0 — Me— L —L ...

0 «— gr(M) «— gr(Lo) — gr(L1)+——

et remplagons Ln par Pn le noyau de la fléche Ln-——+ Ln , et gr(Ln) par

-1
gr(Pn) qui est égal par construction au noyau de la fléche
gr(Ln)-———?gr(Ln_l) . Pour n assez grand, gr(Pn) est projectif, donc

stablement libre. Soit L un A-module libre de type fini muni d'une bonne
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filtration tel que gr(L) soit libre et gr(Pn) C) gr(L) soit lui aussi
libre. Le module Pn C) L est libre d'aprés le corollaire 1.5. 1iii), et la

suite:

0 ¢—Me—1L L L, ®t P ® L 0

-2

est une résolution libre de longueur finie de M .

Le raisonnement fait en a) prouve alors que les A-modules projectifs sont
stablement libres, et l'assertion 2) en résulte aussitdt.

Soit M un A-module & gauche. Le groupe HomA(M,A) est naturellement muni
d'une structure de A-module i droite. On le note M*¥ . Si M est filtré, on

définit une filtration sur M* en posant:

My = {u € Hom, (M,A) ; u(M;) C A v}

L+k

Proposition 1.16.: On suppose la filtration de A noethérienne & droite et &

gauche. Soit M un A-module muni d'une bonne filtration, et supposons que

E (gr(M) ,gr(A)) = 0 pour un j € N . Alors Extg(M,A) =0

3
thr (a)

Démonstration: Soit 0 ¢— M — Fo*———... une résolution libre graduée de M ,
0 «— gr(M)«———-gr(Fo)#——— ... la résolution de gr(M) associée. Appliquons la

fonction HomA(-,A) 4 la premiére suite et le foncteur Hom (-,gr(a)) a la

gr (a)

seconde. Le groupe Ext;(M,A) est calculé par le j-iéme groupe de cohomologie du

complexe de A-module & droite:

0 —-PF: —)F: —_ ...

A J
t d Ext
et de méme pour Ex gr (8)

modules libres. Il faut donc vérifier que l'exactitude de la suite

(gr M, gr(A)) , puisque les gr Fi sont des gr(A)-

* * *
(gr(F, )" ——(gx(F,))* — (gr(F, )

1
entraine celle de la suite

F¥ — ¥ — F*
1- 1 1

1 +1
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Mais (gr(Fi))* est le gradué de FI , et il suffit d'appliquer le corollaire

1.6., la filtration de A étant noethérienne a droite.
1.4. Platitude.

Proposition 1.11[4J:Soit A C B deux anneaux filtrés, la filtration de B

induisant celle de A . On suppose:

- les filtrations sur A et sur B sont noethériennes

~ gr(B) est plat (resp. fidélement plat) sur gr(A) (pour la structure graduée)
Alors si I est un sous-module de A" , 9gr(BI) = gr(B)gr(I) et B est plat

(resp. fidélement plat) sur A (comme module & droite).

Démonstration:

a) On a l'inclusion évidente gr(B) - gr(I) C gr(B-I) . Soit ul,...,ur des
générateurs de I dont les symboles engendrent gr(I)., bl""’br €B,
v=ZLb,u Il faut démontrer que o(v) appartient & gr(B) . gr(I) . Soit

o T
J
d l'ordre de v , kj 1l'ordre de uj , d' ¢Z tel que les bj sont d'ordre

<a4a' - kj . 81 d'<d, o(vy =Lo (bj)o(u ) et le résultat est démontré.

- d-k 3
J J
Supposons donc d' > d4d .
Comme Od,(v) =0 on a:
§od,_kj(bj) O(uj) =0

La platitude de gr(B) sur gr(A) entraine l'existence de:
—l

< . € gr(d), b! € gr(B) , homogénes tels que:

i) i
= 3 b e =
Od'—k.(bj) z i, b+ 2 i,5 o(uj) 0
J i 3
choisissons ci,j €A, bi € B de symboles principaux E;,j et E}
avec I c, 3 uj = 0 (ce qui est possible par la proposition 1.7.)
j ’
N N

alors b, =I b!c, ., +b,, ord(b.,) < d'-k,

. i 1i,] J J J

1
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et par suite

i,3° 3 .3 3

v =1 (Ib]c Ju. + T B. u
j i j

Munissons B®A I de la filtration pour laquelle 1€<)u:.I est d'ordre kj .

On a des morphismes

gr () ®

.gr(I — gr(B® 1) — gr(B)

gr (R) 'Y

La premiére fléche est injective et le composée surjective, donc par platitude :

gr(B@A I) = gr(B) - gr(I) = gr(BI)

On en conclut que B®A I =~ BI par le corollaire 1.6.
Soit I un idéal de A , tel que BI = B . Alors gr(B) - gr(I) = gr(B) , et
donc gr(I) = gr(A) par fidéle platitude. La filtration de A étant

noethérienne, I =A .

. Cohérence.
Soit maintenant X un espace topologique, a un faisceau d'anneaux filtrés
X . Le faisceau u, est donc muni d'une suite croissante (dﬁc)kez de
s faisceaux en groupes, définissant pour tout x € X une structure d'anneau
tré sur ax , l'espace des germes en x de sections de a Nous supposerons
demment que ax vérifie les conditions énoncées au début de ce paragraphe, et
si que:
pour tout ouvert % de X , toute section a de a sur % ’

1'application de % dans Z U {-»o} qui a x ¢ %associe ord(ax) ,

l'ordre de a dans ax , est localement constante.

Nous dirons alors avec [4] que a vérifie la condition ¢ . Cette condition

ass

filtration sur un a-module m est la donnée d’une suite croissante (m

de

ure que ¢ définit un morphisme de faisceaux de a sur gr(a) . Une

k)kez

sous- ao-modules de m vérifiant qkaC mkHZ, ’ E{}mk = m . Une
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filtration est bonne sur %C X s'il existe des sections ul,...,ur de m sur

% , des entiers kl""’kl € Z tels que mk = ).'. ak-k uj .
3 3
Rappelons quelques définitions:

Soit m un a—module (i.e.: un faisceau de a-modules).

- On dit que m est de type fini sur % s'il existe une suite exacte sur % :

A"126— Weé— o
- On dit que m est de présentation finie sur % s'il existe une suite exacte

A~26— A126— Y26— o

- On dit que m est cohérent si m est localement de type fini, et si le noyau

de toute suite exacte:

Ar26— W26— o

est localement de type fini.

- Si a est lui-méme cohérent, les modules cohérents sont donc les modules de
présentation finie .

- On dit [11] que a est un faisceau noethérien si:
a est cohérent, Vx € X ax est un anneau noethérien, toute famille d'idéaux

cohérents de Q sur un ouvert % CX est localement stationnaire.

Exemple: Le faisceau On des fonctions holomorphes sur ¢” est noethérien.
c

Proposition 1.18. [4] Soit a un faisceau d'anneaux filtrés vérifiant la condition

0 . On suppose que:
- ¥x , la filtration sur ax est noethérienne
- gr(a) est un faisceau cohérent (resp. noethérien) (pour la structure graduéd

Alors (j/ est cohérent (resp. noethérien).

Démonstration: Soit ¢ wun morphisme de ar dans as ’ I= Ker ¢ , lF le
morphisme associé de gr(ar) dans gr(us) ’

J = Ker Y , et soit x € X . Quitte & remplacer | par une
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application & de CI Q Cl dans (,S , avec

(I«(aL...,a, bj,... ") = (™a.. .,a) +Ebv ) ; pour des v elm
j

choisis tels que Imip et les synboles des v. engendrent gr(Imty) en x , on

peut supposer que Im\j) =gr(Im\y en x . Aors or ( = par la
proposition 1.7. et coome 9r(~) CJ et gll6 J est cohérent, de type fini
ona 9 ( =J auvoisinage de x . Donc gr ( est de type fini, et

aussi par la proposition 1.3. appliquée en tout point d un voisinage de x .
Cette néne proposition 1.3. nontre que Si CN™ sont deux idéaux de 0/ tels
que gr(”) =gr ( Af") alors %M . Il enrésulte que si gr(CX) est

noethérien, Ct aussi.
Proposition 1.19.: On fait les hypothéses de la proposition 1.18. Soit fyfl un

C¥-nodul e nuni d une bonne filtration. Aors "Mf)(lest cohérent si et
seulement si  gr( 23") est cohérent.
Dénonstration: On représente |ocal enent par une suite exacte
0>gr( — gr((Xn) — gr(@Jne 0
ou (3tn est muni de la filtration © v e 'les (ip(%),lé) définissant la

3 MG T

filtration de Aors lasuite

0 >gr( — gr((Xn) e gr(%$£) « 0

est exacte, et on est ranené a dénontrer que si est |ocal enent de type fini,
or( aussi (la réciprogue résultant i mmédi atenent de la proposition 1.3). Soit
ut,...,ur des générateurs de sur un ouvert , que I'on peut choisir tels
que a(uw), ... ,a(u.) engendrent gr ( J*, ) , pour un X e

u .

Ecrivons | es suites exactes:
0« Jegr ( (%) —2gr ( (W)
4>

0 o J e ogr ( (%r)—<Z>0 (
oo (@ (a1, — ,ar) = E u.
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