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MELANGES.

SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES HYPERELLIPTIQUES AUX FONCTIONS
DE PREMIERE, DE SECONDE ET DE TROISIEME ESPECE;

Pir M. HERVITE. .

P dx ot
Q‘/E’ u
P, Q et R sont des polyndmes quelconques en z, dont le dernier
est supposé n’avoir point de facteurs multiples, s’ouvre par la ré-
duction i un terme algébrique et aux fonctions de premiéye, de
seconde et de troisiéme espéce. La méthode consiste a décom-
poser, en ane parlie entiére et en fractions simples, la fraction

. P . R , ., xmdz
rationnelle =, ce qui raméne d’abord aux quantités i
Q VR

L’étude des intégrales hyperelliptiques de la forme f
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fJ__\/—E, on fait voir ensuite que, en désignant le degré
J (@ —a)prt

de R par r, la premiére peut étre réduite pour toute valeur de
m, aux cas ou cet exposant ne surpasse pas 77— 2, tandis que
la seconde se raméne, par un procédé analogue, au seul cas de
p = 0.

Dans une lecon a la Sorbonne, je me suis placé a un point de
vae différent pour traiter cette question importante, et je vais I'in-
diquer en peu de mots.

Je partirai de la forme du dénominateur Q, que donne la mé-
thode des racines égales, a savoir

Q = Ar B Q1+l

9
A, B, G, ... n'ayant que des facteurs simples ; mais, en outre, je

mettrai a part, s'il y a lieu, ceux de ces facteurs qui appartiennent
au polynome R. Dans ce cas, j’adopterai I'expression suivante :

Q = AwH BB L, STT= ...,

ouS, T, ... sont des diviseurs de R, et il me sera ainsi permis de
supposer A, B, C, ... premiers avec R.

Cela étant, nous pouvons écrire, en désignant par G, H, ..., M
des polynémes entiers

P G H M .
Q 1o Tren il S‘+“.,

et celte expression conduit & deux types d’intégrales

* Gdrx ot Mdzx~
— — _——)
J AR S°VR
que je vais considérer successivement.
Je ferai d’abord dans la premiere

N G = AX —~ A'RY,

en remarquant qu’on satisfait a cette condition, au moyen de po-
lyndmes entiers pour X et Y, attendu que A et A’R n’ont aucun

facteur commun, d’aprés ce que nous avons supposé. Nous aurons
donc

Gdr Xdr | /“A’Y\/de

JasnyR T GyR ) A
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ou encore

fAifl;ﬁ :f 5. Pl YR a

Mais on oblient, en intégrant par parties,

/D <A¢>Y¢Rd “/R fD“(Ya‘/E)dx

A

et I'on en conclut la relation

Xdr x(Y\/ﬁ _YYR -
Ant+t ‘/ﬁ “\/R 2A* %A’

a laquelle je donnerai cette autre forme

Gdz_, _ (Gide YVR
an+”/ﬁ - A*V/R 2A®’

en posant, pour abréger,

Gi=X+ YR + LYR.
2% a

On voit que, G; étant un polyndéme entier eomme G, cette
égalité donne une formule de réduction dont I'application répétée
conduit & I’expression générale

G dz _ de_’_dn/ﬁ
fA“+‘/R—fA¢E As’

ou II et ® représentent des fonctions entiéres de la variable.

Considérons en second lieu l'intégrale fgj%, ou S est supposé
un diviseur de R, de sorte qu’on peut poser
R = SU.

Cela étant, je détermine deux polyndmes entiers X et Y, par la
condition
M = SX + §'UY,

a laquelle on peut ainsi satisfaire, puisque S et S'U sont premiers
entre eux. Nous obtiendrons par la

M d.r X dr S'UY
— dx.
fsWR fS" R fS"¢R
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puis, en remarquant qu’on peut écrire successivement

fSUYd _ ‘SY;/II‘d
S*VR s+t

S

_ /‘Dx< ' >Y¢ﬁdx
i1 1
2 S 2

. /T +/ D.(YVT) dz,

(s—1)8" 3 (s—4)s" %
cette égalité prend la forme
Mdr _ " Xdo Dx(YJU) Y/U
s /R 5] .,__!
SRCSSVRE s s
Posons, pour abréger,
M, =X+ —— YU 4+ —— Y'U,
20 —1 lO’———e-

nous en concluons facilement

M dx __melx _ Y/E .
S°yR S-1yR (s —1)S°

C’est donc encore une formule de réduction, et dont 'application
peut se continuer sans qu’on soit, comme précédemment, arrété
par la présence d’un logarithme. De proche en proche, nous en
concluons 'expression générale

)

M dz ®dr HYR
VR s Tt Tee
f STVR S
dans laquelle © et H représentent des polyndmes entiers.

Revenons maintenant a I'intégrale hyperelliptique, qui a été re-
présentée par la formule

de_f' Gde Hdz _ (Mdz
QyVR A+l y/R B#+1 /R f S°vR

Les résultats précédemment obtenus donnent la conclusion
suivante :

Soit K= ABC. .. le produit des facteurs simples de Q, qui
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n’apparliennent pas 4 R; si 'on pose Q = KL, on aura
P&vl[me GVR
— = — ’
L QvR KyR L
en désignant par I et G des polyndmes entiers en .
L’intégrale a laquelle se trouve ainsi ramenée la proposée con-

. . . , . . r
duit immédiatement, si I'on décompose la fonclion rationnelle K

en fractions simples, aux fonctions que 'on nomme de troisiéme
R . . .y F . , . .
espéce. Mais la partie entiére de i’ que je désignerai par E, nous
améne A traiter un dernier point, ayant pour objet la réduction de
I'intégrale [ —=- Dans ce but, j’emploirai le développement en
/R ) PP
. . . , .
série, suivant les puissances descendantes de z, de I'expression
sulvante :
1 ‘B dr

L B

VRJ VR
qu’on obtient facilement, comme on va voir.

Désignons par r le degré de R, et supposons le module de la
variable supérieur au module maximum des racines de I’équation
R = 0; on aura d’abord

Multip}im?s ensuite par le polyndme E, dont je représente le degré
par e, il viendra ainsi

E -z Y
= 2 —~1 —_ LR
R z <§xe+(3,we ek o+ >7

et, par conséquent,

(2 )

r r
e — ——+1 e— — !
2 2

. . . I
Nous concluons de la, en multipliant de nouveau par —, qu’on

VR

peut écrire
1 E dr

vRJ VR

=M~+S,

.
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M étant un polynéme en z de degré e —r -1, S une série

. . . .. logz
—A~ -+ éi + -+, & laquelle s’ajoute, s'il y a lieu, la quantité 7%_—,

multlpllée par une constante. C’est le polynéme M qui conduit a

la réduction cherchée. Ayant en effet

IMR'+ M'R
x(w¢R)—-——:@€——,

\/
ou j'écris, pour abréger,

N = E—{MR — M'R, '

je considére I'égalité

et je remarque que le degré de N résulte immédiatement de la

relation '
N d:r

SYR= | —=
VR
Si on le désigne par n, et qu’on développe suivant les puissances
descendantes de la variable, on trouvera en effet, en égalant les
exposants les plus élevés dans les deux membres, la condition

” ,

—— =R — =1

2 2

On a donc n =1r — 2, et I'égalité
Edz N dx

VR J VR

donne, comme nous I'avons dit, la réduction de l'intégrale pro-

posée. Je terminerai en remarquant que I’équation générale précé-
demment obtenue, & savoir

+ MyR

- P dx /F dr  GJVR
= — H
QvR J KyR L
ne détermine pas complétement les polynémes F et G. Sans altérer

la forme du second membre, on peut, en effet, lui ajouter la quan-
tité identiquement nulle

.;l,ll ’
/: R+ Ra’ —UVE,
VR
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ol H est un polyndéme arbitraire. Mais nous voyons par la qu'on
peut toujours, en disposant de ce polyndme, supposer le degré de
G moindre que celui de L.

Pour plus de clarté, désignons par f, g, k, [ les degrés de F,
G, K, L; on aura ainsi g = [/ — 1, et notre égalité montre, en dé-
veloppant suivant les puissances descendantes de z le terme al-
gébrique et les deux intégrales, qu'il faut prendre f=r + k — 2,
si l’'on suppose, comme on peut le faire, le polynéme P de degré
moindre que Q. Cela étant, il est facile de voir que G et F se
trouvent alors déterminés. Prenons en effet la dérivée de I'équa-

. . L
tion, et remarquons pour cela que le quotient T est de la forme

J .
KR’ en désignant par J un polyndme de degré r + & — 1. Un cal-

cul facile nous donne
P=FL + G(%KR'——J) + G'KR;

or, le degré par rapport & z de l'identité a laquelle il faut ainsi sa-
tisfaire étant r + k + {— 2, on obtient r 4 & + [ — 1 équations
qui déterminent, par conséquent, les coefficients de G, au nombre
de [, et ceux de F, au nombre de » +~ & — 1. De la résulte un
second procédé que je me contenterai d’avoir indiqué en quelques
mots, pour parvenir & la formule générale de réduction des inté-

grales hyperelliptiques.



