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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS

Mémoire sur la détermination des coniques et des surfaces du second
ordre; par M. Havpugn (*).
(Séance du 19 mars 1813)

TROUISIEME PARTIE

1. — DES SYSTEMES DE CONIQUES DANS L’ESPACE.

Ponr déterminer une conique dans I'espace, 8 conditions sont néces-
saires. Les coniques qui satisfont & 7 conditions communes forment un
systéme, M. Ghasles a consacré a I'étude de ces systémes un travail inséré
aux Comples rendus de U Academie des sciences, t. LXI, p. 389. 11 y fait re-
marquer, tout d’abord, que la perspective plane d'un systéme de coniques
de I'espace est un systéme plan de coniques. Les deux caractéristiques de
ce dernier marquent le nombre des coniques, du systéme de I'espace, qui
rencontrent une droite ou touchent un plan. Les droites-coniques du systéme
plan sont, les unes, les perspectives des droites-coniques du systéme de
I'espace . les autres, les perspectives des coniques propres dont le plan
passe par I'ceil. Le nombre de ces derniéres doit encore, d’aprés M. Chasles,

(*) Voir, ppur la deuxiéme partie, t. I, p. 226.
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étre considéré comme une caractéristique du systéme de I'espace :
c'est la classe de la surface développable enveloppée par les plans des
coniques - du systéeme. Ce nombre ne marque pas la valeur totale des
droites-coniques du systéme plan qui sont la perspective de ces coniques
de 'espace. Je montrerai, en effet, qu'il en est précisément la moitié.
Cette proposition, trés-simple & établir par I'application des principes
posés dans la {7 partie de ce mémoire, me permettra de trouver, pour
les systémes de coniques de I’espace, un théoréme analogue & ‘celui de
M. Chasles relativement aux systémes plans. Ce théoréme est entiérement
nouveau ; car I'état actuel de la question ressort trés-clairement des lignes
suivantes, empruntées au travail de M. Chasles, cité plus haut : « En énon-
gant ici quelques proprictes generales des systémes de coniques, qui 8'expri-
ment par une fonction linéaire des nombres qui caractérisent le systéme, nous
n’entendons pas induire & penser qu'il doive toujours en étre ainsi, comme
cela a lieu dans la théorie des coniques sur le plan, pour les deux nombres
que nous avons appelés les caractéristiques du systéme (*). »

Cette proposition, quel'illustre créateur de la théorie des caractéristiques
n’'a pas cru devoir énoncer, est cependant exacte; et I'on peut dire que :

Dans un systéme de coniques de U'espace, p. étant le nombre de celles qui ren-
contrent une droite, v le nombre de celles qui touchent un plan, p le nombre
de celles dont le plan passe par un point; ap.—+ Bv+qp est le nombre de
celles qui satisfont a une condition independante du systéme, les nombres
a, B, 7y ne dépendant que de cette condition.

Je vais démontrer, tout d’abord, que, ainsi que je I’ ai annoncé plus haut,
dans un systéme plan, perspective d'un systéme de Uespace, une droite-
conique, perspective d'une conique dont le plan passe par Uceil, a pour valeur
le nombre 2.

Soit Q un plan fixe, O un point dans ce plan, m et m’ les points ot une
conique G du systéme rencontre le plan Q. Quand la conique G varie, les
droites Om et Om’ forment deux faisceaux se correspondant, de telle ma-
niére qu'a une droite de 'un des faisceaux correspondent p droites de
'autre. Deux droites correspondantes coincident : 4° si la conique touche le
plan Q; 2° si la conique C se réduit & une droite-conique ; 3° si son plan
passe au point 0. Par conséquent, si v et » sont les nombres des coinci-
dences dues aux deux premiers cas, 2z — v — w est celni des coincidences
dues au troisiéme. Je vais montrer que ce dernier nombre est aussi
égal a 2p.

Soient, en effet, M et M’ les deux points, en ligne droite avec 0, en lesquels
rencontre Q une conique C du systéme dont le plan passe en 0. Construisons
une courbe plane (A) dont les coordonnées z, y soient les tangentes des

() Loc. cit., p. 394.
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angles que font avec cette droite OM deux droites correspondantes Om, Om'.
Cette courbe passe & I'origine des coordonnées. Comme, de plus, il n'y a, en
outre de la conique C, que p — 2 coniques du systéme qui rencontrent
OM, chacun des deux axes de coordonnées a 2 de ses points d'intersec-
tion avec (A) confondus A P'origine. Déterminons les tangentes en ce point.
Soit B le point ou la droite MM’ touche I'enveloppe des droites mm’. On voit
bien aisément que les tangentes z et y des angles que font avec OM deux
droites Om, Om’, correspondantes et infiniment voisines de OM, OM’, sont
OM' CM

OM CM'™
conque sur le plan Q, que ce rapport a une valeur quelconque, et que I'ori-
gine des coordonnées est un point double de la courbe A, ou les tangentes,
symétriques par rapport A la bissectrice des axes, font des angles quelcon-
ques avec les axes. Par suite, le point O absorbe 2 points d'intersection
de la courbe (A) avec la bissectrice des axes. Donc la droite OM compte pour
2 couples de droites correspondantes confondues. Il en est de méme des
autres droiles analogues, passant par les couples de points m, m’ appar-
tenant aux p—1 autres coniques, dont les plans contiennent le point 0.
Donc le nombre des coincidences absorbées par ces droites est égal 4 2p. On
a donc enfin : 2p —v — w0 = 2p.

Cette relation démontre la proposition annoncée. Mais il ne sera pas inutile
de donner une autre démonstration, grdce & laquelle on verra plus nette-
ment que  est bien la valeur totale des droites-coniques du systéme plan,
perspectives de droites-coniques.

Si I'on cherche les coniques du systéme de I'espace, telles que les deux
droites Om, Om’, menées du point 0 aux points d'intersection d'une méme
conique avec le plan Q, forment un faisceau harmonique avec deux droites
On, On’, on les trouve par les points d’intersection de la courbe (A) avec une
hyperbole dont les asymptotes sont paralléles aux axes des z et des y, et
dont le centre est sur la bissectrice de ces axes. On a ainsi 2z points d’in-
tersection des deux courbes, qui répondent & p coniques du systéme. Si
I'une des droites On coincide avec Om, I'hyperbole passe & I'origine des
coordonnées, qui compte alors pour 2 points d’intersection des deux lignes.
On en, conclut donc que la conique G, qui passe aux points M et M’, compte
pour 1 conique du systéme satisfaisant a la question. Par suite, si la droite
On est donnée infiniment voisine de Om, il existe une seule conique du
systéme, qui coupe le plan Q en deux points m et m’' infiniment voisins
de On.

Faisons la perspective du systéme, en plagant I'ceil en 0. Soit P le plan
de la conique G, et D la trace de ce plan sur le tableau. D est la droite-co-
nique, perspective de C. D’aprés ce qui vient d’étre dit, si 'on considére un
segment, situé sur la trace du plan Q, et dont une extrémité soit infiniment

liées par la relation : 5 = Il en résulte, comme le point est quel-
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voisine de D, il y a une seule conique du systéme infiniment aplatie qui divise
harmoniquement ce segment. Pour avoir la valeur de la drojte-conique D,
il faut, d'aprés les principes posés plus haut (i partie, p. 136), placer
Iextrémité de ce segment a distance infiniment petite du 1°* ordre de D, et
chercher quel est I'ordre du carré du segment intercepté par la conique
infiniment aplatie. Or z et y étant, comme plus haut, lestangentes des angles
que font avec OM les droites Om, Om’, correspondantes, on a vu que si ces
variables sont infiniment petites, leur rapport est un nombre quelconque.
Par suite, la conjuguée harmonique d’une droite On’ arbitraire du plan Q,
par rapport & ces deux droites Om, Om’, infiniment voisines de OY, fait, avec
OM, un angle du méme ordre que z et y. Par suite, dans le systéme plan,
une conique infiniment aplatie, voisine de D, intercepte sur la droite
donnée un segment du méme ordre que la distance de I'extrémité de cette
droitea D. Cette derniére distance étant du 1°* ordre, le carré du segment
est du 2=¢ ordre; et la droite-conique D a le nombre 2 pour valeur. Donc, si
o est la valeur totale des droites-coniques du systéme plan, perspectives de
droites-coniques, la valeur totale de toutes ses droites-coniques est » -+ 2p.
On a donc
vy=2%u—2%—o

Passons maintenant & la recherche du norabre des coniques d'un systéme
de I'espace, qui satisfont 4 une condition simple.

Soit = une surface du 2=¢ ordre, passant par I'eil 0. Pour chaque conique
C du systéme proposé, construisons les a coniques B qui satisfont & la con-
dition donnée et passent aux quatre points d’intersection de C et de . Nous
formons ainsi un second systéme (B), dont chaque conique correspond &
une conique du systéme proposé (C). Soient L et L' les deux droites de la
surface = passant en 0. Sur la droite d’intersection du plan de deux coni-
ques B et C correspondantes et du plan des droites L et L, ces deux coniques
et ces deux droites déterminent ane involution. Par suite, si I et I’ sont les
tracés des droites L et L’ sur le tableau, les coniques b et ¢, perspectives des
coniques B et G, déterminent, avec les points I et /', une involution sur la
droite II'.

Par suite, les indicatrices, relatives a la droite II', des deux systémes (c)
et (b), perspectives des systémes (C) et (B) se correspondent de la maniére
définie au théoréme III (17¢ partie, p. 133). A chaque point de I'indicatrice
de (c) correspondent a points de I'indicatrice de (b), situés sur la droite qui
joint le premier au point fixe, qui représente les deux points I et I'. De plus,
I'indicatrice de (b) passe en ce point fixe. 1l existe, en effet, des coniques B
situées sur la surface 2, et rencontrant, par conséquent, les deux droites L
et I'. Car les plans des coniques G déterminent, par leurs intersections
avec 3, un systéme de coniques, dont il existe tn nombre fini satisfaisant

a la condition donnée.
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Si donc 7 est le nombre de ces coniques, I'indicatrice du systéme (b) a le
point fixe pour point multiple d’ordre n. Par suite, d’aprés le théoréme IfI,
le nombre des couples de points correspondants des deux indicatrices,
qui sont confondus, est ax+n, puisque p est le degré de l'indicatrice du
systéme (c) (17¢ partie, p. 134). Donc, si I'on retranche de ce nombre, ap -+ n,
le nombre des couples de points correspondants confondus, afférents aux
droites-coniques communes aux deux systémes, on aura le nombre cherché
des coniques propres communes a ces systémes.

Désignons par b, comme plus haut (p. 140), le nombre des coniques in-
finiment aplaties satisfaisant 4 la condition donnée, et passant en quatre
points d'un méme plan, formant deux couples de points infiniment voisins.
Les droites-coniques du systéme (c), perspectives des droites-coniques du
systéme (C), auront chacune, parmi leurs correspondantes, b coniques infi-
niment aplaties; et, d'aprés le raisonnement fait plus haut (p. 141), ces
droites-coniques absorberont b coniques communes aux deux systémes.

En second lieu, & chaque conique du systéme (C), dont le plan passe par
I'eeil, correspondent a coniques du systéme (B), situées dans le méme plan.
Par suite, les droites-coniques du systéme (c), perspectives de coniques pro-
pres, absorbent 2ap coniques communes aux deux systémes.

Donc le nombre des coniques cherchées est : ag +n— bw — 2ap. Il
s'agit maintenant de déterminer le nombre n, qui est celui des coniques du
2me ordre, dont les plans sont tangents a une développable de classe p, et
qui satisfont a la condition donnée.

Les coniques, quisatisfont 4 la condition donnée et sont sur une surface
du 2me ordre donnée, contiennent deux arbitraires. Leurs plans enveloppent
donc une surface. Soit ¢ la classe de cette surface. Il y a ¢p plans tangents
communs A cette surface et a la développable de classe p. Doncle nombre n
est égal & cp.

On a donc enfin, en tenant compte de la valeur de » ct de celle de %, pour
le nombre N cherché :

N=(a—2b) 4+ bv 4 (2 + ¢ — 2a) p==ap + Bv +1p,

ce qui est I'expression du théoréme annoncé plus haut.

Il n’est pas sans utilit¢ de remarquer que les nombres « et 8 sont ici les
mémes que ceux qui figurent dans I'expression au--@v du nombre des co-
niques qui satisfont & la condition donnée, et font partie d'un systéme plan.

il. -~ DROITES=CONIQUES DANS LES CONPLEXES DE L’ESPACE.

Pour déterminer une ¢énique dans I'espace, 8 conditions sont nécessaires.
Les coniques qui satisfont a4 7 conditions données forment un systéme; &
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6 conditions, un complesre du 6= ordre; ...: & n conditions, un complexe du
n™e ordre.

Les coniques d’'un complexe d'ordre » contiennent 8 —n arbitraires;
celles d’entre elles qui ont un axe d’une grandeur donnée contiennent 7—n
arbitraires. La grandeur d’un axe étant donnée, on peut, pour définir une
conique, considérer la position de I'autre axe et des sommets situés sur cet
axe, et le plan de la courbe. Ces éléments conlientent 7—n arbitraires
dans un complexe d’ordre n. Il en est de méme si la grandeur donnée d’un
axe est nulle. Ainsiles droites-coniques d'un complexe d’ordre n contiennent
7 — n arbitraires dans la définition de leur position, de leurs sommets, et
de leur plan.

Dans un complexe du 1¢r ordre, les coniques qui sont sur un plan y con-
stituent un complexe plan du 1°r ordre. Les droites-coniques de 1*° espéce
de tous les complexes plans analogues seront les droites-coniques de 17 es-
péce du complexe de I'espace; et de méme celles de 2=¢ espéce des com-
plexes plans seront celles de 2m° espéce du complexe de 1'espace. On en
conclut aisément que les droites-coniques de 1r° espéce sont celles ol les
sommets sont arbitraires, et qui ne contiennent que 4 indéterminées dans
leur position et celle de leur plan. Elles coincident donc avec toute droite
de I'espace, et, dans ce cas, le plan de chacune d’elles est déterminé: ou
bien elles forment un complexe de droites (droites assujetties & une condi-
tion), et le plan de chacune d’elles est indéterminé. Les droites-coniques
de 2me espéce coincident avec toute droite de ’espace, le plan de chacune
d’elles est indéterminé, et ses deux sommets conliennent une arbitraire.

En général, dans un complexe du n™ ordre, on distinguera 3 espéces de
droites-coniques, de la maniére suivante : une droite-conique est une figure
formée d’une droite terminée 3 deux extrémités ou sommets, et d’'un plan
passant par cette droite. Celle figure contient, dans un complexe du n™e or-
dre, 7—n arbitraires. La ™ espéce de droites-coniques est celle qui est
composée de telles figures ou la droite et le plan contiennent seulement
5—n arbitraires : les sommets y sont arbitraires. La 2™ espéce est com-
posée de figures ou la droite et le plan contiennent 6 — n arbitraires; les
sommets contiennent une arbitraire. Dans la 3=¢ espéce, la droite et le plan
contiennent 7 — n arbitraires, et les sommets sont déterminés.

Dans un complexe du 6=° ordre, il n’y a que deux espéces de droites-
coniques, la 2@ et la 3=, Enfin, pour la régularité des expressions, nous
devrons considérer les droites-coniques d’un systéme comme de 3™ espéce.

D'un complexe de coniques, on peut, d’une infinité de maniéres, déduire
d’autres complexes d’ordre moindre qui comprennent le proposé.

Par les points d'intersection d'une conique A et d’une surface du 2=° ordre
3, faisons passer des coniques B. Supposons que la conique A varie dans
toute I'étendue d’un complexe (A) d’ordre i; les coniques B engendrent



— AT

alors un complexe (B), d'ordre i-—1. Ce dernier a pour droites-coniques
celles de (A), et, en outre, les cordes de contact des coniques A bitangentes
4 3. On voit aisément que ces derniéres, avec leurs plans, contiennent
6 —- ¢ arbitraires , c’est-i-dire qu’elles forment une suite de droites-co-
niques de 1r espéce de (B). Dans cette suite sont comprises les droites-co-
niques de 17 espéce de (A). Les droites-coniques de 2m° espéce de (A) for-
ment une aulre série distince de droites-coniques de 17* espéce de (B); enfin
les droites-coniques de 3=¢ espéce de (A) forment des droiles-coniques de
2me espéce de (B). Ainsi le complexe (B) ne contient pas de droites-coniques
au-dessus de la 27 espéce. Si (A) est dans le méme cas, (B) ne contient plus
de droites-coniques au-dessus de la 4 espéce.

Par les 4 points (¢) d’intersection d'une conigue B avec la surface z, il ne
passe, en général, qu'une conique A. Par suite, les deus points (p), ol une co-
nique A rencontre un plan fixe P, sont déterminés d’une seule maniére par les
points (s) ot elle coupe la surface =. Pour exprimer algébriquement cette dé-
pendance entre les points (p) et les points (s}, remarquons que, les points
() etant donnés, la position des points (p) est définie si}’on donne la distance
§ du milieu de leur segment au point ol I'intersection du plan des points
(c) et du plan P rencontre une droite fixe du plan I'. La distance 3 et la con-
dition que les points (p) et (o) soient sur une méme conique déterminent,
en effet, d'une seule maniére le couple de points (p). 1l existe donc, entre
8 et les variables définissant la position des points (), une relation du
fer degré en 8, c'est-d-dire de la forme vé —u=0, v et u étant des fonc-
tions des variables définissant les points (a). Il est clair qu’on peut supposer
que u et v ne sont pas constamment nuls lorsqu’on assigne aux points (s)
toutes les positions compatibles avec le complexe (A); car, si cela était, on
pourrait substituer a la relation vd—u= 0 une aulre relation de méme
forme, ol ce fait n’arriverait pas. Si 'on joint & cette relation les i —1
relations w= 0 qui ont lieu entre les 7 arbitraires définissant la position des
points (¢). on a toutes les équations de condition définissant le complexe
(A). Les 7—1 équations Llelles que w=0 définissent le complexe (B); et,
en général, n équations, n'ayant lieu qu'entre les arbitraires des points (7),
définissent un complexe d’ordre =, tel que, par chaque groupe de points (s),
passent une infinité de coniques du complexe. En d’autres termes, ce com-
plexe peut étre considéré comme déduit d’un comrplexe d’ordre 1, de
la méme facon que B est déduit de (A).

La relation 8 — u == 0 définit un complexe du {°* ordre (K,), qui con-
tient le complese du 22¢ ordre (K,), défini par les relations v =0, u=0.

Les deux complexes (B) et (K,), d'ordre i—1 et 1, ont en commun le
complexc (A) d'ordre i. Mais, en général, ils ont en commun, en outre, un
autre complexe du méme ordre. Pour que deux coniques B et K, coincident,
il faut, comme on le reconnait immédiatement, qu’elles coincident avec

i 2
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une conique A, ou qu’elles appartiennent au complexe (K,). Donc, si le com-
plexe (A) ne comprend pas toutes les coniques communes a (B) et a (K,), il
faut que les deux complexes|(B) et (K,) aient en commun un complexe
d’ordre i, ou d’ordre inférieur. Ce dernier cas ne saurait avoir lieu : il fau-
drait, en effet, pour qu’il edt lieu, que les deux équations v = 0, u =0 ren-
trassent dans le systéme des équations.w = 0, c’est-a-dire que v et u fussent
nuls; dés que les points (s) satisfont aux équations w=20, ce qui est con-
traire & I’hypothése faite plus haut.

Si la surface = est quelconque, il y a effectivement un complexe autre
que (A) commun & (B) et & (K,). Il suffit, pour le prouver, de montrer qu'il
existe des coniques communes a ces deux complexes, qui n’appartiennent
pas & (A). Or on en obtient en prenant celles qui salisfont aux relations
w=0et u=0, v=0. Donc les complexes (B) et (K,) ont effectivement en
commun un complexe (A’), d’ordre i. C’est-a-dire que les i +1 équations
u=0,v=0, w=0, ... se réduisent 4 7 équations, qui n’ont lieu qu’entre
les coordonnées des points ().

Le complexe (A’), défini de cette fagon, peut étre considéré comme déduit
d’un complexe (4,), del'ordre ¢ + 1, de la méme maniére que (B) est déduit
de (A). Par conséquent, (A’) ne contient pas de droites-coniques de 3™ es-
péce. On peut donc -énoncer la proposition suivante :

A tout complexe de coniques, d’ordre i, on peut joindre un autre complere
du méme ordre ne contenant pas de droites-coniques de 3¢ espéce, et tel que
I'ensemble de ces deux complexes constitue le complexe complet commun &
deux complexes séparés du 1°* ordre et d’ordre i — 1.

Mais on peut aller plus loin et déduire, d’'une maniére analogue, du com-
plexe (A’) un autre complexe du méme ordre qui ne contienne de droites-
coniques ni de la 3®, ni de la 2= espéce.

D’un complexe (C) d’ordre j, on peut déduire un complexe (D) d’ordre
Jj—2, qui contienne (C), en imposant aux coniques D de rencontrer une
surface du 2m¢ ordre = en 3 points par ou I'on puisse mener une conique C.
Il est trés-aisé de voir que la plus haute espéce des droites-coniques de (C)
est la 1¢; ¢’est-a-dire que chaque droite-conique de ce complexe, avec son
plan, ne contient pas plus de 5 — (j — 2) arbitraires.

Par 3 points (¢) d’intérsection d’une conique G avec 2, il ne passe pas, en
général, d’autre conique du complexe (C), en sorte que le 4*° point ¢, esl
déterminé d’une seule maniére par les 3 autres. Ce 4™ point peut étre dé-
fini par la condition d’étre dans le plandes 3 autres et par une coordonnée
qui, cette condition remplie, le détermine d’une seule maniére. Cette coor-
donnée sera, si I'on veut, la position du point ou la génératrice rectiligne
de =, passant en o;, rencontrc unc directrice rectiligue fixe de cette sur-
face. Cette coordonnée x sera donc liée aux arbitraires des 3 autres points
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par une relation telle que tx — s =0, ou ¢ ets ne contiennent que les coor-
données de 3 points (o).

Si I’on applique ces résultats aux complexe (A,), on voit que la relation
tz —s=0, jointe au complexe (D), définit le complexe (A’). Les équations
qui définissent le complexe (D) sont i —1 équations telles que =0, z ne
contenant que les coordonnées de 3 points (), situés sur la surface =. On
conclura, comme plus haut, que le complexe commun & (D) et au complexe
(K,), défini par tx —s =0, se compose du complexe (A’) et d’'un complexe
(A") de méme ordre i, et défini par les relations t=0, s=0, z=20..., au
nombre de i +1, qui se réduisent & i relations entre les coordonnées de
3 points (). Par suite, (A”) se déduit d'un complexe d’ordre i +2, comme
(D) de (C). Donc ce complexe (A”) ne contient pas de droites-coniques
de 3¢, ni de 2m¢ espéce.

On peut représenter cette dépendance des complexes ci-dessus de la ma-
niére suivante : (A) et (A’) constituant le complexe complet commun a (B)
et (K,), on écrira

(A)+ (A)=(B, K,),
et de méme
(A) + (A")=(D,K});
d’ou
(A) + (D, K,) = (A") + (B, K,).

En considérant une conique comme un élément de I'espace, ainsi que
Pliicker I'a fait pour la ligne droite, on peut désigner les coniques, en nom-
bre fini ou infini, communes 3 deux complexes, comme 1'intersection de ces
complexes. L'ensemble de toutes les coniques communes 4 deux complexes
sera dite 1'intersection compléte de ces complexes. Avec ces définitions, la
relation ci-dessus peut &tre énoncée de la maniére suivante :

TurforkMe I. — A tout complexe de coniques, d'ordre i, on peut joindre
lintersection compléte de deux complexes d'ordre 1 eti—1, tels que Uen-
semble de ces deux complexés, d’ordre i, se compose de Uintersection com
pléte de deux complexes d'ordre 1 et i—1, et d'un autre complexe d’ordre
i , ne contenant pas de drottes-coniques de 3%, ni de 2" espéce.

On peut remarquer, d’aprés la maniére dont ce résultat a été obtenu, que
(B) ne contient pas de droites-coniques de 3¢ espéce, et que (D) n’en con-
tient ni de 2me, ni de 3™ espéce.

A peine est-il besoin d'ajouter que les mémes propriétés appartiennent
aux complexes plans de coniques.

Le théoréme que je viens de démontrer va permetter d’établir avec une
grande facilité les trois théorémes, relatifs aux coniques dans 1’espace, qui
sont les analogues du théoréme de M. Cremona pour les coniques dans le






