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Note sur les substitutions linéaires; par M. C. DE POLIGNAC.

(Séance du 5 avril 1876.)

Si l'on répète indéfiniment la substitution linéaire

_bx -^ -d _bx^- \ -d
3C \ — ~————— 5 X <^ —• ———————— ^ • • • j

ax-\- c ax^ •+- c

on aura toujours un résultat de la forme

Q.r-}-S
P^ + H '

L'expression générale de P, Q, R, S, en fonction de a^ &, c, d^
peut se mettre sous une forme assez simple.

Tout d'abord la nature même de l'opération par laquelle on passe
d'une substitution PQRS à la suivante P'Q'R'S' donne

F = ̂ p + ^R, R ' -=, dp + cR, .
Q '==^Q+ûS, S' ==rfQ 4- cS,

mais ces formules peuvent se transformer. Je dis qu'on aura, quel
que soit le rang de la substitution considérée,

P _ Q - R _ S
a b — c d

Admettons le fait jusqu'à P.Q^R.S.lcs formules précédentes
donnent les relations

p' p Q ' — R ' 5Q-cR S' -, S
— = ^ - + R ^ ————== ————» — = . Q + c - , -a a b — c o — c d d

Egalant d'abord la première et la troisième, on obtient

^+R=Q+CI=Q+^
par hypothèse, ou

f6-')^-".. i-9-^



donc

- m —

P' S'
-u^T

Quant à la deuxième relation, elle se transforme ainsi

0^_R_ (b-c^Q +^(0^_R) _ S
b-c ~~—————V^————— -^"^F/

par hypothèse, ou
(Y — IV _ S'

6 — c ~" 7T

la généralité est donc établie.
Au moyen de cette remarque, on exprimera P' et Q' en fonction

de P cl Q'

(i) P'r^Q+cP, (V^Q-^P;

R' et S' s'obtiendront ensuite en fonction de P' et Q'.
En général, on aura

P,^ = P, Q, + R, ?,„ Q,^ == Q, Q« + S. P.,

formules dans lesquelles les indices sont permutables. Pour m == /z,
la première donne

P - . = = P n ( Q / , - t - R « ) ;

on trouvera encore

(Q'R' _ p's') == [bc - ad] ;QR - PS;,

d'où l'on conclura

( 2 ) Q^_P,S«=(&C-^)",

et les propositions suivantes s'établiront de proche en proche.

P^,Qn,R/,, S» sont homogènes et de degré n en a ^ b ^ c ^ d ' ^
Pn contient a en facteur commun et est symétrique par rapport

à b et c;
p

Les lettres a et d n^cntrent point seules dans —"et Q^, mais tou-

jours leur produit,
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Q« et Rn ne diffèrent que par le changement de b en c et ^ice

versa.
Enfin de l'équation ( 2 ) on tire, pour c === &, rf == <7,

Q-P^^-a2)";

d'où l'on conclura, dans cette hypothèse,

Q n 4 - P n = ( & 4 - ^ " , Q,-P,=(6-^.

D'ailleurs les formules générales donneront aisément, pour d= o,
c=&,

P«=/2^«-1, Qn=b'1.

L'ensemble de ces remarques nous conduit toujours, dans le cas
de c === b, aux formules suivantes :

( P,. =. a [né- -l- nin^^-rpî) 6"-' ad

(3' 1 + n(n^[n^-^(n-^n^) ̂ ^ 1
^ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 J

i f \ r \ i n{n—î} i , » J l { n — î } ( n — ' 2 } ( n — 3 ) ,(4 Q"r=&"4- -———/^"-2aJ+—x———'-A—^—^———! &"-4a2^24-....
1.2 1.2.3.4

Pour avoir l'expression générale de ?„ et de Q/,, il suffira de dé-
composer les coefficients des puissances de ad en fonctions de b et
de c, d'après la loi de formation. Ces fonctions seront symétriques
dans P/,.

Désignons par la notation

(^^(^P,,

le coefficient de bmcmf(aay dans le développement général de P«,
on aura, eu égard aux formules ( î ) ,

(5) (bmcm')(ad)kP^[h-cmf-t)(ad)ICP^-{-(bmcm^(ad)kQn^,

(6) (b'"^) (^Qn-,^"-1^') [ad^Q^-^^^^ad'f-^,^

Ces formules permettront de conclure de proche en proche les va-



- 123 -
leurs suivantes:

(7) (b-c^) (nfl̂ P,.- (m-4-I)(m-^)- (^-^) (^-^^-^...(T^-h/i^
I . 2 . . . /f 1 . 2 . . . /f

<-ïvec m 4- m' + 2 À' -4- i == 77,

( (^^(^yo^^-"1^^2'';^^^
(8) ) ^••^

i (m' +1 ) (77i'-h 9.^... 'm'-^- /»• — i ',
( x -——————I .2 . . . (Â - I ^——————^ 9

7'

aVCC 772 + 771' 4- 2 A === 72 ( * ) .

En cHet, admettons (hypothèse qui se justifiera des les premiers
essais) que l'on ait trouve (^"c'"') [ad]1-1 P,,_, sous la forme d'un
produit d'une fonction de 772 par une fonction de 77?', soit f^ (m)
par y/,_i (^ /), fonctions identiques, puisque P est symétrique par
rapport a b et c. Observant que 771' est constant dans la formule
relative à Q,._i, on aura

(^c"-/)(^/0,_.=(&—^)(^/Q„_,+^-.(m;x^-,(77l'),
(^-.^j(^UQ^^(^-,^)^UQ^^^_,(^__,)^^(^^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( hc " ' ] («(//Q,,-»,= (c'"') (a(^Q,,_»,_,-^_. [i)x/<.-i(m':,

(c"') (a(/)*Q,^_i=/,_,(o) X/<-,(/«'];

d'où, en ajoutant,
în

(6Mcw/)(^;<Q„_,-=/A->(m /)xV/<-.(w;.

Remplaçant dans la formule relative à Pn et faisant cette fois varier
77/ jusqu'à zéro, on trouvera exactement de même, observant qu'ici

(•) P,, et Q^ sont homogènes et de degré n ; mais P,, contient a en facteur commun,
c'est pourquoi la somme m -+- m' est moindre dans P,, que dans Q,,.
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m est constant,

m m'

(&"c"')(a(/)*P,=^_,.(m)x^/i-,(w')=/t(m)xy<(m').
0 0

On retrouve donc, pour le coefficient du terme général en (ûs^^une
expression de la même forme que pour (arf)^"'1, ce qui permettra
de répéter le calcul indéfiniment.

La valeur même de f s'obtiendra en faisant successivement Â==o
et / f=== i. Le premier cas se traitera directement et de proche en
proche au moyen des formules

F = aQ-h cP, Q'= &Q+ (/P,

et Fon verra aisément que les termes indépendants de ad sont :
An _ /»n

Dans P^, les termes du développement -.——— ;

Dans (,)„, &" simplement.
En faisant ensuite A== i dans la formule (6), on aura

( ̂  C"1' ) ad. Q«_» = ( 6'"-' c^ ) adQn^ -4- i.

Faisant varier m jusqu'à zéro dans le premier membre, et ajoutant
comme ci-dessus, on obtiendra

(bmca'f)adQn^=m 4-1,

et, en remplaçant dans la formule (5), on aura de même

(bmcmf)adPn==(m-^î)(m/^-t).
On a donc

ft ( m ) == m 4- i ;

on en conclut, eu égard aux remarques qui précèdent,

m m

n , \ V 1 ^ / ^ V 1 / ^ fw+i)(m+2)f,(m) = ̂ /,(m) = ̂  (m 4- i) = [———^———'.
0

w= y/^)^^7"-4-2^^,
^̂ ^ I • 2 • sJ
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d'après les propriétés connues des nombres figurés, et ainsi de
suite.

La comparaison des formules (7), (8) avec (3), (4) conduit aux^
égalités suivantes :

(9)

w'=ow — o
V (m-h-i)(m-<-2)...(w4-A-) ^-^1)^-4-2)...^-^^)
^L i • 2 . . . k i.2... k
V (m-^•T)(m-^-2)><<(w+^) (wjj^ij^mjj-2)...(w'
^L I . 2 . . . /f 1 . 2 . . .

w == o

n(n— i).. . fn—^Jf}
1 . 2 . . . (2 / f+ l

avec w4-w/4- 2&4- i ==TÎ,

w'==o

S
/ w'==o

(w4-i)(m4-^)...(w-t-/f) (^-M)^-^^)...^^^—!)
1 . 2 . . . /f 1 . 2 . . . (k — 1 )

( 1 0 ) \m=. [ )

n (n — i ) . . . (n — a/r-hi)
i . 2 . . . 2 /r

avec w 4- Tn'-f- 2 A == n.
On peut déduire des formules (7) et (8) une règle extrêmement

simple.
La formule ( 7 ) donne chaque coefficient de &wcOT/(ffrf)A sous forme

d'un produit de deux nombres appartenant chacun à la (k + i)1^6

ligne horizontale du triangle arithmétique de Pascal, et dont la
somme des rangs est constante. Pour faire ce produit, on peut
prendre les nombres m sur la (A + i^^ colonne du triangle, et
les nombre m! sur la (A4- i)16111® ligne, d'où la règle suivante :

Pour Pn. Ecrire horizontalement et verticalement la (k 4- \Yèm•
ligne du triangle de Pascal, puis former avec ces nombres une
table de multiplication de Pythagore. Les hypoténuses qui joi-
gnent les nombres de même rang sur les deux côtés donneront
les coefficients, facteurs de (arf)*, dans le développement de ?„,
pour toutes les valeurs de n.

Exemple. — Termes en a'd1 dans P». La troisième ligne du
triangle arithmétique est

i 3 6 lo i5 ...;
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nous formons le tableau

n
5 . . . i 3 6 10 i5 . . . m'
6 . . . 3 9 i8 3o 45
7 . . . 6 i8 36 6o
8 . . . ro 3o 6o
9 . . . i5 45

m

et nous aurons, par exemple,

p ^a^1——^ + ( . . . ) ad-^^b^^hc-^ 6 e ' ) a2^2 + .. .1.

A chaque puissance de ad correspond un tableau distinct qui
sert pour toutes les valeurs de n,

La règle pour les termes du développement de Qn est analogue,
Pour Q». Former la table de Pythagore avec la (Zr-t- i)16"^ co-

lonne et la /c161"8 ligne du triangle de Pascal : les hypoténuses don-
neront les ternies facteurs de (ady.

Exemple. — Termes en a9 d9 dans Q^. Nous prenons la troi-
sième colonne de la deuxième ligne

n
4 ... i 2 3 4 ... m'
5 , .. 3 6 Q 1 2
6 ... 6 I?. i8
7 ... 10 20 3o

771

et nous aurons

Q<==^+(. ..)aû?-^-(66 !-4-66c+3c2)a lrf2+....

Les égalités (9) et (10) expriment que la somme des nombres
de chaque hypoténuse dans les deux Tables donne un nombre fi-
guré du triangle arithmétique.
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On obtient aisément, par la règle précédente,

P.,=a(b-^-c), Q^b^ad;

P3==a(^-4- bc+c^ad),

03==6 34-(2&•4-c)f l r rf ;

?< = a\ . ~^\ -4- (2 b •+• 2 c} ad »

04==6 f4-(3624-26c-^-c2 ) (^^ 4-rt2^:

p^a^6——^ 4- (S^ 46c + 3r;2) ad + a2^,

Q,= ^-4- (4634- SÀ^ + sô^+c3) ̂ +(3^4- i c ] ^ d ' ;

P^^l.^66 + (4&14- 6^6? -4- 6Ac2 + 4c3) ̂

^-(S^+Sc-)^^2 !»

Q„=&64-(ô^+463c-4- 3&?c 2 •4-26c 34-c 4 )a^

4- (6 ̂  4- 6 bc + 3 c 1 ) a'- d • 4- û3 ̂ 3;

r^î _ ^
P7:=ra / _ 4-(5^-4-S^g-h 9^0" 4-8^^+5^)^

-4- (6^2 4- 9&6- r- 6e'2) eu d2 + a3^3 ,

Q^b^{Qb^5b^c -^-^b^^'à^c' r ^bc^c^ad

-h f ioô3-^ I2À?c4- 96c'4-4^3)^2^+(4^ +3c)rt3^;

Remarque. — Dans ces formules, la somme des coefficients doit
toujours être égale à fln~~i^ formules (3) et (4)^ ou directement
par la loi même de formation.


