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Meémoire sur la transformation des formes quadratiques ;
par M. H. LemonniER.

(Séance du 11 novembre 4874)

Les traités de géométrie analytique indiquent, pour les coordonnées ordi-
naires et celles qui en sont des fonctions linéaires, & quelles conditions les
équations de deux droites ou de trois plans donnent deux diamétres conju
gués d'une conique, trois plans diamétraux conjugués d’une surface du
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second degré. Nous n’avons rencontré nulle part I'équation de la ligne ou
de la surface exprimée au moyen de celles de deux diamétres conjugués ou
de trois plans diamétraux conjugués quelconques.

C’est pourquoi on accueillera, je I'espére,-avec quelque intérét les déve-
loppements qui suivent, sur certaines transformations d’'une forme quadra-
tique.

Le premier probléme que nous traitons est celui de passer d’'une forme
connue en carrés qui soient indépendants les uns des autres a toute autre
forme analogue, s’exprimant par les carrés de fonctions données, {inéaires
par rapport a celles qui entrent dans la premiére forme. La question est
alors d’établir, entre les coefficients de ces fonctions linéaires, des relations
nécessaires et suffisantes, et de trouver les facteurs dont les carrés doivent
étre affectés. Nous traitons en second lieu du probléme de passer d’une
forme en produits sans carrés, puis de la forme générale, & toute forme pos-
sible en carrés, dans des conditions analogues & celles du premier pro-
bléme. Quant 4la transformation d’une somme de carrés en une somme de
produits sans carrés, ou de celle d’une somme de produits, nous nous bor-
nons au cas ou la premiére forme dépend seulement de trois fonctions, les
formules se compliquant au dela de ce nombre.

Nous terminons la premiére partie de ce travail par une démonstration
fort simple du théoréme de M. Hermite sur le maintien de I'espéce, et par
I’établissement de ce fait général qu'une forme du second degré a n va-
riables, Eaijx,x,-, est réductible 4 la somme de p carrés, lorsque » — p des

dérivées partielles sont des fonctions linéaires des autres.

I

Soient u,, u,, ..., 'u,, des fonctions de variables, linéaires ou autres, ou
plutét des expressions fuelconques susceptibles chacune d’une valeur arbi-
traire, et soient considérées » fonctions linéaires de ces quantités :

k=n
Ui = §MixUK
Zk =1 ’
e etant =1.

La formule
1=

)y

a lieu, n'est méme qu’une identité, si le déterminant

n _ l=r.L U?
wut= Zi:i H;

i=1

Myy « o o« o« Myy
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. , —1 .
est différent de zéro, et que les mr—) relations

i=n
E empmy = 0 (R2 k)

i=1

soient satisfaites avec

Considérons I'équation
i=n 0 N\
) IED)
la valeur de U; étant
k=mn

() U= Ek _ Mt

La formule (1) a lieu identiquement, si I'on a pour toutes valeurs, depuis

1 jusqu’a n,

k= nm%i
Mhi 1,
(5) Zk =1Hi
k=nmypmyy __ .S
=0 .
Zk -1 Hk (<))
Iy ala M;——i)- relations entre les dénominaleurs H; et les coeffi-
cients my;.
En prenant, par rapport a u;, les dérivées de (1), on trouve
e U,mu Ugmgl U,,m,,t
Ui — —I_H— + = H + e —_ Hn H

si I'on multiplie par my; et qu'on fasse la sommede, i=1 & i==n, on
obtient

U UZizmm-i- Z mm+ +U"Z i,

k= Hl 1M H 2iMki Hn _ Woenithki

ce qui donne
i=n
A mpgmy; = 0
( ) Zi:l ’
et
i=n

(4) H= Ei_imﬁi,

si les U; sont, comme les u;, indépendants les uns des autres.
Or les n équations (2) déterminent pour u,, u,, ..., u, des valeurs finies,
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quand on donne 4 U,, ..., U, telles valeurs finies qu’on veut, si le détermi-
nant des coefficients m;;

est différent de zéro. On peut done, a4 cette condition, faire que, par des
valeurs convenables de u,, ..., u,, les fonctions U, prennent des valeurs arbi-
traires, indépendantes les unes des autres. Moyennant cela, les relations (3)
entrainent donc les relations (4).

Réciprogquement, étant donné les n(n_;—i_) relations qu'implique la re-

lation générale

i=n
(4) }_]i:  Mhitiz; = 0 (R 2EK),
si I'on prend
. i=n ”
(4) =33  mh,

on aura la formule (1)

soit différent de zéro.
Observons d’abord que I’on a

. P Min
|
Ma o . .. Mo
avec i=n
My = mp + mbe + ... +mhy = Zi =1mh =l
et

n
mygmgi =0 (h2H),
1

My == E t'=

1=



— 52 —
de sorte que
(5) M2 =H,, ... H,.

On voit par 1a que si M n’est pas nul, il en est de méme de H,, H,, ..., H,.
Posons les n équations
i=

(6) )}

1=

n
migoy — Ak.

Puisque le déterminant M est. différent de zéro, on pourra, en disposant
arbitrairement des A, obtenir des valeurs finies correspondantes pour «,
dgy .oy @y, €L, par conséquent, en attribuant & «y, ay, ..., a, des valeurs
convenables, on aura pour A, ..., A, telles valeurs finies qu’on voudra.

Or, si 'on multiplie par my, My, ..., My, les » équations (6) et qu'on
ajoute, on obtient

=n

1
Hyp = Zz i,

d’ou
1 i=n
7 o = — myiA;.
( ) k Hl;Eizl kili
On a ainsi n équations nouvelles qui, multipliées par m, M, ..., my et
ajoutées, donnent

. =0mpmgy E=2mamis I=Nmmin
Ah—A'Etzt B, +A,Et=‘ H; +“.+A”Ei=i H

De 14 résulte

i=nmamg S
Zi:i Hi =0 (h<k)

et
=nmi
P
ce sont les formules (3).
On a donc la formule (1)

du moment que M est différent de zéro, quand on a

i=n

> M =0 (h2k)
1=

i=n

Ei_ mj; = Hp.
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Il est & remarquer que, d’aprés cette analyse, les deux groupes de for-

mules s’exprimant 'un par

i=n

» it = 0 (R2K),
-

I'autre par

Ei:n mipmg =0 (hzk),

i=t H;
et
~ =% mi,
— =1.
241'::! Hi '
pour

i=n

9
Hy = E mg;i ,
i=1

sont équivalents a la seule condition que le déterminant

soit différent de zéro.

Si 'on change w; en ui\/s;, my; en myg/s;, ¢ étant =1, la formule (1)

devient

i=n i=n U?

Ei:i Etu%: 2ﬂ‘i:l ﬁ:

pour

et,

k=

U,' = Ek _ ':s;;m,-ku;.-,
4 la place des formules (4), on a
i=n

Z. 1eimnim';i=0 (h2K),
=

i=n
=3} -smhs

a la place des formules (3)

k=nm§{
= Zk:ﬂ ﬁk"

k= n mymy; S .
O_Ek:lm "L (l<.’)1
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on a d’ailleurs

M=¢eguoue, |~ " 77T =HH,... H,

Dans cette transformation d'une somme de carrés en une autre, quand les
fonctions sont réelles, I'espéce se conserve, c¢’est-a-dire que le nombre des
carrés affectés de coefficients négatifs reste le méme. ('est un théoréme
dont la premiére démonstration est due & M. Hermite (Cours d’algébre supe-
rieure parJ. A. Serrer, n° 254, 2¢ édit.). Il peut s’établir avec plus de sim-
plicité comme il suit.

Considérons la formule (1)

i
Z,

no i=n [}
&U] — E
=1 i

o ?
i=1 Hi

en y supposant réelles les fonctionsu; et, par suite, les H;. Supposons
qu’on ait la
== .....—=¢g =1,
1= re=..... =g =—1,
ct, d’autre part,

H>0, H >0, ..., U4 >0,
Hiv1 <0, cvnvnn, By <0,

Soit d’abord ¢ > p. Si I'on pose
Uq+1=0, Uq+2=0, ceey U”=0,

on.pourra généralement tirer de ces équations, pour w,.,, Uy g, «.., Uy,

des valeurs en fonction de u,, u,, ..., u,. La substitution de ces valeurs

dans Zs;u? n’atteindra pas le terme négatif ¢, ,up. 4. Si I'on fait ensuite

u, =0, u,=0, ..., u,=0, le premier membre de la formule ne sera sus-

ceptible que de valeurs négatives, tandis que le second n’ayant plus que

des termes positifs sera d'un signe contraire. On ne peut donc avoir ¢ > p.
Soit en second lieu ¢ <Cp. i I'on pose alors

U,=0, U;=0, ..., U;=0,

et qu'on tire de 14 u,, u,, ..., u, en fonction de g4, ..., u,, pour en substi-
tuer les valeurs dans le premier membre, la substitution n’atteindra pas le
terme positif e;u7. On pourra donc faire que le premier membre soit d’'une

valeur positive, tandis que le second n’ayant que des termes négatifs ne
pourra avoir le méme signe,
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On ne saurait donc avoir ¢ << p. Donc les termes négatifs sont en méme
nombre des deux cotés.
Dans ce mode de démonstration, nous supposons bien deux déterminants
mineurs différents de zéro; mais un cas d’exception ne peut 1a faire diffi-
culté, car il serait & considérer comme limite du cas général.

Des conditions & remplir pour qu'une forme quadratique, homogéne, de
n variables

X i @i (a5 2 aji)

soit réductible a étre une somme de p carres; p <n.
Soit posé
1

=p
TS Zi_iAiU‘;’ (p2n),

U; étant une fonction linéaire homogéne des variables ;.

Posons U; =0 pour les p valeurs de i, et tirons de ces équations les va-
leurs de p des variables en fonction des autres. Si ces valeurs se substiluent
dans la forme, clle deviendra nulle, quelles que soient les valeurs attribuées
aux # — p autres variables.

Il en sera de méme pour toute derivée partielle de la fonction
QZAiUi Z—% D’aprés quoi, si 'on égale a zéro p des n dérivées de la forme
par rapport aux variables, et qu'on tire des p équations les valeurs de p des
variables en fonctton des autres, la substitution de ces valeurs dans les
‘autres dérivées conduira a des résultats nuls, quelles que soient les valeurs
attribuées & ces autres variables.

Réciproquement, la fonction du second degré est une somme de p carrés,
lorsque les valeurs de p des variables tirées des équations qu’on obtient en
égalant & zéro p des n dérivées annulent les autres identiquement. Cela re-
vient encore a ce que n — p des dérivées soient des combinaisons linéaires
des p autres, alors qu'aucune de celles-ci ne Vest des p — 1 autres.

Soient, en effet, z,, x,, ..., z, les variables qui s’expriment par les autres
au moyen de p dérivées égalées & zéro. L'hypothése est que les valeurs de
ces variables ainsi obtenues annulent toutes les dérivées, quelques valeurs
qu'on attribue 4 &, 1, ..., z,. En général, on pourra faconner la fonction
en une somme de carrés, en nombre z au plus, tels que x, entre dans le
premier seul, x, dans le deuxiéme, sans étre dans les suivants, qu’il soit ou
non dans le premier, z; dans le troisiéme, sans appartenir a ceux qui le
suivent, étant ou non dans les précédents, et ainsi de suite. Soient
X, Xy s Xpy Xpats --os X, les fonctions dont on a ainsi les carrés, abstrac-
tion faite des coefficients.

Prenons les dérivées de la forme par rapport 4 z,, ,, ..., z,. La pre-
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miére ne dépendra que deX,, la deuxiéme de X, et de X,, la troisiéme de
X,, Xy, X;, etc., etellesen seront des fonctions linéaires. Or les expressions
des p variables z,, z,, ..., 7, en fonction des autres qui annulent les déri-
vées, pour toutes valeurs de ces derniéres variables, annuleront alors X,, et
par suite X,, puis X;, etc., jusqu’a X,, ainsi que X, 4, ..., X,. Mais ces der-
niéres fonctions étant indépendantes des p variables en question, c’est iden-
tiquement qu’elles sont nulles, sans aucune substitution. Donc la forme
quadratique est la somme de p carrés. Elle pourra d’ailleurs se transformer
d’autre facon en somme de p carrés.

C’est ainsi qu'une forme quadratique est réductible & un seul carré,
quand la valeur d’une variable tirée d’une dérivée égalée 4 zéro annule
toutes les autres, ou, ce qui revient au méme, quand les dérivées sont pro-
portionnelles a des constantes. Sous ce dernier énoncé, le théoréme, du
reste, s’étend 4 une fonction homogéne quelconque de plusieurs variables
de degré K, en ce qu’elle est alors la puissance du degré K d’une fonction
linéaire des variables.

I
Proposons-nous d’abord de transformer

2 Eu;uj

2
en E}{_]-,’:’ alors que les nombres k, ¢ et j sont variables de 1 an, ¢ se pre-

nant plus petit que j.

Soit posé
, _ v U
i1) 2 Juwy=7Y, .
pour
i=n
2 = .
@ Ui Zi:lm“u’
La formule (1), comme identité, implique les relations
i=um&
®) =2 _
et
i=n MipMmix >
3 = .
(3 1=3 T g2

En prenant la dérivée de (1) par rapport a u;, on obtient

4 Z"J:Z,‘:, My gf (j 2i).
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Comme i est susceptible de = valeurs 1, 2, ..., n, il y a » formules de
ce genre. Multiplions-les par A, %, ..., A, et ajoutons ; il s’ensuit

O L he ol L SR - W Sy VY A P S (VI P iy L
._Ul k=n U k=n
_l_—l;Zk=l7\)‘mlk+H—’Zk=‘)‘ﬂnzk+ oo

Or, si I'on pose

Yot oo F A=y,
Ay oo + A =mps,

M e h g == e
on a, par 'addition,
(=) 24 ... )= Ek ‘mhk:S,,,

ou

par suite

et 1a formule S devient

__Ul k=n 1 ‘ U, k=n 1
Uh—EZh=x-m“(n-—1sh—m"" +ﬁ;zk=lm2k n_lsh'—”’lhk + ...

ce qui peut se changer en

SiS, Uy [ S8, k=n
Uh (n —1 Z m,km,,k> H’( — Zk . m*mm) -+ ..

Il en résulte
k=n
(7) Hh= n_isz—z‘ _ mh

et

1 k=n
(1) o=n_4s,.si-_}_“k=‘m,.,‘m,,, (hZ1).

. . nn—1 .
Nous trouvons ainsi, avec les expressions de Hj, % relations (7).
-

Réciproquement, ces relations (7), eu égard aux expressions H,, entrai-
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nent les relations (3), et par conséquent la formule (1), si les H; et le déter-
minant

sont différents de zéro.
Posons en effet

Z mox = Ap,
k=1

h étant susceptible des valeurs 1, 2, ..., .

Si I'on multiplie les 7 égalités par —— 8, — my, ..., —— 8,—myy

et qu’on ajoute, on obtient
i=n 1
d’ott
_ i=nA,;
“0—24,_,Hg (n—i "‘“)'
Considérons les égalités de ce genre répondant & g=1, 2, ..., #, mul-
tiplions-les par my,, mg, ..., My, et ajoutons les résultats; il s’ensuit

i=n

_ . k:llmkh 1 )
Ah—zizlAi {Zkzl B—k—<n'—1$k - mki) }.

Comme, d’aprés les hypothéses faites, A,, A,, ..., A, sont susceptibles de
telles valeurs qu’on veut, cette égalité se partage en

. k—nm}’h 1
i_zk_i 0 (n—’ls”—mhk>’

R ik m;u( 1 ) .S .
V=X () 62

Or, si I'on pose

ces n relations peuvent s’écrire

1= %(Mm+Mm+ v+ Mn—t Myt 4+ o+ Mm;)—-Z: 1 Mans

1
Mm + = (Mm + Mz + ... Mhn> — =1 My,

1
0=-—n_1 Mh2+;;:—,1<MM+Mh3+ '-'+Mhn) +n_1Mhm

M;» manquant dans la parenthése.
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En soustrayant de la premiére relation chacune des autres, ona, a la place
de celles-ci,
4 = Mps — M,
1 = Mpa — Mpp,
d’ou, par I'addition,
n—1= (MM-’—MM b S o MM)— (n—— 1)MM,
La premiére relation étant
n—1 =M+ M+ ... 4 M)~ (n—2)Mps,
il s’ensuit
Muy=0
et
Mps =1 (h Zi).
Les relations (3) sont ainsi obtenues.
Les relations (3) et les relations (7) sont, en conséquence, équivalentes,

eu égard 4 la valeur générale de H, et aux conditions exprimées.
En second lieu, soit proposé de transformer

2 Zaquiuj,

alors que ¢ est différent de j enE —g'-f, les u; étant indépendants les uns des
k

autres, ainsi que les Uj.

Soit posé
(1) 22(1;‘)‘“;‘“] “Z}Tk
pour
i=n
Uy = ;
(@) b= _ m
c’est avoir
i=nmfk
0= ==
(3) 2.0
i:nm m
3) wm=3 ’ﬁi & (hZ k).

En prenant la dérivée de (1) par rapport & u;, on trouve

J=n

L k=n Uk
" AR

Jj étant différent de 7, ou a;; = 0.
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Comme 7 est susceptible des » valeurs1, 2, 3, ..., n, il y a n équations
de ce genre. Multiplions-les par 2, Jpz, ..., 2y et ajoutons ; il s’ensuivra

k=1

i;—.nU.
5 Up= =t 2, m~),
() b Ei:lHi(Zk:l ik
en posant
(6)  a1dn+ Gsdne 4 oo A Qi g, My i — - Bi gty b, 1t A o Bnilin = Ty

ivariable de 1 an.
Ces équations (6) donnent

0 ay ay (0T
a 0 a5 (%
A= | . . . . ...
Ay Qop 0
et
0 ag ... mpy Qg
A= | . . . .« . . .. ,
Qyp Qop Mhn 0
et I’équation (5) se partage en
i=n
(7) = E =l7~h{m}u’a
i=n
1 = nim hZ k),
(7 X g i (h<k)

(n

. . , n(n—1) .
de sorte qu’avec les expressions de Hy, il y ala ——9—’ relations.
-4

Réciproquement, ces relations, en ayant égard aux expressions des H.
entrainent les relations (3), par suite la formule (1), si les H, et le délermi-
nant

sont différents de zéro.
Posons, en effet,

k=n
Zk=imhkak:Ah (h=112v'-'a”):
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et multiplions ces égalités par Xy, X, ..., A, puis ajoutons ; nous aurons

i=n
Hgag = Zi—-lAﬂ‘w’

d’ou
i=n 2.
oy = Z A; Hg;
et de 13, en faisant g =1, 2, ..., n et multipliant par my, my, ...,
k=0 myy )
A= ——Mki |»
h= Ez—i <Zk—l Hy

ce qui se partage en

La premiére de ces deux relations peut se développer moyennant la
valeur de )y en

mym Mmym
aniBni — onbre + - o« F apaPhe = (—lﬁ—m + ';] * ---)BM
1 t]

_ ( MysMsp Mo Map

NSO P

ce qui est satisfait par

i=n mzkmth
Gpy — E -7 !
i=1

_ i=n 'm?h
=2 T
Il en est de méme des autres formules du premier groupe.
La premiére de celles du second, se développant en

0= (milz;:hh + mz}ilmen + ) Byt — (mi;lmm_i_mnm!h + ) Bis 4 ovo)
2

revient également, moyennant les mémes conditions, a

et

0 = anBrs — ansbrz + ...,

ce quia lieu, h étant différent de k; et de méme pour les autres.
D’ailleurs, il n’y apas d’autre solution ; car, & prendre pour inconnues
les n expressions

_ Vst magma,
Vo= T



le déterminant des » équations est

BM BIS te Bin

Bfu BILQ v Bllﬂ
Laréciproque a établir est ainsi démontrée.

Cette analyse est de tout point applicable a la fonction compléte du se-
cond degreé

N agu; (a5 =aj),

t et j variables de 1 & n, sauf 4 remplacer, dans A et Ak, les éléments 0 par
a“, QA29y eoey Apy.
Car si I'on pose

k=n]
(l) Zaijuiu,-:zkztﬂ—f,

on aura, pour la dérivée par rapport a u;,

j=n k=n Uk
Al = S‘ Myi o
Zj=‘ T ) *Hy

n

En multipliant par X, dns ..., by les n équations de cette sorte, et les
ajoutant, on aura

i=n k=n i=n k=n Uk
Ak ) Ui = M Mki o
Et:l(zk:.:l H I‘k) ' Zi:i i<zk=l mHk)’

d’ott
i=n Ui k=n
= Ei:l H; <Zk =4lhkmik> ’
en déterminant les Jy par les équations

{=n
E i Qjkhng == Mk,
i=1

qui donnent
Gy Gay o Gy

Ay Qg o+ Qpp
el

‘ @y Mpy oo Gy
A= °

Ay Mgy = .o Apy
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et Pon a par 1&

i=n
Hy= Zimlmmhta

i=n
Ozzizilm'mki (hzk)

Réciproquement, on pourra déduire de ces relations, comme plus haut,

=1 Hz’ ?

et par conséquent la formule (1).

11
Transformation de u® + v* + w? en I_J}TV + Yﬂﬁ + \—;;7” .
Soit posé

Uy VWwW WU

(1 W wt= 4+ p

pour

U=mu + nv + pw,
V=m'u + n'v+ p'w,
W=m"u + n"v + p"w.

Avoir la formule (1) pour toutes valeurs de u, v, w, c’est avoir

1= mm’  m'm" + m'm
— "H_ H H” ’

an’ | w'n"  n'a

@ = twtw

1 :%l + plpll p”p

vt
et
mn +m'n | w'n" +m'n’ | m'nA4-mn’ 0
H H B -
np A-pr’ | wp” +pnt | w'pp'n
(5) H + H/ + Hn —_ 0’

pm’ 4+ mp’ 'm" + m'p” "m ~ m”
> P+P, i P+P s P_y.
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Or on a
_mV4+m'U  wW4+m'V m"U4 mW
h=—g—F+—w +t—w
(%) 9y — aV4+m'U aW4+na"V  n"U+4 W

H 1 o’
7u 9 % "
qw= 2P, PWLPY | PULIN

d’ot1, en multipliant par m, n, p et ajoutant,

(m+-n24-p?)V+(mm'~4-nn'+pp')U . (mm’ +nn’+pp') W-A-(mm" +nn" +pp")V
(5) 2U i + ig

(mm” 4 nn" + pp")U~+ (m? - n2+4-p*)W
+ i ’

relation qui se partage en

’ ’ 4 "
g mm -+ nn’ + pp +mm +nn”+pp”,

H H!/
_m*4nt4-p*  mm" 4 nn" 4 pp”
(6) 0= i + W )
mm’ -+ nn’ 4 pp’ | m?® 4 n® 4 p?
0— i /A i P

si U, V, W peuvent étre quelconques, c’est-a-dire si I'on a

3
=

~
~

20.

5\
3

|

=

"

g
S

Résolvons ces équations par rapport 4 Ii_i’ }%, }—:—,—, Le déterminant est

8y =2mm’ + nn’ + pp’)(mm" + nn" + pp")(m* + n* 4 p?),

et 'on trouve

A 1ﬁ: 9(mm" 4 nn" + pp")(m* 4 n2 + p*),
A, ]11—,:. — 2(m®*+ n? + p?),
A -ﬂl; = 2(m? + n® 4 p2)(mm’ + nn’ -+ pp’),
d’olt
H=mm’' + an’ + pp’,
0 W— — (1o’ + nn’ + pp')(mm” + nn” pp”)

m? 4 n? + p*
N =mm" + an" 4 pp”.
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A l'aide des facteurs m’, n', p’, on tire de méme des équations (4)
W=mm" + w'n" + r'p’,
17 — _ (m'm" + wn" 4 pp")m'm + n'n + p'p)
- men? f p?
H=m'm +n'n + p'p,

’

et, a l'aide des facteurs m”, n", p”,

H" =m"m + n"n + p"p,
He (m"m + n"n 4 p"p)(m"m’ 4 n"n + p"p’)
- m" + n"t  pit '

HI :mnml + n'n' + p‘lpl.

On a ainsi
H=mm’ + nn’ + pp’,
(8) HI —m'm" + wn' + p/pll’
“II —m"m + n'"n + pllp,

et
HH"
m? + n? +p*-_—.-—T,
(8) m? 4wt 4 pte= — H_!_;”[_l,
mos s I,

d’oir résulte
H = (m* + nd + p’)(m’* -+ n'2 +p'z)‘
H/: P (,mrg + nis +p’*)(m”’ + nll3+ prli)’
H" = (m" + 0" + p)(m® - n* + p*),
et
— HWH" = (mﬁ + n? 4- pi)(ml! +-n'? 4 p")(mllﬂ + n"2 4 P")-

Par suite, il faut

H= —ym® 4+ n® + p* ym'2 4 w'* + p'%,
(9) H = — {ym'* + n? + p'* {Ym"™ + n"t + p"2,
H' = — {m" 4 n"* + p" \'m* 4 n® + p*,

ou bien

= — R
(9) W= —\m? 4 n?+p" \VmE g pe,
H" == — ym" + 2" + p”* Vm® +n* + p?,

chaque radical pouvant d’ailleurs se prendre implicitement avec ftel sign:
qu’on voudra.
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Sous forme rationnelle on a donc-

(m? 1 4 p) (2 4 % - ) — (mm’ 4 '+ pp) =10,
ou
(mn’ — m'n)® + (np’ — pn')® + (pm’ — mp’)2 =0, ...;

par ou I'on voit que m, n, p ne peuvent étre réels a la fois.
Réciproquement, étant données les expressions (8) de H, H', H” et les
relations (9), les formules (2) et (3) en seront les conséquences, par suite la
formule (1), si aucune des quantités H, H', H"” n’est nulle, ni le détermi-
nant
m n p
m’ nl Pl
m” nII p'l

A =

Posons, en effet,

ma -+ m'B + m'y =A,
(10) na + n'B 4+ n"y =B,
pa+ pB+ p'y=C

En disposant de «, B, v, les quantités A, B, C pourront étre de toutes va-
leurs, le déterminant A étant différent de zéro.

Multiplions ces équations par m, n. p, puis ajoutons. En tenant compte
des relations (8), on trouve

~Hllll—,"z+ﬂﬁ+ﬂ”-y=mA+nB+pC.

On a de méme par m’, ' p’, et par m”, n”, p”,
Ha — I—:l—,,l—!ﬁ + Hy=m'A + »'B 4+ p'C,
H"W
1LFA + H’B — Tm"A + n"B -+p "G.
Résolvons ces équations par rapport & «, 8, y. Le déterminant est

Ay = AHHHY,

et il s’ensuit
a_m'A -+ n'B +p'C + m'A 4- n"B +P"C_

2 i g
14 " U/
2B=mA+1;l,B+pC+mA+1§3+pC,

_mA+nB+pC_|__m’A+n’B+p'C

27 H" H
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d’ou, en multipliant par m, m’, m” et ajoutant, on tire

‘mm’  m'm” m'm mn' 4+ m'n . m'n" + w'm"  m"n 4+ mn™
N=2 g+ ) *—t*)“

il ' g
mp’ + L"_’l’ mlpll + p/mll "lllp + pllm
+ ( o TTw g

ce qui donne

mm’  m'm" m"m

A O O

0— mn +m'n - m'n" 4+ a'm”  m"n 4 mn”

1=

H W H
. "
0— mp;li-mp m'p” +mp+mp[-li;np

On obtiendra d’une fagon semblable les autres formules (2) et (3).

REMaRQUE. — Quand u, v, w sont des fonclions du premier degré en
z, ¥, %, I'équation u* 4+ v*+ w*=0 donne un céne, et les équations
U=0, V=0 deux plans passant au sommet du cone. L.’intersection des
deux plans est sur le cone sil’'on a & la fois

ud 412wt =0,
mu—+ ny + pw =0,
mu + n'v 4+ pw=0,
d’out résulte
w v N w
np' —pn'  pm' —mp’ — mn’ — m'n

puis
(np" — pn')* + (pm/ — mp’)* + (mn’ —m'n)* = 0.
Les relations (9) ont par la une signification géométrique.

Si I'on change u, v, w en u s, vy, wy/e”, m, n, p en mye, nye, pye”,
5, ¢, ¢ étant 2= 1, la formule (1) devient

uvy VW WU
@ Moy — o' 4 Y0 WY
WA=t
avec
U=emu+no+= ¢pw,
V=em'u + ¢n'vj+ ¢"p'w,
W=em"u + ¢n"v + ¢"p"w.
et 'on a

H = etm’ 4 e'nn’ + "pp?,
W =ean'm" + ¢n'n" + "p’)’",
H? = em™m + ¢n"n + ¢"p"p,
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HII
em® 4 e/n? 4 e"p? = — W
em’® 4 ¢'n'? - ¢p'?t = %l
H"H'

’

sm”' e’n”’ + F'II F] e
-+ P i

uis
P H=— Vem® ¢n®  ¢"p® yem™ + 0’2 + ¢'p
H=— \/em" +¢n’? 4 s”pﬁi Vem™ 4 ¢n"t  "p":
H = — \/em”* + ¢n"2 4 ¢"p"? \/em’ —+e'm® + ¢"p2,
ou les mémes expressions avec changement de signe pour H’ et H”, chaque

radical impliquant d’ailleurs tel signe qu’on voudra

Sous forme rationnelle, ¢’est avoir
tnp’ —pr'): + ¢(pm’ —mp')? + '(mn’ —m'n): =0,
s(n’p" _prnn)g + El(plmll — mlpfl)i + Ell(mlnll m'n )_ — 0,
e(n"p — p'n)® 4 ¢ (p"m — m'p)? 4" (m"'n — mn")2 =0,
Les formules (2) deviennent
_mm’  m'm"  m"m
R I O O
= .ﬁn_, + ﬂ’ + ﬂ
H H H” ’

E”-_gp pp
=

]” ’

et les formules (3) restent les mémes.

v
Transformation de uv +- vw + wu en U}Y + \[r + \:;"U

Soit posé
Uuv YW wWu
(1) v + 0w +wu =+ =+

pour
U=mu + nv + pw,
V=m'u + n'v + p'w,
W =m"u + n"v + p"w,

u, v, w étant des quantités indépendantes les unes des aulres

’
Cette formule implique les relations
mm'  m'm" m'm
= =0,

Tt wtw
nn’  n'n"  n'n
T*‘ w + H”_O

H H’ H" 0
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mn' 4+ mn  m'n" 4+ a'm"  m'n+mn" __ 1
H W H” -
. npl + pnl nlpll + plnll nllp +plln .
() R T
ml m / lmll ml " Ilm mﬂ
P —}*{- (A }-:: LAy }-::, P

1,

=1.

On tire de (1), par dérivation,

mV + m'U + m’W+m”V+m”U + mW

VA4 w= i TG i ,
7 4 " "
) w+u:nV+nU+nW-¢,—n V+nU—l;nW’
H H H
4 'W "y # W
u+,,___pV-}klpU+p ;;P +pUH4;p ,

d’oui, en multipliant par ), g, v et ajoutant,

m’ mll l' nll 4 i
(;A+v)u+(v+k)v+(k+y)w=g "(T{"" H,,)+ ”(;1 +H,,)+v<% +f—,,> }U
m m’ n n PP
() +{ l(r{-+il7,)+y(ﬁ—, +H)+‘<W+'ﬂ> }V
m m n p P ,
+P(E+ir) (e w) () v
Si 'on pose
p+v=m, v4+ir=n, rA4uv=p,
d’ont
_n+p—m _p+m—n _m—4n—p
)“- 2 ’ P‘— 2 I v= 2 ’

on aura, par cette équation (5),

— (™ m\ntp—m (0 w\ptm—n (P pymtn—p
1“('11'+'}‘17>—2——‘“"(11"'1{0 3 +<H+H" :

_(m"  m\n+p—m n'  a\p+t+m—n P, p\m+t+n—p

() °—<W+H> —9 +<H'+H> 3 "‘("“u) g
_(m  w\n+p—m n  wW\p+m—n P p\mHn-—p
0= (}‘1”"‘*'1?)——2_"' (1—17'+}T')_2—+(H” + u~> 3

Posons, pour abréger,

m ™ +1;—m + P +';‘—” +p,m+;l—-p: [mm') = [m'm],

c’est aussi

. ,1
S0 40 ) -+ p) — (¢ e+ ppf) =SS — (' + 0 - pp).
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On aura de méme
') = (] = 2SS — (e - nent 4 pfph),
[m'm] = [mm"] = Lsgn _ m'm -+ n"n + pp),
() ®

S désignant m® 4™ 4 p®.
Los équations (6) deviennent par la

1
= }—{[m "m)] +H [m"m],
(6) 0= [nm) + & fmrm),
0= }11 (m'm] + 1z fom),
et 'on a pareillement
1 1
1= }—l,[m"m’] + }—{[mm’J.
(6y 0= plmm] + & i,
0= mmt) -+ | m'm),
et
1 __H;[mm”] + [m m"],
(6)" 0= galm*m?] -+ % (mme],

_1 1 N
O_ﬂ—,,[mm"] +ﬁ,[mm].

Sur ces relations, les trois premiéres donnent
A = 2[mm’] [mm"][mm],

A :.{ = [mm") pmm].

d’ott
H = 2[mm’].
Par les autres, il vient de méme
(7) H = 2[m'm"|,
H" =2[m"m).
Comme I'on a

0= -’ﬁ[mm] + -}’l— (m"m),

al e






