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, . . a:c tang (=
Sur le développement en fraction continue de ¢ 2) ;
par M. Lacukrre.

(Séance du 21 mars 1877.)

1. Posons

tang (= \
enl'ﬂ ang (x) —_ ml -+ <x;:4—0-l) ’

Sl

. L. . , 1
o(x) et f(x) désignant des polynéomes du degré n ct (F‘) une
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série développée suivant les puissances décroissantes de 5 °t com-

€
mencant par un terme de la forme 5
are lnng(l) .

Comme e =’ se change en son inverse quand on change x
en — x, il en résulte qu’a un facteur numérique prés ¢(x) est égal
9(#)
flz)

se réduit a

a f(—ua); d’ailleurs pour x == &=, le rapport
I'unité; on a donc

o(#)= (=10 f(—=).

En employant la méthode que j’ai exposée dans unc Note précé-
dente (1), on obtient facilement I’équation différentielle suivante,

a laquelle satisfait le polynéme f(x),
(1) (14 2%)y"+ (22 — 1)y’ —n(n +1)y =o.
Le polynoéme ¢(x) satisfait a I'équation
(1+2)u" + (22 +1)u' —n(n +1)u=o,
équation qui se déduit de la précédente par la substitution

y= ue—ura tang (-:—r-)

ou encore
y — uearctans:-

On en conclut que I'intégrale générale de I'équation (1) est donnée
par la formule

7= Af(#) + Bf(— a)eriwes,
A et B désignant deux constantes arbitraires.

2. Posons
z=i(1—2z),

d’ou

(*) Sur Vapproximation d'une fonction d’une variable au moyen de fractions ration-
nelles (Bulletin de la Société mathématique, p. 78 de ce tome).
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I’équation (1) deviendra

(2 —22)py" + <x+ é - 2z>_y" +n(n+41)y=o,
équation qui définit une série hypergéométrique F(a, B, v, z), pour
laquelle on a

y=t1+_- a=-—n el B=n-+1.

Cette série est évidemment un polyndéme du degré n en z; on a,
par suite, en désignant par K un facteur indépendant de x,

f(x):KF(—n, n—+1, vy,

1+l°.z‘>

Convenons de déterminer le polyndme f(x) par la condition que

flz)

x"

soit, pour x=-- , égal a

aflg+1)..(x+n—1)B(B+1)...(B+n—1)
2".1.2.3...n

o

en divisant les deux membres de la relation précédente par a" ct
en faisant croitre indéfiniment x, il viendra

l'u
ry+1.(y+n—1)

1=K

. f(x)
F(—n,n+1, y,2) = Yy +1)..-(y+nrn—1)

Si, pour plus de clarté, nous représentons f(x) par V,, et si nous
s P P ’ P )
posons, pour abréger,

F(—n,n+1,y, 3)=F(—n),

on déduit de la

F(—n) _ Fl—n+1) F(—n—1)
(2) SR SV ey oy § (g
"y+n—1

3. Cela posé, en désignant respectivement par @, ¢, et P, les
v. 7

i
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trois fonctions
F(a’p’}I’z)’ F(a'_l’ﬁ_l"l’ }', Z) ct F(““‘l’ 6_1,715),

on‘déduit facilemerit, des relations données par Gauss (*), la rela-
tion suivante :

([1=2em (a2 B2 o

) B—a—1 B—a+1
(3)
_Bly—a) gy aly=6) o
'\ p—a-Hq)' ﬁ—a——xq)'_

Si, dans cette relation, on fait
i
F=-—— y a=—n, B=n-+1 et Y=+

» . . . )
$, &, ct P, deviennent respectivement I'(—n), F(—n —1J,
1(—n +1), et I'on obtient I'équation

—i(2n+1)xF(—n)—(y+n)F(—n—1)+(y—n—1)F(—n+1)=o.

Remplagons, dans: cette équation, ¥ (—n), F(—n-41) ct
F(— n —1) par les valeurs proportionnelles déduites des rela-

. i oo,
tions (2) et 7 par sa valeur 1 + > il viendra

(4) V,,....:—(zn—l-—n)xV,,—k(n’+%>V,,_._

4. Déduisons de (4) les valeurs de V,,, V,, et V., , et portons-
les dans I'identité

‘7,,’,4_; -+ (2.1: -+ l) V;x+x -_ (n -+ l) (n -+ 2) V,‘+| = o,
il viendra, toutes réductions faites,

(5) 2(|+x’)V',,—(2nx—-|)V,,+2<n’+%>V,,_.:o,

5. Des formules précédentes on déduit les valeurs suivantes des

.

(") Disquisitiones generales circa seriem (Gauss Werke, t. 111, p. 130).
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polynomes V, :

Vo=1, V.:;—-x, V,:§—§-x+3x_’,

4 2

Sil’on désigne, cn général, par S,, 1a sommedes :1*™ puissances
des racines de I'équation V, = o, il cst clair que I'on aura

SS=8=8=...—=

N~

ct

S =S =8=...—= — —»
. TS BR
m etant:au PluS egala a2n—1.

6. De la relation (4) résulte le développement suivant de

{r
aro tang k;)

en fraction continue :

L‘arcitang (";) o T

-] -

— 3z +

1
Il
— b5+

— &+
dont la loi est évideate.
7. Les considérations qui précédent s’appliquent, sans aucun
x+a

/
changement, au développement en fonction de <;:—"6> , quelles

que soicent les quantités a, b et m.
Du reste, cctte expression donne en particulier la- fonction

1 .
arc tang —.) . . . 14
e & quand ony faite =i, b= —ict m=— -



