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Sur Uintégration de quelques équations linéaires au moyen
de fonctions doublement périodiques; par E. Goursar.

(Séance du 20 juin 1884.)

1. Depuis les mémorables travaux de M. Hermite sur 1'équa-
tion de Lamé, les équations différentielles linéaires a coefficients
doublement périodiques ont été étudiées par un grand nombre de
géométres. On connait le beau théoréme de M. Picard, d’aprés
lequel, si l'intégrale générale est uniforme, elle s’exprime au
moyen des fonctions 8. J'examine dans cette Note quelques équa- -
tions qui offrent une application du théoréme de M. Picard; ce
sont des équations a coefficients rationnels, telles que la variable
et l'intégrale générale peuvent s’exprimer par des fonctions uni-
formes doublement périodiques de premiére ou de deuxiéme es-
péce d’'un méme paramétre. Je me permettrai de signaler entre
autres une équation du troisiéme ordre, qui contient huit nombres
entiers quelconques et un paramétre tout i fait arbitraire.



Soit
Q) ‘ F(y)=o

une équation linéaire d’ordre m a coefficients rationnels et a inté-
grales réguliéres, admettant comme points de ramification, pour

l'intégrale générale, les points a,, a@,, ..., a, et le point 2= %, =0,

que nous supposerons toujours un véritable point critique. Admet-
tons que les racines des diverses équations déterminantes fonda-
mentales relatives aux points critiques a,, @y, ..., @p, o soient
commensurables, et en outre quel'intégrale générale ne contienne
aucun logarithme dans le domaine de chacun de ces points. Sup-
posons les racines d’'une méme équation fondamentale réduites a
lear plus petit dénominateur commun, et soit m; ce dénominateur
commun pour le point critique a; et n le dénominateur commun
relatif au point # = o . Si les nombres m,, m,, ..., mg, n véri-
fient la relation

i=p
N I 1 o
'”_l‘. -+ n - 4 I,
i=1
I’équation différentielle
i=p
d _L
(2) £ =5H(.Z'-—-a,‘)‘ mi

i=1

aura son intégrale générale uniforme, et I'on sait, d’apres les mé-
morables travaux de MM. Briot et Bouquet, que cette intégrale
sera ou une fonction rationnelle, ou une fonction simplement pé-
riodique, ou une fonction doublement périodique de z. Laissant
de c6té les deux premiers cas, supposons que cette intégrale soit
doublement périodique et soit f(3) cette fonction. St dans I'équa-
tion (1) on fait le changement de variable x = f(3), I'équation (1)
se transforme en une équation A coefficients doublement pério-
diques, et il est aisé de vérifier que 'intégrale générale est aussi
une fonction uniforme de z. En effet, soit 5, une valeur de z telle
que la valeur correspondante z, de x soit différente de a,, a,, ...,
a@,, ® ; I'intégrale de I'équation (1) est une fonction uniforme de z
dans le voisinage de z,, et par suite une fonction uniforme de s

dans levoisinagede zo. Supposons en second lieu que, pour z=3,,
XIL. 7



on ait x = a;; posons x = a; + £’ m;; y sera, par hypothése, une
fonction uniforme de z' dans le voisinage du point 2/ = o.
Mais, si I'on fait cette substitution dans I'équation (2), elle de-
vient

dx' ,
d—‘::?(z‘))

¢ (') étant holomorphe pour z'= o; donc &/, et par suite y, est
une fonction uniforme de z dans le domaine du point z,. On éta-
blirait de méme que y est une fonction uniforme pour toute valeur
finie de z pour laquelle z est infini; c’est donc une fonction uni-
forme de z dans toute I’étendue du plan. L’équation obtenue en
posant = f(z) dans I'équation (1) rentre donc dans la classe des
équations auxquelles s’applique le théoréme de M. Picard.

2. On sait que toutes les équations de la forme (2), dont I'in-
tégrale est uniforme et doublement périodique, se raménent, par
une substitution linéaire, aux quatre types suivants :

(3) (%) =sat—m)a—K2a),
@ (%) =s=r@—on,
& (%) =gr@—m
®) (%) =gare—v

(voir Brior et Bouquer, Théorie des fonctions doublement
périodiques, p. 3o et suivantes); A chacune de ces équations bi-
ndmes correspondent un certain nombre d’équations linéaires, qu'il
est bien facile.d’énumérer.

Prenons d’abord le type (3); I'équation linéaire correspondante

. . . T .
admettra les quatre points singuliers o, 1, ;55 0, et les racines

des diverses équations fondamentales devront étre commensu-
rables et admettre 2 pour dénominateur commun. Comme nous
excluons le cas ou la différence de deux racines d’'une méme équa-
tion serait un nombre entier, il faudra que cette équation soit du
second ordre, et les exposants de discontinuité seront respecti-



(7)

\
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vement :
Pour 2 =o0.....c..cooevuuenn... A+ N,
Pour #=1......c.ivvuvunnennn. w3,
P x ! +1.
our = R—’ ................... v 9 Vo
! 1
Pour T=— =0 .oonnn e ni+1, n,

A\ N, @, ¢y v, Y, n, ny étant des nombres entiers positifs ou néga-
tifs dont la somme est nulle. On peut toujours, par une trans-
formation facile, supposer N =p'=v =o et X, p, v positils.
L’équation correspondante sera alors

z(1—z)(1— K2z) %’;

L (K — Da(i— )+ (p— (1 — Kra)+ (§— (1 — 2)(1— K2a) L

* -
— [K n(zn+z)\—2|—2p.+2v 1) N ’Zl]»";

si I'on y pose £ = snz, elle devient

dary <2K$~»snzcnz__'_2 snzdnz ) cnzdnz) dy
(7 bis) dx? dnz *nz 24 snz dz
=[2n(2u+2) ++2p-+2v —1)K2sn2z + A]y.

Cette équation est identique & I'équation signalée par M. Dar-
boux (Comptes rendus, juin 1882), et étudiée depuis par M. de
Sparre (Acta mathematica, t. III). On le voit facilement, en
faisant une transformation de la forme

¥ =Ysn%zcnBzdnY. 5.

si 'on fait A = p. = v = o, on retrouve I'équation de Lamé.

Les équations linéaires correspondant aux types (4), (5), (6)
des équations bindmes n’auront que les trois points critiques o,
1, oo . Parmi les équations du second ordre, on aura quelques cas

~ particuliers de I’équation d’Euler,

(8) 2(1—2)y" + [y — (2 +B+1)z)y'— By = o;

les quantités «, 3, v auront 'un des systémes de valeurs ci-
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dessous :

— 1 3
a4 == 0, ;5_—:‘“. Y”‘?-
1 . 1
a=4  B=4 y=1,
— ‘R 1 __2
a=o0, B=3, y=3,
1 2 oo 2
o=y, =3 (=13,

n 1—n
= = = =2
a_6, B= 6 1=3,

n 5—n
_n — —1
a:_ﬁ’ p_ I ) "{——3‘

A chacune de ces équations il faut joindre celles que 'on en
déduit par les transformations connues qu'admet 1’équation d’Eu-
ler. Il est a remarquer que, dans chacun de ces cas, I'intégration
de I’équation (8) se raméne a des quadratures, et I'intégrale géné-
rale s’exprime bien en effet au moyen d’intégrales elliptiques.

Parmi les équations linéaires du troisiéme ordre, nous rencon-
trons d’abord un certain nombre d’équations hypergéométriques
(voir Annales de U’Ecole Normale, t. XII, p. 278). Ce sont les
équations de la forme

w

)

»

I
J:iu ol s

fi

d"’y : ! 'y
z‘z(x—l)t—i—F -+ [(3 + a1+ ay+ aa)z‘——(l -+ b1+b2)]z‘z;
(9) ay
+ [1+ a1+ as+ a3 + ayaz;+ aza,+ a,a,)z—b,bg]‘—i——x “+aiazazy = o,
ou a@,, @3, a; ont I'un des systémes de valeurs ci-dessous :
— 1 1 —1 __3 —1 1
b]E ;‘, sz%, y QA1 =0, =3, 3=y, b‘=7, bg:f, ai:T’ a2=2, a
5 -1 —1 —1 -3 —_— —_
...... 3 eeeeey y QA =7g, A3=17, A3=r, bi=i’ b2=—‘-, a;=o, a2=%’ a
—1 — 1 —1. —
...... Yy seseey y a‘E%, ag =y, a3=%, bl=Ta b2=—2', a;=o, a2=%, a
— — 35 2
...... g seasay y; A =0y A=, A3=73;

Enfin on rencontre également une équation du troisiéme ordre
ayant la forme suivante :

23 (x — 1)} g;—-{ +[Az + B(z —1)] 22(x —1)? j::
(10) | + [Cx(z —1)+ Dw—k—E(l—z‘)]x(w—x)%

—[Fa*(z—1)+ hox(x—1)+Hor+K(z—1)]y =0;

les coefficients A, B, G, D, E, F, H, K sont choisis de facon que

-

™
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les racines des équations déterminantes fondamentales soient

Pour z=o0.............. m, m'+4§, m'+3
Pour z=1t.............. n, n+% 43
Por =1 = " "2

our F= =00l p, p 4L p+i

m, m',m', n, n', n", p, p', p" désignant des nombres entiers quel-
conques, dont la somme est nulle. L’équation (10) contient en
outre un paramétre A tout a fail arbitraire, ce qui la rapproche de
I’équation (7). Si 'on y fait z = f(3), f(z), étant une intégrale
de ’équation (6), y sera aussi une fonctien uniforme de z, et par
suite, quel que soit A, I'intégrale générale s’exprimera au moyen
des fonctions 6.

3. L’analogie entre I’équation (10) et I'équation de Lamé peut
encore étre poussée plus loin; c’est ce qui résulte de la propriété
suivante, que nous allons maintenant démontrer : Le produit de
trois intégrales convenablement choisies, et en général dis-
tinctes, est une fonction uniforme dans toute ’étendue du plan,
et par suite un polyndéme ou une fraction rationnelle.

Dans le domaine de chacun des points x =0,z =1, £ =,
I'équation (10) admet trois intégrales particuliéres, qui sont res-
pectivement multipliées par les facteurs 1, o, a?(a, «® désignant
les racines cubiques imaginaires de I'unité), lorsque la variable
décrit un lacet autour de ce point. Soit y,, ¥, ¥s le systéme fon-
damental du point  =o0 et z,, 3., 33 le systtme fondamental du
point z = 1; de telle sorte que I'on ait, dans le domaine du point
z.= o,

1 2
r1=91(x), ve=2a3¢(x), y3 =2 93(x),

©4, P2, ps €tant uniformes dans ce domaine, et de méme, dans le
domaine du point z =1,

= W(@), sm=(z—1)h(2), 3=(2—1) (2),

¥y, ¥2, Y3 étant uniformes pour z = 1. Considérons pour un mo-
ment les lignes indéfinies — oo 0, 1 +o comme
des coupures; entre les deux systémes fondamentaux d’intégrales,
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il existe des relations linéaires telles que

Jyi=asz + bz + cazs,
(11) Y2 =a' s + b'zy+ '3,
\ ys=a's + bz, + "33,

le déterminant des coefficients

a b ¢
A=|a b ¢
a b

étant différent de zéro. Ces coefficients doivent étre tels, qu’aprés
avoir fait décrire a la variable un contour fermé enveloppant les
points x = o, £ =1, il y ait trois intégrales particuliéres qui se
reproduisent multipliées respectivement par 1, «, 2. Cette condi-
tion entraine entre ces coefficients deux relations qu'il serait facile
de former. D’autre part, les intégrales y,, ¥3, ¥s, 31, 33, 33 ne sont
déterminées qu’a un facteur constant prés. On congoit donc qu’on
puisse mettre les relations (11) sous une forme telle qu’elles ne
contiennent plus que deax paramétres arbitraires. Il est commode
pour cela de remplacer les systémes fondamentaux par deux autres
systémes déterminés comme il suit.
Désignant par A, B, C trois constantes indéterminées, posons

Y = Ay, + Bys + Cys;

proposons-nous de déterminer A, B, C de telle fagcon que 'inté-
grale Y se reproduise multipliée par un facteur constant w quand
la variable  décrit un lacet dans le sens direct autour du point
2 = 1 suivi d’un lacet dans le sens inverse autour du point x =o;
chemin que, pour abréger, je désignerai désormais par L. Si Y se
change en wY aprés que la variable a décrit un pareil chemin, il
est clair que ’on devra arriver 4 la méme intégrale, soit lorsqu'on
fait décrire a la variable un lacet dans le sens direct autour du
point z =1, en prenant au départ l'intégrale Y, soit lorsqu’on fait
décrire a la variable un lacet dans le sens direct autour du point
x = 0, en prenant au départ l'intégrale wY. Dans le premier cas,
on aboulit a I'intégrale

Alas;+bx33+c225;)+ B(a'zy + b'45, + 42 33) + C(a"5) + b"a.33 + "2 33);
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dans le second cas, on est conduit a l'intégrale

w(Ay;+Bay, +Caty;)= w(Aa+Ba’a+Ca”aﬂjzl+ w(Ab+B2b'+Ca2b")z,
+ w(Ac+ Bac' + Ca2c”)z;.

Il faudra donc que ’on ait

2) Aa+Ba'+Ca"  a(Ab+Bb +Cb") a¥Ac+Bc'+Cd")
Aa+Bad'a+Ca"az™ Ab+Bab' +Ca2d” ™ Ac+Bac'+Cac’

(1

w;

I’élimination de A, B, C conduit a I’équation

a—aw a(1—aw) a"(1—alw)
(13) ‘?(m)zl b(a—w) b(a—aw) b (a—a2w) =A+08w-+8uw—Awl=o.

c(i?—w) c(a?—aw) c"(a2—alw)

On a ainsi pour déterminer w une équation du troisiéme degré,
dans laquelle le produit des racines est égal a I'unité; d’aprés la
signification des racines de cette équation, on sait qu’elle serait
la méme, quel que soit le syst¢éme fondamental dont on partirait
pour l'obtenir. Soit w, une racine de cette équation; il y corres-
pond une intégrale particuliére Y, jouissant de la propriéié pré-
cédente,

Yi=Ay1 +By, +Cys=A12, + Bz, + Cy 33
ou
Ay =Aa+Bad+Cd,
B, =Ab +Bb'+ Cd',
C;=Ac+Bd +Cc".

Partons d’un point quelconque du plan avec Vintégrale Y, et
faisons décrire a la variable deux lacets successifs dans le sens
direct autour de l'origine; on obtient ainsi deux nouvelles inté-
grales

Ys =Ay;+Bay, + Cays,
Y; = Ay, + Ba?yy + Cay,.

De méme, en faisant décrire a la variable plusieurs lacets suc-
cessifs dans le sens direct autour du point 2 =1, on obtient deux
nouvelles intégrales

Zz = A1Zl -+ Biozz, -+ 011233,
Z3 = A3, +Ba%3,+ 01133.
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Les trois intégrales Y,, Y,, Y; forment un systéme fondamental
pourvu que le produit ABC soit différent de zéro. De méme, le
systéme Y, Z,, Z; est fondamental, si A, B, C, n’est pas nul. Sup-
posons que ces deux produits soient nuls en méme temps. Il peut
arriver que deux des trois quantités A, B, C soient nulles en méme
temps, ou qu’une seule soit nulle.

Prenons d’abord le cas olt deux des trois quantités A, B, C se-
raient nulles a la fois; soit, par exemple, B= C = o. Les rela-
tions (12) deviennent

Aa aAbd" a2Ac,

Xa™ Ab T A

les trois coefficients a, b, ¢ ne peuvent étre nuls ensemble. Si a
est différent de zéro, on aura b= c = o et, par suite, y, = az,;
si b n’est pas nul, on aura a=c=oety, = bz, .... On voit
donc que, dans ce cas, y} est une fonction uniforme et par suite
une fonction rationnelle, et I'équation (10) ne sera pas irréduc-
tible. Comme les points £ = 0, £ = 1 jouent un rdle identique,
il en serait de méme si deux des trois quantités A, B,, C,
étaient nulles.

Supposons en second lieu qu’une seule des quantités A, B, C
soit nulle ainsi qu'une seule des quantités A,, B, C,. Soit, par
exemple, C=C, = o, AB>#£ 0, A, B, £ 0. On aura

Y| = Ay| -+ Byz = Alz, -+ BIZQ,
Y, = Ays + Bay,,
Zg =A,z,+ B]GZQ;

mais, d’apreés la fagon dont nous avons choisi I'intégrale Y,, on a
Z,=w, Y0, =Y,, c’est-a-dire

0 (Ay1+ Bays) =+ A1z Brazy,

et cette relation, jointe a la précédente, nous montre que y; et y,
constituent un systéme fondamental d’intégrales d'une équation
linéaire du second ordre a coefficients uniformes L’équation (10)
ne sera pas encore irréductible.

Laissant de c6té ces cas particuliers, qui seront examinés plus
loin, nous voyons que, si '’équation (10) n’admet pas d’intégrales
communes avec une équation linéaire d’ordre moindre & coeffi-
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cients rationnels, les deux produits ABC, A, B, G, ne pourront étre
nuls en méme temps. Comme rien ne distingue les deux points
x =0, =1, je supposerai que le produit ABC est différent de
zéro; les intégrales Y,, Y,, Y, forment alors un systéme fonda-
mental, et ces intégrales se permutent circulairement lorsque la
variable tourne autour du point x = o. Lorsque la variable décrit
un lacet dans le sens direct autour du point x = 1, nous savons
déja que Y, se change en w,Y,; quant aux intégrales Y, et
Y3, elles se changent respectivement en aY, + b Y, + cY;,
aY, + 0Y,+ 'Y;, les coefficients a, b, ¢, ¢, V', ¢/ n’étant plus
les mémes que tout & ’heure. Le groupe de I'équation (10) dérive
donc de deux substitutions fondamentales de la forme suivante et
des substitutions inverses :

S(Yh Y27 Y3 : YS; Y37 Yl )’
S’(Yl, Yg, Y;: (x)lYg, aYy + bY2 -+ CY3, a’Y1 +b'Yy + C’Ys).

Soient A, ., v trois constantes indéterminées; par la substitu-
tion §', I'intégrale 1Y, + pnY; +vY; se change en

(p‘.a-{—va')Y, + (dwy + wb +vb' )Y, +(pe+vc')Ys.

Pour avoir les intégrales qui sont multipliées par un facteur con-
stant o, par cette substitution, on est conduit aux équations

— s + pa—+va'=o,
Aoy 4+ p(b—o) +vb' =o,
pe-rv(d—a)=o,

et Pélimination de A, @, v conduit & 'équation
(14) 3—(b+c)ot+ (bc'—bc—aw,)s —wi(a’'c —ac)=o.

De méme, les substitutions S’ et S, appliquées successivement
a lintégrale \Y, + Y, + vYjy, la changent en

(pe+ve)Yi+ (pa+va' )Yy + (Awy + pb+v5')Ys,

et si 'on cherche les intégrales qui sont multipliées par o aprés
ces deux substitutions, on est conduit aux équations

—Ae+pc+ve =o,
u(a—g) +va =o,
Awy 4+ mb +v(b'— ) = o;
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I'élimination de ), @, v conduit de méme a 1'équation
(15) dd—(a~+b)or+ (ab —ba'—c'w;)s — w(a'c—ac’') =o.

D’aprés les propriétés de 'équation (10), les deux équations (14)
et (15) doivent se réduire 4 ¢ —1=0; ce qui exige que ’on ait
b+c =0, be'—ch =
(16) ¢'=o0, bc'—c awy,

a+b'=o0, ab—ba'=cw, w(ac—ac)=1.

Si les deux quantités b et b’ sont différentes de zéro, la substi-

tation §', appliquée a I'intégrale 'Y, — bY 3, la change en

(ab'— ba') Yy — (bc'— b'e)Ys,
ou, d’aprés les formules (16), en
wy(cYy —aY;) =w(b'Y; —bY,);
la substitution S—*, appliquée ensuite la change en
w0 (B'Y;—bY,).

Il existera donc deux intégrales distinctes Y, et 'Y, — Y, qui
sont multipliées par le facteur constant ©, lors«jue la variable
décrit le chemin L; ce qui exige que w, soit racine double de
I'équation ¢(w) = o. Ecartons d’abord le cas particulier oi ¢(w)
se réduirait 4 (0 —1)3 : nous pourrons supposer que l'on a pris
pour w, une racine simple de cette équation, et il faudra que I'on
ait b=">0'=o. Les équations (16) donnent alors a=o, ¢'=o,
a'cw,=1. Pour l'uniformité des notations, posons ¢ = w,,
a'= wy; les substitutions S et S’ auront les formes suivantes :

S (Yl, Y!1 Y3 : Yz, Y3a YI )7

(17, ,
7 S'(Yy, Ya, Ys : 0, Ya, 03 Y5, 03 Yy),

ol w,, Wy, Wy sont précisément les racines de I'équation ¢(w)=o,
racines qui vérifient la relation w, w, w3 =1.

Je dis qu’il en est de méme dans le cas oit ¢(w) admet la racine
triple  =1. En ellet, supposons qu’il en soit ainsi et reprenons
le raisonnement précédent. Iln'y a rien a changer si les deux quan-

" tités b et ' sont nulles; je remarque que, d’aprés les relations (16),
st I"une d’elles est nulle, il en est de méme de la seconde.
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Supposons-les toutes différentes de zéro, et posons

Zl = b"Yi —bb’Y,-*— b’ Ya,
Zy= B, +b1Y, —bb'Y,,
Z3 =— bb’Yi -+ b’Y’ -+ bI’Y3;

Zy, Zy, 7y forment un systéme fondamental, pourvu que b+ b
soit différent de zéro. Supposons cette condition remplie; nous
venons de voir que la substitution S' change Z, en Z, et Z, en Zs;,
et le groupe de I’équation dérivera des deux substitutions

S (Zh Zly Z3 -'Zh Z3> Zl),
SI(Z‘, Z’,'Z;; : Z,, Za, aZ, -+ ng -+ CZ3).

On obtiendra, comme plus haut, les coefficients @, &, ¢ en écri-
vant que la substitution S’ reproduit trois intégrales particuliéres
multipliées par les facteurs 1, «, a2, et l'on trouve qu'il faut
prendre @ =1, b = ¢ = o. Ces substitutions S et S’ sont par con-
séquent de la forme (17).

Si l'on avait 4% +&'3= o, les trois intégrales Z,, Z,, Z, seraient
identiques, et Z} serait une fonction uniforme.

En résumé, toutes les fois que l'équation (10) est irréduc-
tible, le groupe de U’équation dérive de deux substitutions de
la forme (17), Y, Y,, Y; désignant trois intégrales convena-
blement choisies formant un systéme fondamental.

Sous cette forme, on reconnait immédiatement que le produit
Y,Y.Y; est uniforme, d’aprés la relation w,w,w; =1. On voit
aussi que les dérivées logarithmiques

1 dYy 1 dY, 1 dY;

Yidz’ Y, dz’ Y, dz
ne peuvent que revenir a leurs valeurs initiales ou s’échanger entre
elles lorsque la variable décrit un contour fermé quelconque; ces
dérivées sont donc racines d'une équation du troisi¢me degré, dont
les coefficients seront des fonctions rationnelles de la variable. Soit
LY
Y drx
fonction U est ramifiée de la méme maniére que la fonction algé-

= U: la relation f(U, £)= o sera du genre un, car la
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brique u définie par I’équation
w=x(xr—1).

L’intégrale générale de I’équation (10) s’exprimera donc au
moyen d’intégrales elliptiques de premiére et de troisiéme espéce,
ce qui est bien conforme au théoréme de M. Picard.

Pour effectuer I'intégration, on pourra employer une méthode
analogue a I'une des méthodes employées par M. Hermite pour
I’équation de Lamé (Annali di Matematica, t. IX, 2° série). On
peut toujours, par une transformation facile, supposer que m et n
sonl nuls, et que m’, ', m", n”sont nuls ou positifs; cette transfor-
mation effectuée, le produit Y, Y, Yy, restant fini dans toute I’éten-
due du plan, ne pourra étre qu’un polyndme, et il est aisé d’avoir
a priorile degré de ce polyndme d’aprés la forme des intégrales
dans le voisinage du point. 2 = . Ce produit satisfait a une équa-
tion linéaire du dixiéme ordre que l'on sait former, et I'on pourra
toujours l'obtenir sans autre difficulté que la longueur des cal-
culs. Une fois ce produit connu, M. Halphen a montré comment
on pouvait achever l'intégration (Comptes rendus, t. XCVII,
p- 1408 et 1541 ; t. XCVIII, p. 134); I'application de sa méthode

conduit en effet & des quadratures.

4. Supposons maintenant que ’équation (10) admette une in-
tégrale commune avec une équation linéaire a coeflicients ration-
nels d’ordre inférieur au troisi¢éme. Cette équation pourra étre du
premier ou du second ordre, mais nous allons voir que le second
cas se raméne au premier.

En effet, si I'équation (10) admet toutes les intégrales d’une
équation du second ordre a coefficients rationnels ® (y) = o,
dans le domaine de chacun des points o, 1, wo, I'équation
®(y) = o devra admettre deux intégrales qui se reproduisent mul-
tipliées par deux des facteurs 1, 2, 2, lorsque la variable décrit un
lacet autour de ce point, et, dans le domaine de tout autre point,
lintégrale sera uniforme. On peut toujours, en multipliant ces
intégrales par un facteur de la forme zP{x —1)7, ol p et g ont
'une des valeurs o, ¥, 2, supposer que les multiplicateurs relatifs
aux] points o et 1 sont 1 et «. Soient ¥, et y, les iniégrales qui se
comportent d’une maniére simple dans le domaine du point z =0
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et 3., 3, celles qui se comportent d’'une maniére simple dans le
domaine du point z=1. Entre ces intégrales il existe deux rela-
tions linéaires, telles que

_}’1 =ai; + b‘zz,

(18)

Y2 = ¢35y + d3zy;

le déterminant ad — bc¢ étant différent de zéro, comme z, n’est
déterminé qu’'a un facteur constant prés, on peut supposer
ad — bc = 1. Les équations (10) peuvent aussi s’écrire

& =dy1— by,
Ry =ay1— CYa.

Faisons décrire a la variable deux lacets successifs dans le sens
direct autour des points z=o0, £ =1; ), se change en as, +baz,
ou en

a(dyy —bys) + ba(ays — cy1) = (ad — 2bc)y + (2 —1)aby,.

De méme, y, se change en a(cz, + d3;), puis en a(cz, + da3,)
ou en

ac(dy, — byy) + dx2(ay; —cy,) = cd(2 —a2)y, +~(22ad — 2bc) y,.
Il en résulte que Ay, + py. se change en
[A(ad — abc) + ped(a — a2)] y1 + [A(a —1)ab + p(a2ad — 2bc)]ys;

pour que cette intégrale se reproduise a un facteur constant prés s,
il faudra que I'on ait

M ad — abc — o)+ ped(a— a2) = o,
AMar—1)ab+ p(atad —abc—oc)=o0

et par suite

ad—abc —o cd(a—a?)

(z—1)ab  a*ad —abc—c =o' oa(ad+2be)+at=o.

Les racines de cette équation doivent étre distinctes et avoir
I'une des valeurs 1, «, a2; ces racines seront par suite 1 et a2, ce
qui exige que 'on ait

1+a(ad+2bc)+at=o0
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ou
ad +2bc=1.

Cette relation, jointe 3 la condition ad — bc =1, donne 3bc=o.
I1 en résulte que I’équation ®(y)= o admet elle-méme une inté-
grale commune avec une équation du premier ordre a coefficients
rationnels. Ainsi, s¢ I’éguation (ro) n’est pas irréductible, elle
admet pour intégrale la racine cubique d’une fraction ration-
nelle.

On peut encore se proposer dans ce cas de former le groupe de
Péquation (10). En multipliant toutes les intégrales par un facteur
‘de la forme zP (2 — 1)?, on peut supposer qu’elle admet une inté-
grale uniforme dans tout le plan. Les substitutions fondamentales
du groupe auront la forme suivante :

S(¥1,Y273 1 Y1, ays, a2y3),
S'(Yu,¥0 73 i Y1 @y + bys + cys, dyy + bys + c'ys).

Pour déterminer les coefficients a, b, ¢, a/, U/, ¢/, on emploie la
méthode dont je me suis déja servi plusieurs fois; on trouve ainsi
les conditions

b+c'+1=0, bc'—bc=1, ba+cat+1=o0,
d’ot I'on tire
b=a, c=a2 bec=o.
Cette derniére donne soit ' = o0, soit ¢ = o; comme rien ne dis-
tingue les deux intégrales y,, y3, nous prendrons ¢=o. Par suite,

le groupe de ’équation (10) dérive dans ce cas de deux substitu-
tions de la forme suivante :

Y S(royan s iy ays, atys),

1
(19) U S (1, 74,55 2 71, @Y1+ ays, a'yy+ Bys+ atys),

a, a', b étant trois coefficients indéterminés.

5. 1l est facile de déduire de la la forme analytique de I'inté-
grale générale. Nous savons déja que y, est une fonction ration-
nelle. Si @ = o, y., sera la racine cubique d’une fonction ration-

nelle; si @ n’est pas nul, le rapport %3 admet en chaque point dua
1 .






