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Sur les fonctions réduites suivant un module premier ;
par M. A.-E. PELLET.

1. La théorie des fonctions entières, réduites suivant un mo-
dule premier/?, offre la plus grande analogie avec celle des équa-
tions abéliennes, et, en retour, la théorie algébrique des équations
en retire le plus précieux concours au point de vue des applica-
tions.

Le théorème qui sert de base à la méthode que j'ai développée
dans le Bulletin (t. XV, p. 66) devient ici :

O(^) étant une fonction rationnelle à coefficients entiers, soit [JL
le nombre de valeurs distinctes qu'elle prend lorsqu'on remplacer
successivement par les m racines d'une congruence irréductible
(mod^?) et de degré m\ y. est un diviseur de m et ces (JL valeurs
sont racines d'une congruence irréductible.

Ainsi soit A une fonction rationnelle d'un nombre quelconque
de racines de congruences irréductibles suivant ïeniodp: formons
la suite

A, \P, AP'\ ..., AP\ ....

Soit v le nombre de valeurs distinctes comprises dans cette suite;
on a A^^ A(mod/?), et ces v valeurs sont racines d'une con-
gruence irréductible (modp) à coefficients entiers. En effet, quel
que soit le nombre de ces congruences, leurs racines peuvent
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s'exprimer en fonction entière d'une racine d'une seule congruence
irréductible dont le degré est égal au plus petit multiple commun
des degrés de ces diverses congruences. Posant A ^y(î)(mod»),
il vient/(^EEEÂ^.

2. Supposons que l'on connaisse l'exposant de A, c'est-à-dire
le plus petit nombre /î, tel que A^^E i(mod/?); on en conclura
facilement le nombre v; v est le plus petit nombre, tel que p^— i
soit divisible par n. On aura des indications sur cet exposant/?,
lorsqu'on connaîtra une relation de la forme A^^^mod/?),
a étant un nombre réel ou imaginaire d'exposant connu. Remar-
quons d'abord qu'on peut supposer m premier avec p\ car de
A^^a, on déduit A^^a^"1, v étant le degré de la fonction
irréductible dont a est racine. Désignons pare l'exposant de a;
de la congruence A^ES a(mod/?), on déduit A^ES i(mod/?).
Soit g une racine primitive de la conguence

(i) a^==i (mod^?);

a et A sont des puissances de g. Posons a^^'"; k est pre-
mier avec e; et x == g^11. La congruence ̂ w^ a (mod/?) devien-
dra

g^m — gkm ;== Q ( moâp ) ;

d où

et enfin

Ainsi l'on a

^ m — km == o ( m od me ) ;

^ == k (mode).

A == ̂ 4-ae (mod/?),

a étant un des nombres o, i, a, 3, ... (m — i).
L'exposant n auquel appartient ^+0"' est le plus petit nombre n

tel que (Â'-t-a<?)/i soit divisible par me. Soit e\ le produit des
facteurs premiers de e, entrant dans m pris avec l^exposant dont

ils sont affectés dans m; — est premier avec c\ k étant premier

avec e l'est aussi avec e^e^ et, pour que le produit (Â'+ cne)n soit
divisible par e\ e^ il faut que n le soit. En particulier, si m ne con-
tient que des facteurs premiers divisant <?, on a ̂  ===m, n == e^e.
On déduit de là ce théorème de M. Serret : Si dans une fonc-
tion F(.r) irréductible (mod/?), de de^ré v et d'exposant /?, on



— 1S8 -

remplace x par ̂ , X ne renfermant que des facteurs premiers qui
entrent dans /z, F(^) se décompose en facteurs irréductibles
d'exposant n\ et, par suite, d'égal degré; le degré de ces facteurs
est égal à vy, q étant le plus petit nombre tel que p^ — i soit di-
visible par nX. La recherche de ce nombre q est un problème
d'Arithmétique complètement résolu par M. Serret dans son Al-
gèbre supérieure (t. II, chap. III).

3. Désignons par P le produit des racines de la congruence
T(x) =^ o (mod/)) et par / une de ses racines ; on a

^l-^7^î-+-• • •-^v-1 — P ( modp ).

e étant l'exposant de P, le nombre e\ sera tel que ^ ~l soit1 ( P — ï ) ^
premier avec <?, et l'exposant n de i sera un multiple de e^ e^

n^ e\ e, divisant ——^-— e. Prenons pour \ un facteur premier de e ;

la fonction F(^) appartient à l'exposant \n^ e^e\ on a

p^—\ ^ p^—î (p^—i)(p-^
\n^e^e ~ nve^p—i) (p^—i)\e

Le premier facteur du produit qui figure au second membre est

un nombre entier non divisible par X; si donc ^ ~ r n'est pas di-

visible par À, il faut que p^ le soit; ce qui exige que q == \\

donc, \ étant un facteur premier de e ne divisant pas ^ I ,

F(^) est irréductible (mod/?); si \ divise p ~ { > F(^) sedécom-
G

pose en \ facteurs irréductibles de degré v et d'égal exposant.
Dans le cas où À est un nombre premier divisant p — i , mais

ne divisant pas e, F(^) se décompose encore en X facteurs irré-
ductibles de degré v, mais l'exposant n'est pas le même pour tous
les facteurs.

Exemple. — Soit P E= — i (modp); e est égal à 2. Si 7?-"̂ -1 est

impair ou p de la forme ^m—i, F(.r2) est irréductible; si, de
plus, le degré de F(;r) est pair, le produit des racines de F(.r2)
est encore congru à — i et F(.r2'') est irréductible, quel que soit
l'entier a.
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4. Comme seconde application du théorème fondamental, nous
établirons le théorème suivant :

F(.r) étant une fonction irréductible (mod/?), de degré v, dans
laquelle le coefficient du terme de degré v — i n'est pas congru à
o (mod/?), la fonction F ( x P — x ) , obtenue en remplaçant x par
xP—x dans la première, est irréductible.

Soit 1 une racine de la congruence

(i) l P — ï = = i (modp),

i étant une racine de F ( x ) ̂  o. On a

I^==I 4- t4- I P , I^^I+î4-^-+-i>1 , ....
Soit 1^^ I (modp), on en conclut

i -+- iP 4- i^ 4-... 4-17^~1 ==.0 ( modp );

d'où, élevant à la puissance ^i(•nle et retranchant membre à
membre,

iP1' — i := o ( mod^c? ),

ce qui exige que k soit divisible par v. Désignons par s^ la somme
i + ̂  4- ii^ 4- . . . + ̂ y-l ; on a

I/'^I (modjo)

si 5^^o(mod/?) , et I est alors racine d^une congruence irréduc-
tible de degré v. Les p racines de la congruence (i) sont effective-
ment données par la formule

I == CTO+ •^(^/ ï+ 2(7^4-. . .4-(\' —î)^^-1) ,

où ûîo est un des nombres o, i , 2, . . . , p — i, lorsque v n'est pas
divisible par p. Mais, si s^ n'est pas congru à o, on aura

IV'== I 4- Si, 11^== I 4- ms^

et, pour que F"1' soit congru à I, il faut et il suffit que m soit di-
visible par^o. Ainsi, dans ce cas, le plus petit nombre k tel que
I^EEEl {modp) estp^.

Il faut remarquer, pour l'application de ce théorème et de ce-
lui qui précède, que, par une transformation linéaire, on pourra
presque toujours donner au produit et à la somme des racines
d^une congruence une valeur assignée.
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Exemple. —Si, dans x — i , on change x en x P — x , on obtient

la fonction xP— x — i, qui est irréductible. La congruencc

xp 4- xv-^—i E= o (mod/?),

transformée de .2^— x — i, en changeant x en I- est aussi irré-
37

ductible; la somme des racines est congrue à — i; en changeant x
en x P — x , la nouvelle congruence sera irréductible

yP^—^P+^P—^P-ï—î^o (modp).

Sur les périodes des racines de V unité.

5. P étant un nombre premier, considérons la congruence
^.p—i

(i) ——— ==o (modo).•y — i

Son premier membre se décompose en ~~1 facteurs irréduc-

tibles de degré v, exposant de p relativement à P, c'est-à-dire plus
petit nombre, tel que/^— i soit divisible par P. Désignons par G
une racine primitive du nombre premier P, et par 9 une racine de
la congruence (i), qui peut être réelle ou imaginaire. Les racines
de cette congruence seront

0. 6G, QG^ _., OGP-'.

Soit/(.c)=== o l'équation aux q périodes des racines P'*'»1®8 de
l'unité. Les racines de la congruence /( x)^: o(mod/>) sont

^=<jù—i

Si==. V e^^ (modjo).
i.=o

r —•— T
<•) désignant —— et i un des nombres o, i , 2, . . ., q — i.

Elles sont réelles si v divise <o, et il y en a d^imaginaires si v
ne divise pas (x).

En effet, soit/? E= G014-^ (mod P) : p^ étant congru à i (mod P),
v(a+ (îy) est divisible par P — i ; on a : va == m.wq — pvy; et
l'on voit que a est égal à o si v divise (o, différent de o siv ne di-
vise pas (•). Il vient

(^t+^)P^ O^-^,-^ (mod/?).
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Si a est égal à o, s1/ est donc congru à 5/, qui est par suite un
nombre réel; mais si a n'est pas nul , .çf= .̂ o^ mod/?); si donc .ç/
est réel, on aura dans ce cas

Si == Si^-y. == ^-+2a =s ^+3a ==. . . ( mod /? ),

et Si sera une racine multiple de la congruence/^)^ o (modp),
son degré de multiplicité s^era un diviseur de y. D'ailleurs les q
nombres Si ne peuvent être réels, car autrement on en déduirait

la décomposition de ——— en q facteurs à coefficients entiers, et
3C "~ 1

p _ , ^ p __
réels de degré ——; ces facteurs se décomposeraient en ———?

p _,
facteurs d'égal degré v; v diviserait donc ——— ==03, ce qui est

contre rhypothèse.

6. Inéquation aux deux périodes des racines p1*'"1^ de Fumté
est

P-I
I-(-l) 2 P

a?2-»- x -1- ——-—^———— = o.
4

Elle est irréductible (mod 2) si le produit de ses racines est un
nombre impair, et elle a deux racines réelles (mod 2) si ce pro-
dui t est un nombre pair. Ainsi 2 est résidu quadratique pour les
nombres premiers de la forme 8Â '± i , non-résidu quadratique
pour les nombres premiers de la forme 8/c zb 3.

Pour tout nombre premier p différent de 2, nous pouvons
mettre le premier membre de Inéquation aux deux périodes sous la
forme

p — i
(2 .2•-+-I) 2—(— l)"2"? ==0.

Elle a deux racines réelles (mody?) ou est irréductible (mody/),
r .'—^"l^

suivant que ^(—i) 2 Pj 2 est congru à i ou — i (mod/^); d^où,

en employant le symbole ( — ) pour désigner dL i suivant que P

est résidu quadratique ou non suivant le module/?,

<-" "©(?)-
qui exprime un théorème célèbre de Legendre.

xvn. 1 1
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7. Si P — i est divisible par 8, on a, pour l'équation aux quatre
périodes,

y^ — xy — ( ô2 -+• m2 -r m x ) = o,

b et m étant définis par Inéquation

l 6 6 - 2 - 4 - ( 4 W — — l ) 2 = - = P.

et x étant une des racines de l'équation

i — P _

( Voir mon Mémoire Sur la théorie des équations algébriques,
Bulletin de la Société^ année 188^.)

Pour le nombre premier 2, les racines de la congruence aux
deux périodes sont ô et i; les quatre périodes sont données par les
congruences

y2 — ( b2 -+- m2 ) == o, y2 -+- y — b2 === o ( mod 2 ),

en remarquant que m^-^m est toujours divisible par 2. Les
quatre périodes sont réelles si b est pair; il y en a deux d'imagi-
naires si b est impair; dans le premier cas, 2 est résidu biquadra-
tique (mod P); dans le second cas, il est non-résidu biquadratique
(modP).

Pour tout nombre premier/? différent de 2, nous pouvons mettre
le premier membre de la congruence aux quatre périodes sous la
forme

/ P \ 2 P / a\2

(i) {Z2~~^) " ^ v ^ y ==0 (modp)ï

en posant
7+^-==^ , 0=4/71—1.

Cherchons dans quel cas^o est résidu biquadratique (mod P).
Il faut d'abord qu'il soit résidu quadratique et alors P, d'après le
théorème de Legendre, est aussi résidu quadratique (modjp); soit
P^a^mod/?). La congruence (i) se décompose dans les deux
suivantes :

a a2 -h '2 a a a a2 — 2 a a . -^2— - z — ———— == o, zî-\- - z — ——-—— == o (mod p).'>. 16 ï i6 - -r/

Pour que les quatre périodes soient réelles, il faut et il suffit
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que les deux nombres

{ n ) 2a(a-î-o) , ' 2 a ( a — a )

soient résidus quadratiques (mod/?). Leur produit, étant congru à

4 a2 (a2— a2 )^ —7-? est résidu quadratique (mod/?) si /? ne di-

vise pas b.
Si /? divise &, l'un des nombres (/i) est congru à o (mod/?),

l'autre à ^^(mod/?); /? est donc résidu biquadratique (mod P).
Si p divise a, les deux nombres n se réduisent à 2 a2 (mod/?); ils
sont résidus quadratiques (mod/?), et, par suite, p résidu biquadra-
lique (mod P) si p est de la forme 8 A- db i .

/? ne divisant ni b ni ât, posons a = /'a (mod/?). Pour que les
nombres (n) soient résidus quadratiques (mod/?), il faut qu'on ait
à la fois

ç_i p-i p-\
,<p-i_i==o, (i~+-r) 2 ===(i—r) 2 =2 2 (modp).

Ces congruences sont incompatibles pour/? égal à 3, 5, y, et,
par conséquent, ces nombres ne peuvent être résidus biquadratiques
(mod P) que s'ils divisent b ou a.

8. Si P — i est divisible par 4^ mais non par 8, 2 n'est pas ré-
sidu biquadratique (mod P) ; en désignant par z — ^ une des quatre
périodes des racines P16111" de l'unité, on a Féqation

/ , 3 P \ s P / a \2
^^-T)^-^--.)^0-

a étant déterminé par les deux conditions

4624-a2==P, a==—i (mod4).

Supposant p résidu quadratique (mod P), nous pourrons poser
P =. a2 (mod/?), a étant réel, comme plus haut. La congruence

/ , 3a2\2 yî / a\2 , , ,r-^-^^T^^ï}^0 (modp)

se décompose dans les deux suivantes :

a 3 a2 — ïai , a 3a2-^2aa^ 2 — - z-\-———.——== o, ^-t--^-!-———:——== o (modo).2 ib 2 ib \ r )

Pour que leurs racines soient réelles, il faut et il suffit que les
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deux nombres

(n ' ) — 2 a ( a — a ) , — a a ( a + a )

soient résidus quadratiques (mod/?). C'est donc la condition né-
cessaire et suffisante pour que/? soit résidu biquadratique (modP).

Si p divise 6, l'un des nombres (n7) est congéj à o (mod/?),
l'autre à — 4°^ P ^ra donc résidu biquadratique (mod P) s'il est
de la forme 4m 4- i, non-résidu biquadratique s'il est de la forme
4m — i. Si p divise a, les nombres ( n ) sont congrus à — 2 a2;
p sera donc résidu biquadratique (mod P) s'il est de l'une des deux
formes 8Â"4-i ou 8Â'-+-3, non-résidu biqnadratîque s'il est de
l'une des formes 8 k -4- 5, 8 A' + 7.

p ne divisant ni a ni 6, posons a= /'a (mod/?). Pour que les
nombres (^) soient résidus biquadratiques(mod/?), il faut qu'on
ait à la fois

P-i P-i P-l
rp-i—ï^o, ( i + r ) 2 ==(i—r) 2 — ( — a ) 2 (mod/?).

Ces congruences sont incompatibles si /? est égal à 3 ou à 5; tou-
jours satisfaites si p === 7.

9. L'équation aux trois périodes des racines P101»68 de l'unité est

P ( / l o+ l )—to 2
.r3 4- x^ — œ .y — ——————— =o,

o

(o désignant le rapport —.— et /?o étant déterminé par l'équation

^N^Q^-Sœ-y)2^?.

Posons ^o=— i 4- cû2^- 3m; l'équation aux trois périodes de-
vient

x3 -4- sr2 — wx — (jû3 — 3 m (JD — m = o,

et la relation précédente montre que l'on a

^ 2 — ^ -i- < o 2 ^ — i ) = = o <mod3) .

Faisant dans la congruence

•r3 -4- y2 — œ r — c»)3 — m == o ( mod 3 ).
ou

sr3 -4- .r2 — œ «r—N2-!- œ3-^- (o2 == o (mod 3),

les trois hypothèses (•) congru à o, t ou 2 (mod 3). on voit que,
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pour quelle ail ses trois racines réelles, il faut et il suff i t dans
chaque cas que N soit divisible par 3. La condition nécessaire et
suffisante pour que 3 soit résidu cubique (modP) est donc que
.^=-27.9.^-4-L2

Pour tout nombre premier p autre que 3, nous poserons
ïx -h i ==yî et l'équation aux trois périodes devient

y3 — 3 P y — P L = = o,

L étant déterminé par les deux conditions

4P=L2+2;N 2 , L = = i (mod3) .

p sera résidu cubique (modP) si la congruence

y3 — 3 Py — PL =-= o ( modp )

a ses trois racines réelles. Si p divise N, cette congruence devient

3 L2 L3
^— _- y — _ == o ('mod/?);

cite admet la racine simple L et la racine double — —• Si // di-

vise L, elle devient
(.î\2

y3 — :—— y ^ o ç mod p } :
4

elle a encore ses trois racines réelles. Ainsi, tout nombre divi-
sant N ou L est résidu cubique (modP).

Pour que le nombre premier /?, ne divisant ni L ni N, soit ré-
sidu cubique modP, il faut et il suffit que la congruence

j ^ — ^ P y — P L = = o (mod/?)

ail trois racines distinctes et différentes de o. II en sera de même
de la congruence

, 3P PL . ,
"a^ ' "o^ ^ ° ( lnod^

transformée de la précédente en posant y =E a;?, et Pon peut choi-
o p

sir a de manière que —g- soit congru a i si 3P est résidu quadra-

tique (mod/?), à un nombre non-résidu quadratique assigné si 3P
est non-résidu quadratique, à 2 par exemple, pour/? égal à 5, 11,
i3, à 3 sip == 7. On voit alors, par un calcul assez court, qu'une
tel le congruence est impossible pour/? égal à 2, 5, 7; ces nom-
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Lres premiers ne peuvent donc être résidus cubiques (modP) que
s'ils divisent L ou N. Pour p égal à n, les valeurs (modu) de
•r3— x et x3 — ïx sont respectivement

.y3—.y... . . . o, — 5 , 2, 5, — i , o, 5, — a , —5, +1
a-3—-^..... — i , 4, — i , i, 5, i, — 4 , i, — i , 6

pour les valeurs i, 2, 3, 4? 5, — ï , — 2, —3, — 4. — 5 de ^.
Les seules congruences satisfaisant aux conditions requises

sont donc
a*3—^.rdriEso (modu).

Si donc 11 est résidu cubique (modP), on doit avoir

3P PL , . , ,^--2, -^--±1 (modu);

d^où, par réiimination de a,

L 2 = = 2 P (modu).

Cette condition nécessaire est aussi suffisante.
Pour P égal à 13, les valeurs (mod 13) de x ' ^ — x et de x3 — a x

sont

^3—.y....... o, 6, —2, —5, 3, 2, o, —6, a, 5, —3, —2,

^-2^...... — ï , 4, --3, 4, —2, — 4 , i, — 4 , 5, -4, 2, 4

pour les valeurs ï , 2, 3, 4, 5, 6, — ï , —. 2, — 3, — 4, — 5, — 6
de x.

Les seules congruences satisfaisant aux conditions requises
sont donc

a.3—23* ± 4 ^ 0 (modi3).

Pour que i3 soit résidu (modP), il faut et il suffit que Fon ait

3Psaa», PL^dbLa3 (modi3),

a étant un nombre réel; d'où, par l'élimination de a,

I^ss^P (modi3).

Ainsi, lorsque l'un des nombres n ou i3 ne divise ni L ni N,
pour qu'il soit résidu cubique (modP), il faut et il suffit que
Pon ait

I.2 ̂  27 N2 == 2 P ( mod 11 on ï î ).
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Cette condition implique que P soit non-résidu quadratique
(mod 11 ou i3).


