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Sur une transformation relative & la géométrie du triangle;
par M. E. Lemoine.

J'ai donné au Congrés de Limoges (Association francaise
pour l'avancement des Sciences, 189go) un grand nombre de for-
mules se rapportant i la Géométrie du triangle. En appelant a, b,
¢, A, B, C, r, ra, rs, re, R, p, 8, 34, 84, 8. les trois cotés, les trois
angles, les rayons des quatre cercles tangents aux trois cOtés, le
I:ayon du cercle circonscrit, le demi-périmétre et les quatre quan-
tités, 4R + r, 4R — rq, 4R — 14y 4R — rc, on a, par exemple,

a+ D ct=a2(p?—rid)=2[(p —a)+ r.d,],
ré+ri-+ri=(3—2p),
It r;; —+ ré = [Sz_z(p_a)Q]z,
Sadcos A = i“{'.z (p?—rd —3R?),
1
pPHR—1r)
TR
R: ’

Sa cos?A =0 —

— rcos?A -+ 7. cos?B + r,cos2C=0,—

L’emploi de ces formules facilite souvent la résolution de pro-

blémes assez compliqués, et nous allons le montrer a propos de
trois théorémes qui, je crois, n’ont pas encore été remarqués.

Tatorime 1. — On donne deux cercles fixzes de rayons R, r
de centres O, o, tels qu’il y ait une infinité de triangles ABG
inscrits au cercle de rayon R et circonscrits auw cercle de
rayon r; le lieu des points de Lemoine K des triangles ABC est
une ellipse.

Posons o = OK, o’ = 0K ; on sait que Oo = d? = R(R—2r).
On a

12R2r2p?
1 02 = R2— —_—a
w ‘ (pr—rop
(2) o1 = jrpp 2R T) — 18

=iy

On établit facilement ces formules en se rappelant que si
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Z,y, %; 1y, Y1, % sont les coordonnées normales absolues de
deux points M et M, on a

—r ) R
MM =— 2 2a(y1 —)) (31— 2),

en employant des identités du genre de celles dont nous ve-
nons de signaler 'utilité.
En éliminant p? entre les équations (1) et (2), on trouve

4r[(R+r)(R?— p?)— 3Ro"]
3(R2—p%+p)

(3) 1=

C’est I’équation du lieu de K en coordonnées p, ¢/, O et o étant
les poles.

Si nous prenons pour axe des x la droite Oo, pour axe des y
la perpendiculaire élevée au milien de Oo, 'abscisse de o étant

d
-y On a
2

PP =01+ (3d+2), =+ (3d—2);
substituant dans I'équation (3), on trouve, tous calculs faits,

422 (3R2 —2Rr+r2) +4y2re —4de(3R —r)(R+r)
+d*(3R?+6Rr+r?) =o0:

le lieu du point K est donc une ellipse.
Le carré du demi grand axe est dirigé suivant la direction de

P’axe des y et a pour valeur
dir
8(3R* —2Rr +r2)

Le demi petit axe a pour valeur

dir
3RT—2 Rr+r?’

Si nous donnions au lieu de o le centre o, du cercle ex-inscrit
tangent a4 BC, on aurait de méme

p = OK, p' = 0,K,
12R2ri(p—a)?
(P —ay+rid. |’
(p—a)(R—rg)+ r,d2,
[(p—ap+rad,]?

pr = R*—

p'r=4Rrg
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en éliminant p — a, on trouverait I'équation du lieu de K, qui est
une hyperbole.
Cette hyperbole est équilatére si R = 2r,.

Tutorkme II. — Avec les mémes données le lieu du point de
Gergonne du cercle inscrit du triangle ABC est une circonfé-
rence.

Soit 4 le point de Gergonne d'un des triangles ABC.
On trouvera, aprés quelques calculs,

N == g (B —3pY),

o7 =g e ATRET)

éliminant p on trouve une circonférence.

Si I'on donnait, au lieu du cercle inscrit, le cercle ex-inscrit o,
tangent au co6té BC, on trouverait encore une circonférence pour
le lieu du point de Gergonne de ce cercle ex-inscrit.

Tutorkme II. — Le point de Nagel N décrit dans les mémes
conditions une circonférence.

I1 suffit, pour le voir, de calculer la distance NO du point N
de NVagel au centre O du cercle circonscrit; on trouve

R—ar,

expression remarquable en elle-méme par sa simplicité.

La méme méthode s’applique avec succés pour trouver les
lieux, trop connus pour nous y arréter, de l'orthocentre, du centre
de gravité, etc.

Remarquons encore ce théoréme, dont la démonstration est
presque intuitive :

Si O et o sont donnés, les centres des cercles ex-inscrits &
tous les triangles ABC décrivent la circonférence de rayon
2R et de centre O, sur Oo, tel que 00,=1200; si O et o, sont
donnés, les centres o, 05, 0. des autres cercles tangents aux
trois cétés d’un des triangles ABC décrivent la circonférence
de rayon 2R et de centre O, sur Oog, tel que 0,03, = 20,0.



