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Quelques remarques sur les équations du cinquième degré;
par M. D. SÉLIVANOFF.

En 1889, j^i publié un Travail, en langue russe, Sur les équa-
tions du cinquième degré à coefficients entiers, dont je vais re-
produire ici quelques résultats.

Soit proposée une équation irréductible

a?5 -+- pi X1* -+- p^x^-r- ps^2^ p\x 4-^5 = o,

dont les coefficients sont des nombres entiers.
Dans la suite nous dirons simplement fonction des racines pour

désigner une fonction entière à coefficients rationnels des ra-
cines de U équation proposée.

Ainsi que Galois Fa démontré, il existe un groupe de substitu-
tions jouissant des deux propriétés suivantes : i° Une fonction
des racines ayant une valeur rationnelle ne change pas de valeur
numérique par les substitutions du groupe, 2° une fonction des
racines dont la valeur numérique ne change pas par les substitu-
tions du groupe a une valeur rationnelle. Ce groupe est nommé
groupe de Inéquation. Les substitutions contenues dans le
groupe de Péquation, qui ne changent pas la valeur d'une fonction
des racines, forment un groupe. Le groupe de l'équation irréduc-
tible est transitif. Désignons les racines de l'équation proposée
par

^o» x^ x^ ^ a"4,

et supposons que Xa= ^65 si a-^. 6(mod 5).
En changeant chaque racine Xz en Xz^,\ on exécute une substi-

tution circulaire ou cyclique (^, Xz+\) que Pon désigne aussi
par ( 0 1 2 8 4)-

Le groupe d^une équation résoluble par radicaux est composé
des substitutions de la forme (^, Xaz+b)-

Soit G un groupe transitif donné

G = (S = I , 5g, 53, . . ,, ^sw)-

Ce groupe contient 5m substitutions, m désignant le nombre
des substitutions qui laissent une racine invariable. On forme
les vingt-quatre substitutions circulaires (o a b c d) en rempla-

W 1 f
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çant a, by c, cl par les différents arrangements des quatre chiffres
], 2, 3, 4.

Soit c\ l'une de ces substitalions qui ne soit pas contenue dans
le groupe G. Les 5m substitutions de la forme s~' c^ s ne sont pas
contenues dans G, s étant une substitution du groupe G. Dési-
gnons ces substitutions par

(a) Ci, Ça, C3» • • • » CS/M» • • • •

Si la substitution circulaire c\ n'est pas contenue dans G et
dans la série (a), on forme de la même manière la série

(?) C'iî <?2» c^ • • • » ^omj • • •

des substitutions circulaires qui ne sont contenues ni dans G, ni
dans la série (a). En procédant de la même manière, on conclut
que le nombre des substitutions circulaires qui n'est pas con-
tenu dans le groupe G est un multiple de 5.

Soit maintenant c une substitution circulaire contenue dans G.
Les substitutions

(a) c, c2, c3, cS

sont aussi contenues dans G. Si la substitution circulaire c' est
contenue dans G, mais non dans la série (a), on forme la série

(b) c', c'2, c'3, c^

contenue dans le groupe G. On démontre de cette manière que le
nombre des substitutions circulaires contenues dans le groupe
G est un multiple de 4-

En désignant par 4y le nombre des substitutions cycliques qui
sont contenues dans le groupe G et par 5 z le nombre de celles
qui ne sont pas contenues dans G, on obtient

4y-4-5.s =24.

Les seules solutions de cette équation en nombres entiers et po-
sitifs sont

y = = i , ^ = = 4 et y = 6, z = o .

Dans le premier cas, le groupe G contient une substitution
cyclique c avec ses puissances

c, c2, c3, c*.
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Dans le second cas, le groupe G contient toutes les vingt-quatre
substitutions cycliques.

Supposons que le groupe de Inéquation G contienne un seul
groupe cyclique

r = = ( i , 5, s\ 53,.^).
Les racines XQ, x^ x^ *z*3, x^ peuvent être disposées dans un

ordre tel qu^on ait
s =(^,^_n).

Il est possible que G==r. Dans le cas contraire, il existe une
substitution

t ==(^, x <p^)) ,

qui est contenue dans G, mais non dans F. La substitution trans-
formée t~1 st est cyclique et par conséquent contenue dans F. On
a donc Inéquation

t-^st = sa,

a étant un des nombres, 2, 3, 4- Eo multipliant les deux membres
de cette équation à gauche par ^ on trouve

st== ts01,
ou, en d^autres termes,

o(-s-i-i) =o(^)-4-a.

En employant la notation du calcul des différences finies, on a

Acp(3) == a.
Il en résulte

?(5)==a^+6;

par conséquent, Inéquation proposée est résoluble par radi-
caux.

Les substitutions de la forme (^, Xaz-^b) peuvent former les
groupes suivants :

i° Le groupe cyclique composé des substitutions

1, S, S2, S3, S\

où s={Xz-> ^+1);

2° Le groupe demi-métacyclique :

I , S , 52, ^3, S * ,

t, St, S^-f, 53/, .^/,

où t= {x^ x^)\
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3° Le groupe métacyclique :

I, S, S-^ 53, 5S

II, SU, S'^U, S3 II, S ' * U ,

U2, SU2, À'2 / /2 , S3 M2, S^U2,

M3, 5tA3, S^U^, 53^3, 5't^3,

M4, 5M4, SÎU'*, S^U'*, . f ' *U ' * ,

OÙ M = {Xzy X^z).

Ces dénominations sont dues à Kronecker.
Supposons maintenant que le groupe transitif G contienne

toutes les substitutions cycliques. Le groupe G contient aussi la
substitution

(o i i 3 4)(o i 4 3 2 ) = = ( o 4 î ) .

En transformant cette équation par les substitutions

t Q \ 1 3 4\ /O I 2 3 4\ /O I 2 3 4\

^ 0 ^ 4 3 î / \o 3 4 a î / \o4 3 2 î /
on trouve

(0 2 4 3 I)(0 9. I 3 4 ) = = ( 0 Ï -2),

(o 3 4 2 i)(o 3 î i 4) =(o î 3),
(o 4 3 a i )(o 4 î 2 3)= (o î 4).

Le groupe G contenant les substitutions (o î 2), (o î 3) et
(o î 4) est donc aitzrné, ou bien contient le groupe alterné. Dans
le dernier cas, G est l'ensemble des cent vingt substitutions que
Pon peut former avec cinq lettres. Ce groupe peut être nommé
symétrique.

Jacobi a indiqué {Gesammelte Werke, Band ÏII, p. 276-278)
la fonction demi-métacyclique de cinq lettres

Z^ = XQ TY -+- X\ X^ -+- X^ X3 -\- X^ X^ -+- X^ XQ

— XQ X^ — X\ X^ — X^ X^ -— X^ XQ — X^ X\,

dont la forme reste invariable par les substitutions du groupe
demi-métacyclique.

Par les substitutions

(T) ( 0 1 2 ) , ( i 2 3), (2 3 4), (3 4 o), (4 o î)

contenues dans le groupe alterné la valeur z^ se change en ^? ̂
-3 '.? ^5? ^C-
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La substitution (i 2 3 4) "e faisant pas partie do groupe alterné
change z^ ^, -33? ^ i ? ^55 ^o e n — z ^ —.s.>, — ^ 4 , — Z Q ^ — ^ 3 ,
— — S 5 .

Telles sont les douze valeurs de la fonction z^ La fonction z2=f!\.
ayant six valeurs différentes, est donc une fonction métacycliquc.

La fonction

¥ ( z ) = ^ z - z i ) ( z - ^ ) ( z — z , ) ( z - z , ) ( z - z , ) ( z - z , )
== z6 -{- ai-z5 4- a^z^ -\- 03^3-h at^-T- a^z -+- OG

ne change pas par les substitutions du groupe alterné.
Les substitutions qui ne sont pas contenues dans le groupe al-

terné changent a^, 03, Og en — a^, — 03, — a^.
Ce sont donc les fonctions alternées et elles ont, par consé-

quent, la forme

ai=mi/S, a3=m3\/i, 05 == 7715 y/A ,

A étant le discriminant.
Les dimensions des fonctions a^ 03, 05, A sont respectivement

égales à 2, 6, lo; 20; par conséquent, a\ et 03 sont nuls et //?;,
est un entier que nous désignerons par m.

Il résulte de cette analyse que

F(^)= z^-\- a^z'-^-}- a^-h ac+ m3 \/i-

Les coefficients 03, 04, OQ sont des fonctions entières à coefficients
entiers des fonctions symétriques élémentaires

Sj?o==——Pl^ ^XQX^== /?2, 2;yo-yi^2=——JD3,

'LXQ^I^XS ==p4i .ro>rl*;l;'2•y3•2;>4 ==:—^o*

Ainsi l'équation F(^)== o, dont les racines sont z ^ , ^2, ^3, ^4, Sg,
^o, a ses coefficients entiers. En remplaçant z2 par a- dans l'expres-
sion F(-s )F(—^) , on obtient l'équation

o((j) ==(o-3_i_ ^(3.2_j_ (9^7-4- aç)2— /n2 AT == o,

dont les racines sont

(r i===^5î ^^^J» Œ3== / S Iy a ^ 4=^Î5 f f5=^|» <T5==^J-

Supposons que l'équation ©(o')== o ait une racine o rationnelle
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et, par conséquent, entière. En rangeant les racines XQ, x\, x^^
^3, x^ dans un ordre convenable, nous aurons <TI = a. Les substi-
tutions qui changent la valeur numérique de <T) ne sont pas con-
tenues dans le groupe de Inéquation

y(a")= .2*5-1- p^X'* -h pîï3 -4- ps^-r- P\X -+-7?o = 0.

Si l'équation ©(T)== o n'a pas de racines égales, les substitu-
tions

(y) (o i 2), (i 9. 3), (a 3 4), (3 4 o), (4 o i)

du groupe alterné changent la valeur o-i. Le groupe de l'équation
proposée, ne contenant pas les substitutions (y), est donc méta-
cyclique ou bien fait partie du groupe métacyclique. Dans ce cas,
Féquation proposée est résoluble par radicaux.

Si l'équation y(o-)== o a des racines égales, il est possible que
la valeur numérique o-i reste invariable pour certaines des substi-
tutions (y). Supposons que le groupe de l'équation jfÇx)=== o con-
tienne le groupe alterné. La valeur (T^ doit rester invariable pour
toutes les substitutions du groupe alterné, car il n'existe pas de
groupe transitif faisant partie du groupe alterné et contenant le
groupe métacyclique. Il en résulte que

O ( ( T ) = = ( ( T — a.Y.

Nous obtenons l'identité suivante

(^3 -+- a^v2-}- a^<7-+- rty}2— mî If = (T — ^y1,

qui peut être mise sous la forme

(^-r-a^ -4-0^-4- ac) 2 —^ 3 — 3aŒ2-^- 3 a2 s — a3 )2 == m2 AT

ou
(aj3-!- y?'!2-^ q ' 3 -+- r)(<724- Mï-4- (Q== mî \7.

En égalant les coefficients de cr5, a^ et a-3 dans les deux membres?
de cette équation, on trouve

t == o, u ==o, r == o,

cl, par conséquent, A serait nul ; or l'équation f(x)= o est sup-
posée irréductible et son discriminant ne peut pas être nul. Il est
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donc démontré que le groupe de réquation/(.r)== o ne peut pas
contenir le groupe alterné et Inéquation proposée est aussi réso-
luble par radicaux dans le cas considéré.

Si Inéquation îp(<r)== o n'a pas de racines rationnelles, les fonc-
tions métacycliques notant pas rationnelles, le groupe de l'équation
f^x)-^= o contient le groupe alterné et F équation f (^)== o n'est
pas résoluble par radicaux.

On a donc ce théorème :

Pour que Inéquation irréductible

/(rc)=^4-/?l.y'»+7?2.T34-/?3.r24-/^--+-7^= o,

à coefficients entiers, soit résoluble par radicaux^ il faut et il
suffit que l9 équation

o (î) = ( a"3 -4- a^ j2 -4- a 4 7 -i- a», )2 — /n2 AT == o

ait au moins une racine entière.

Pour les équations de la forme

J'{x) = x9 -+- u x -4- v •==. o,

les valeurs de a^ 04, ao, m et A peuvent être obtenues presque
sans calcul, comme Fa démontré M. Runge dans un article inséré
au Tome VII des Acta mathematica (p. 173-186). On y trouve
le résultat suivant :

(p(<T)==(<I3— ÔM^+IÔM2^ -4- 5 M3)2— Ad.

M. Runge met encore cette fonc^on sous la forme

( ? ( c r ) = ( T — M ) * ( T 2 — . 6 t . -^-25(A2)—55^î^.

Faisons u === ± i . La racine entic j de Inéquation

ÔS^T =(<r =p i )^( ï2=p C'y 4-25)

doit être positive, car

(ïSqzeŒ-haÔ^Trpî)2-}-!^.

Le nombre 7 est diviseur de a5 et, par conséquent, les seules
valeurs à examiner sont T == i , 5, 25.
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Comme ces valeurs ne vérifient pas l'équation, on a le théorème

suivant :

Les équations de la forme

x9-}- ux -+- v = o (u==±i)

ne sont pas résolubles par radicaux, quand elles sont irré-
ductibles.

Ce théorème a été démontré par M. Runge dans le cas où u== i .
La recherche des diviseurs linéaires de la fonction

f(x)-= X^-^r- UX -i- V

ne présente aucune difficulté. Pour trouver les diviseurs quadra-
tiques, on divise f{x) par .y2-4- a^x 4- a^ et l'on égale à zéro le
reste de la division. On a ainsi deux équations

( 1 ) a\—3a^aî-{- a\ -h u = o,

(2) a^a^ia'î—a\ )—v==o,

qui servent à déterminer les nombres entiers a\ et a^. Ces nombres
doivent encore satisfaire aux conditions

\ai \ < ap, \dî\ <p'2,

o étant la limite supérieure des modules des racines de l'équation
f(^x)=o. La recherche des diviseurs quadratiques est ainsi ré-
duite à un nombre fini d'opérations.

L'impossibilité des équations (i) et (2) devient quelquefois
manifeste, si les premiers membres de ces équations ne sont pas
divisibles par un nombre premier. Soit l'équation

f(^)== a?5 H- x—v, v > o.

Si l'on avait ^<;o, il suffirait de remplacer f{x) par —/(—x) .
En supposant, par exemple, p == 6, on a

v << 65—6 ou v < 7770.

La fonction f(x) a des diviseurs linéaires pour

r = i 5 - + - i , ^+•2, S'^+S, 4°+4 , ô5-^
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on
^ = 2 , 34, 246, IO-28, 3i3o.

Cette fonction est divisible par x^ -+-a^x 4- as, si les nombres
entiers a\ et a^ satisfont aux équations

o|—3o^02-+- «t-+-1 = o, 0102(202—oj)-}-^ == o.

En résolvant la première par rapport à a^ on obtient

202 == 3of 4- 5,
où s2^ 5 a ; — 4 .

La seconde équation prend la forme

Oi(2oj4-5)(3 0^-4-5)=— IV.

Ayant trouvé les nombres entiers a^ et s qui vérifient les condi-
tions

^a\— 3^= 4, — 1 2 < 0 i < 1 2 ,

on détermine les valeurs correspondantes de (ï^ et ^ par les for-
mules obtenues.

Si a\ est pair, s est aussi pair. En posant

O i = 2 - Z , - 5 = 4 ^ ou 4 ^ + 2 ,

on obtient les équations impossibles

20 ̂  == 4 ^2 -T- i ou 20*= 4^+ 4 ^ -+- ^ î

d^où l^on conclut que a\ est un nombre impair.
Supposons que a\ soit divisible par un nombre premier p . I l

suit de la congruence
s2^—4 (mod/?)

que le symbole de Legendre

/ — i \ p~i(^)=(-,)-^

doit être égal à i . Donc/? est de la forme 4 ̂  4- i •
En excluant les valeurs paires de a\, ou divisibles par les

nombres premiers de la forme 4 ^ + 3 , nous ^obtenons que les
valeurs suivantes

Oi = ± i, Oi =± 5.
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Pour ai === =h i , on trouve les résultais suivants

.y°+ x — i ==(a72— x -+- i)^3-»- .r2— i),

.y5-4- x— 6 =(;r2— x -\- 2)(;r3-l- «y2— a"— 3).

La valeur a\ == ±: 5 ne convient pas, car le nombre

5 5 — 4 = = 3 l 2 l

n^est pas un carré parfait. On a donc ce théorème :

Les équations de la,forme

x»-^x—v^o (o<^<777o)

ne sont résolubles par radicaux que pour

^ = = 1 , 2 , 6, 34, a46, 1028, 3i3o.

Passons maintenant à l'équation

y ( ; r ) = = r c 5 — x — v == o (v > o),

en supposant toujours p == 6. On a encore

v < 6 8 — 6 ou v < 777°'

La fonction f{x) a des diviseurs linéaires pour

P = 2 S — 2 , 35—3, ^—^ Ô5—.^
ou

V == 30, 240, 1020, 3120.

La fonction f{x) est divisible par x2-^- a\x 4- a^ si les
nombres a\ et a^ vérifient les conditions

aj—3a^a2-+- a\—1=0, 0102(202—o2)-}-^==o.

En déterminant les entiers a\ et s de manière que

S2—5o}=4» — 1 2 < 0 i < î 2 ,

on trouve les valeurs correspondantes de a^ et v par les formules
suivantes

202= 3oj-f- 5,
<^l(20 2 +5)(3o 2 - r -5)== — 2t'.
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Le nombre a\ est pair en même temps que s. En posant

ai = iz^ s == 2^,
on trouve

2 0 5 * = = ( ^ + l ) ( < — l ) .

Le nombre t est impair, car le premier membre de cette équa-
tion est pair. Soit donc t == 2 m +1 ; on a

5^== m(fn-+-1).

Les nombres m et 7714- A sont premiers entre eux.
L'équation obtenue est impossible, car le nombre 5-s4 n'est pas

un produit de deux nombres consécutifs premiers entre eux. Il
est donc démontré que a\ est un nombre impair.

Supposons que a< soit premier ou une puissance d'un nombre
premier. II suit de l'équation

5a^=(5d-2)(s-—2)

que 5a^ doit être décomposable en deux facteurs dont la diffé-
rence est 4- Ces facteurs ne peuvent donc pas avoir un diviseur
commun autre que 2 ou 4- II en résulte que

5-+-2=5a^, S — 2 = = ! ,

ou bien

et, par conséquent,

Si a< n'est pas égal à 5 ou à une puissance de 5, on a encore la
décomposition

s -+- -2 = a\^ s— 2=5 ,
ou

^ -1 -2=—5, s—2=—a\,

en supposant a^ >> i. De là résulte l'équation impossible

a\ = 9.

En examinant les seuls cas qui restent, a^ =± i, on trouve le
résultat suivant

a*5— x—15 ==( ; r 2 —x -+- 3)(.c3-r-.y2— ix — 5),

en supposant toujours v ^> o.
On peut donc énoncer ce ihcorèmc :
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Les équations de la forme

x^—x—v == o (o<^<777o)

ne sont résolubles par radicaux que pour

^==l5, 30, î/jOi 1020, 3l-20.

Toutes ces valeurs de v sont divisibles par i5.
Nous allons démontrer que V équation

f(x)=-x9—x—v == o

n9 est pas résoluble par radicaux, si v n^ est pas multiple de i 5 »
II suffît de démontrer l'irréductibilité de cette équation. Pre-

nons 3 pour module. L'équation f^x)= o peut avoir une racine
entière a, si une des congruences

/(o)==o, /(i)==o, /(-i)=o (mod3)
a lieu.

En remarquant que pour l'équation considérée

/(o)==—^ /(!)=-(;, /(-i)==-^ (mod3),

on conclut que l'équation proposée n'a pas de racines entières, si
v n'est pas divisible par 3.

Supposons que f{x) soit divisible par x2-{- a^ x -4- a^. Les
équations (i) et (2) peuvent être remplacées parles congruences

af 4-aj — i == o, a^a^{a\-\- a^}==—v (mod3).

Si a^ est divisible par 3, v l'est aussi. Si a< n'est pas divisible
par 3, on a

o^==i, a^===o^ v == o (mod3).

Donc la fonction f(x) n'a pas de diviseurs quadratiques, si v n'est
pas divisible par 3.

Passons au module S. D'après le théorème de Fermât, pour tout
entier a, on a

a 5 — a == o (mod5),

et, par conséquent,

/(a)=-p (mod5).

Doncy(.c) n'a pas de diviseurs linéaires, si v n'est pas mul -
tiple de 5.

En supposant que f(x) soit divisible par x2 + a\ x -L- a^ on
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obtient les congruences

02(^2-+- ̂ a\)-\- a\ i E= o (mod5),
0102(202—o^)4-^=o (mod5).

Le nombre ^ est divisible par 5 en même temps que a^ ou a^. En
posant a^=.±i (modo), on trouve

02(02+2)= o, ±02(202—-i)-h v==o (mod5).

Si a^ n^est pas divisible par 5, on a

02==—2, 202—i^o , v=.o (mod5).

On démontre de la même manière qu'on a aussi v =. o (mod5),
quand a^ =± 2 (modo).

Le théorème énoncé est donc démontré.


