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NOTE SUR DES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES :

Par M. E. GKVIV.

Dans une Communication récente, M. Caronnpl . ( ' ) s\\st pro-

( 1 ) Uni le fin (/<' /</ X < n - i é f e m a t h e / n n f i r / n e . l. \ \ 1 . p. \'.\\,



pose (le rechercher les couples de surfaces applicables 1 une sur
Fautre et telles (pie la distance des points correspondants soil
constante. Il a trouvé deux groupes de telles surfaces; dans le
premier groupe, les coordonnées d'un point quelconque dé-
pendent de deux fonctions arbitraires de deux paramètres dif-
férents; les surlaces du second groupe sont réglées; elles dé-
pendent de deux fonctions arbitraires d'un même paramétre el
sont applicables l'une sur l'aulre avec parallélisme des génératrices
correspondantes.

Le regretté Ribaucour a étudié depuis longtemps les surface-»
du premier groupe. Dans son .Mémoire (couronné par PAcadémic
de Bruxelles) .s'///' les élassoïdes ou surfaces à courbure moyenne
nulle, il a établi le lien étroit qui rattache celte théorie avec celle
de la correspondance avec la sphère par orthogonal! lé des élé-
ments, et il a démontré la proposition remarquable dont voici
renoncé :

Si les extrémités d'une droite clé longueur constante son!
les points correspondants de deux surfaces applicaldes Vune
sur l 7 autre, le plan mené normalement a la corde par \on
point milieu enveloppe une surface minima.

JNous allons reprendre celle question el montrer avec quelle
facilité on peut obtenir les résultats de MM. Ribaucour el Caronnet
par les procédés de la Géométrie vectorielle.

Soient p et r^ les vecteurs de deux points correspondants M et I?
de deux surfaces (S) et (H ). Le point 0 étant Porigine, on peut
construire deux nouvelles surfaces (Si) et (S^) en menant par le
point M une parallèle à OP et en portant sur cette droite, de part
et d'autre du point M. deux longueurs égales à OP.

Les surfaces (Si) et (S_») auront pour équation vectorielle

et, si l'on veut qu'elles soient applicables 1 une sur l'autre, on devra
satisfaire a la condition

T'-'C rf' ̂  -r- d ' ^ } ~=~- \ ' i ( l ' j — </^ )
ou

S r/^ dm == ( > ;



.., :{S —

on voil donc que /</ surfarr (S) />/ /</ sni'f<f<'<' ( I I ) ffc\rfnit sr
rn r r cspo / i r l i ' e par o i ' t l i o ^ona f i t r d^s ef^ftn^^)n^s.

Si l'on suppose que ( II) soit une sphère avant son cenire à i'ori-
^ine, la dislance Mi M_» (le deux points corrcspondanis des surfaces
( S ( ) et (S.») sera constante: c'est le résultat obtenu par ;VI. Ca-
ronncl.

La recherche de ee groupe de surfaces revient donc a celle des
surfaces (lui correspondent a la sphère par orlhogonalile des
('•leinents. Soit alors

ff'j -- '->i du -4- ' j-^/A'

J'en u a lion dillerenlielle de la splirre unitaire ra|>j)orlée aux para-
inôlres de ses lignes de longueur nulle; 'j rlîinl un orienteur, on
aura

[ \îfJ\ ~-~-' < » , ' l '2 '-»^^ (». S ' j j j . ) — I1'. Vji'j.j-- / 1 ' ' j .
fu \ .p, • i - ^i<»i;r <)iogri 1 V 'ji 'j-> == / r . ' -») ! ~ —-——'-'i. ' j \ - } "==• —- r '-». '->•)•» ~~- ——-—— '-»•»,[ " //// " "~ <h'

l̂olJT ,,j._.^
<.)f/fh'

en désignant par les indices i el <, respecti veinent, les oprralions

— el — cnccluecs sur des vecteurs.Ou àv

Ceci posé, je dis (lue le vecteur — est indépendant rie / / ; il faut

démontrer qu'on a

^ l.^-\ 0
</// \ S' j j -^/

ou
J | ( ^ 'J ) 'J ̂  —— 'J | ( S 'J | i 'J :> -i- S '-» i 'J i ;> ) ~"~ < >.

et l'on voit tout de suite (|ue celte équation est vérifiée.

On reconnaîtrait de mênie que le vecteur p2 est indépendant

de e.
Soit alors 3 le vecteur d'une surface correspondant a la sphère

par ortho^onalité des éléments: on aura identiquement.

Sr/^/. -- o.
d où

S ? ( ' j j =— o. ^ ^ î ^ î " ' ( > '

S -.1 ), : - S - , • / i — n.
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Les deux premières équations peuvent s'écrire

Sp ,^=o . Sp,^ :-o,

et donnent immédiatement

Cî)
.( Sp-.,=FV,
( S?-J,==FU.

II et V étant des fonctions de a et de v, respectivement.
La troisième peut s'écrire

r)Spu., r)Spu, ^\
———-+- • =='2SpUF>,
^ ^ k

ou, en tenant compte des équations ( i ) et (3),

(^ < ^ . I rî^iD^.^^)]( 4 ) ^ -j p == — —. —-—— -4- _——— .
9. F 1 au <h> J

Les équations (3) et (4) donnent la solution du problème; si
on les résout par rapport à p, il vient

,, „ i [ à ( ¥ V ) à(¥\}~\p ^V^+Uui— — ———/ -h. ——— •j,
k -2^ | ^^ <A' -I

et alors les surfaces
7ï3 == p -(- /'J,

m --= p — /'j,

où / est une constante, sont deux surfaces applicables l Une sur
l 'autre de telle sorte que la distance MiM. j de deux points corres-
pondants soit constante.

Si dans l'équation
CT ~" 0 -T- /'-»

on regarde l comme un paramètre variable, elle représentera la
congrucnce des droites M^ 1VL. Je dis que cette congruence est
isotrope et que le point p est un point de sa surface moyenne.

Il faut, pour cela, qu'on ait identiquement

Srfprf'j == o;

ce qui donne les trois conditions
/'.

( ')) ^pl'^l = 0, Sp2'^3= 0,

( 6 ) S p ( -j2 -+• S p4 •ji == (» .
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Or, si l'on diflercntie par rapport a // la première des équa-
t ions (3), il vient

s^-sp^v^-^s^v^o;

on verrait de même qu'on a

Sp^'j-j = o.

Si enlin on difÏerentie les équations (3) par rapport à r et par
rapport à // respectivement, il vient

S. . ^Fv) ^/N ^ (FV)SJ^ - —^— - ̂ ?^== -^—/ -4- FS.p,

, à(W} /\ ,)(FU)
^^=-^- .-Sp.,^-^^+Fs.p.

et l'équation (6) est aussi vérifiée en vertu de l'équation (4).
«le dis maintenant que le plan moyen de la congruence, e'esl-

a-dire le plan mené par le point M normalement à c, enveloppe
une surface minima.

De la valeur trouvée pour le vecteur p du point I\J de la surface
moyenne, on déduit très simplement

(Y) \ «:/1= m¥>J-^ ^i,
( Fa == n Fu — /•j^

où l'on a posé

/ "K =^-F V • "^t-^:
,_ . rd(FU) ,)(FV)1

iV\~àu~~~—)T\
cl en fiii

1 p(FlJ) à(F\rY]
^-""ÎFL-^-^^-J-

Or réqualion du plan moyen est

S ('77 -— p)- j ==(>.

Si l'on prend les dérivées par rapport à // et par rapport à c. il
v i e n t

S(m —P) -J I = m F,
S(m- p)^-^p.
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En résolvant les trois équations qui précèdent, ii vient pour le
vecteur du point N de l'enveloppée moyenne

•nr == ? -L- //l'j^-h n 'J[ .

Le vecteur ni'j^ 4- / ? L » i , qui est évidemment tancent à l'enve-
loppée moyenne, touche aussi la surrace moyenne; on a, en
effet,

S( //rj.j-+- /^i)( tîî F'J — /' j i)(^Fu — l ' j - î ) == o.

Donc /^ droite qui joint le point central d^un rayon d^une
congruence isotrope au point de contact du plan moyen avec
l'enveloppée moyenne engendre une congruence dont les focales
sont la surface moyenne et l'enveloppée moyenne.

Si l'on écrit maintenant que les valeurs de p i et de p_> tirées des
équations (") sont égales, on obtient sans difficulté les relations
suivantes

/l^^)^, /K_^=o;
ou àv

( S )
ai „ ai ^
— 4- m F == o, — == n r .
ai/ àv

On 9 ( l 'a i l leurs , en tenant compte des relations ( i ) et (8).

ôm àm < î / ï (HÛ^F àm
—— == /'Ji -r —— •J, 4- —— •->| -4- II ————- '->! —- —- ^'î \
f)n on t^n au an

f)r7f on

donc les lignes de longueur nul le de l'enveloppée moyenne ont
pour ima^c sphérique les lignes de longueur nulle de la sphère,
ce qui caractérise les surfaces minima.

L'enveloppée moyenne est donc une surface minima; on au ra i t
pu le démontrer encore en vérifiant directement la relation

02 P ,'——r -4-^ -=o,
ôuôc l

qui exprime que le plan S'jp — p emeloppc une surface minima,
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lorsque u et F sont les paramètres des lignes de longueur nulle
de la sphère.

Inéquation des lignes asymplotiques de ^enveloppée moyenne
est

S dvs d'^ == o

ou
/à m an \ ,

s(^'2-h^'Jl)(' l^+•J2^)==oî

ou enfin

/ \ ()m j ^ r)n j ^(o) — du2 -+- -— dv2 == o.au àv

De même, si v est un vecteur quelconque parallèle à la normale
de la surface moyenne, l 'équation des lignes asymptotiques de
celte surface sera

S^prfv —- o.
Or on a

v 1 1 V ( m F 'j -4- / u i ) ( n F '-> — l^î ) ]] /n'j^ — n'j i — /'j,

et si l'on prend
'/ == m;j.i— n'j\ — /'j,

on trouve immédiatement, en tenant compte des relations (^)?

ô^ ont f)vs
Ou <)u 2 au.7

<)'/ an àrs
Ov <)v àv

de sorte que l'équation des lignes asymptotiques de la surface
moyenne est

S ( — u^ du — — u i dv ) [ ( m F u -i- l 'Ji )du -(- ( n F 'j — l^'S} dv \ ==- o.\^ dit (iv f

En développant le premier membre, on retrouve l'équation (9) :
donc les lignes asymptotiques se correspondent sur la surface
moyenne et sur l'enveloppée moyenne d\ine cong'ruence iso-
trope

On obtient les directions principales et les rayons principaux
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de courbure de l'enveloppée moyenne en résolvant Féquation vecto-

rielle
dvs == R^'J,

ou
àm , an . r» / j -/ \— '^9 du -+- — 'Ji a^ ===• K('JI a^ -r- '^ar),
au " àv

ce qui donne
ôm , ., , ^/i . .. ,— du = Rdv, — dv == \\du.
au àv

Si l^on élimine R entre ces équations, il vient, pour l'équation
(I es 1 i g n e s d e c o u rb u re,

d/n. . On , ,—— du1 — — dv'1 == o.
ou ôv

Si, au contraire, on élimine du., dv, il vient

à m à fi
K2 == -r— —— »au àv

ce qui montre de nouveau que l'enveloppée moyenne est bien une
surface m i n i m a .

Si R et R' sont les rayons principaux de courbure de cette sur-
face, on a

à m an
s\ s\ =• — —— -— •au ôv

Pour la surface moyenne, l'équation a résoudre prend la forme

</?=- H^^)

ou

/ , , ,, . , H [ à m . an \ \\dt( i o ) ( m h u -r- h i ) du — ( n r -j — / -Jz ) dr == — ( —— •j^ du — — '-»i a^ ) — -— '-».
i \. uU, ffV j t~

où l'on a posé

/=:'/=. m^î— fi^i— /'j == y//2— •< m/i V.

Si l'on projette l'équation ( i o )aycc les vecteurs ntF'J 4- l '^\
et /?F'J — /'j_». il vient

,, , ,- » i ^ ^/^//?'- r <•/// -M /^// r — /- ) <n' —. — —— du '.
t Ou

, ., ,, , ,., , /R au.< mn r — l- )du — n214 ac = — — n\'.
f àc
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En éliminant^/, dv^ on obtient pour inéquation aux rayons de
courbure principaux

^R2 àm an /RF / àm àn\/^R2 àm an /RF / àm àn\
——— —— — — —— ( n2 — -+- mî — 4- i1 f1 -- o.t 1 au, àv t \ i)a àv^^^--r-^2^-^1'12^)

Si R, et R^ sont les racines de cette équation, on a

Hi K; =
^

c^/yî ^^
ait àv

cl'où

R R ' R i R , === D^
sin^V

en désignant par V Pan^le des normales à la surface moyenne cl
à l'enveloppée moyenne et par D la distance entre les points
correspondants de ces deux surfaces.

Remarquons enf in qu^on a

Sdrrsd^ == o,

^e qui montre que l'enveloppée moyenne et la surface ayant pour
vecteur v se correspondent par orthog'onalilé des éléments, on
reconnaît d^ailleurs trrs simplement que la surface ayant pour
vecteur — i ^ n'est autre que la surface adjointe de Fenveloppée
moyenne; on a, en eflet,

— id^ = \dv5,

ce qui met en évidence la proposition.


