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SUR LES CARACTERISTIQUES DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. Jures Beupon.

Dans une Note présentée a 'Académie des Sciences ('), jai
indiqué rapidement une extension de la notion de caractéristique
aux ¢équations aux dérivées particlles d’ordre supéricur au pre-
micr et & plus de deux variables indépendantes. Je me propose de
donner ici la démonstration des faits que jai énoncés; mais j'in-
diquerai auparavant unc terminologic qui nous sera d’unc grande
utilité (2).

(*) 3. Beuvon, Sur les singularités des céquations aux dcrivees partielles
(Comptes rendus des scances, t. CXXIV, 29 mars 18g7).

(#) Voir, pour plus de détaily ). BevvoN, Sur les systéemes d’équations aux
dérivees particlles dont les caracteristiques dependent d’un nombre fini de
paramétres (Annales de U Ecole Normaie, Supplément, 18y6).
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Si 5 est une fonction analytique de n variables zy, ..., 2y,
on a cntre les dérivées de 5 des relations de la forme

) d ok 3z " ok+13 d It
a A = x t=ee. Ap=A~K).
(a) 0x%i. . . 0x%n 2 0x%. . .0z Firr, . 0T i (ot an=4)
=1
. ., okz
On peut considérer les quantites Tyye..y Ly 3, Yo (/.‘ va-
z%. . . 0x%

riant de 0 & p) comme des variables indépendantes; on appelle
élément d’ordre p de Uespace & n + 1 dimensions tout systéme
de valeurs attribuées a ces lcttres.

Deux éléments infiniment voisins (ui vérifient ces relations
sont dits unis.

Tout systtme d’équation entre les coordonnées d’un élément
qui vérifie les équations (@) définit unc multiplicité M7 ; dans cha-
cun de ces systémes, il y a quelques rclations entre xy,..., 2., 5
seulement, qui définissent une multiplicité ponctuclle, dite lc¢
support de M.

Iy a des multiplicités MP telles qu’a chaque point du support
ne correspond qu’un ¢lément d’ordre p; si ¢ est le nombre des
dimensions du support, nous les appellerons les multiplicités Mj).

1. Considérons d’abord une. équation aux dérivées partielles
linéaire par rapport aux dérivées du second ordre; soit

. 03 023
0 X Xhapare=o=0 p=go,  pu=zoo

ou les A et ¢ sont des fonctions données de zy, ..., 2y, 5,
D1y « + oy Pn une telle équation.

On sait, d’aprés les théorémes généraux de Cauchy sur I'exis-
tence des intégrales dans les systémes différentiels, que toute
intégrale analytique de cette équation peut &tre définie en sc don-
nant unc multiplicité M,_, qu’elle doive contenir; les équations

n—1
suivantes
03 ox, .
2 — =pi+ P~ (=1,2,...,n—1
(2) 0z, Pi—+pPn ox; (¢ = ) )s

ou 3, z, et p, sonl des fonctions arbitraires de &y, «v ., &y, re-

présentent unc multiplicité M,)_, .
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Pour calculer les dérivées secondes en fonction de z,,
il faut faire usage des formules

ey Ty,

opo or, pP=102...,n
3 Oa; = Pei T Pon g (i:x,z,...,n—l>’

d’ou 'on déduit

oz
(4) Pon= di‘; nn a:z—'E’
dPP oz, dpn R d'l'n d-Tn
(%) Poi = 5 T m; dxp TR G dxp

en portant dans I’équation proposée (1) on obtient finalement

n—1n—1
DOPATE
pi 0.%',' dZ'p

p=1i=1

0
Z A Ly Tn + Ann) Pnn

n—1n—1 n—1
S50 nt) St
p=1i=1 p=1
Pour qu’il y ait indétermination on doit avoir
n—1 n—1 n—1
® Tl S,
p=1 i=1 "1
n—1 n—1 —
(7) EZApt (zp‘?:"'%‘z:‘:i %)"ZApng";‘:‘F?:O-
p=1

p=1 i=1

Je donnerai le nom de multiplicités singuliéres M, _, aux mul-
tiplicités définies par les équations (2), (6) et (7). Il est facile de
voir, en restant dans les circonstances générales, quel est leur
degré de généralité. Si I'on choisit en effet z, arbitrairement en
fonction de z,, ..., z,_y, 'équation (6) permettra d’obtenir p,,
et par suite p,, ..., pu_s; en remplagant, dans I'équation (7), ces
lettres par leurs valeurs, on aura une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre et linéaire pour définir 5.

Sil'on connait une surface intégrale de I'équation (1), les sup-
ports des multiplicités singuliéres placées sur cette surface inté-
grale sont définis par I'équation aux dérivées partielles du premier
ordre (6), et les orientations d’éléments du premier ordre de ces
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multiplicités singuliéres par I'équation (7); ces deux équations
ont, comme il est facile de le voir, les mémes caractéristiques.

Nous verrons prochainement que ces caractéristiques ont une
grande importance.

2. Jeffectue maintenant un changement de variables laissant
Zyy + .y Zn_y inaltérées, mais tel que x, devienne une fonction
de z,, ..., Za_, et de la nouvelle variable y; j'aurai les formules

(2), (3) et

0z ox ap oz
( 9 ) n [4 n

o =Py Ty TRy
d’ou les conditions d’intégrabilité

(9) 9Poi _ OPpn 0Zn __ IPpn 0xp P=1,2,...,0
9 Oy T oz dy dy Oox; {=1,2,...,n—1

Jen déduis les relations

0Ppi _ dppn ox, OPnn 0y 0, OPnn 0Tp dz',,.

(10) oy ~ oz oy oz, 0z dy + oy dy oz,

Dans ces conditions, %, Zn, Py «++, Pr sont des fonetions de
Zyy Lay -eey Zn_y et de y; je détermine le changement de variables
de telle sorte que ces fonctions représentent une multiplicité sin-
guliére M),_, quelle que soit la valeur attribuée a y. Supposons
que Pon ait une multiplicité singuliére pour y =y,; I'équation
(1) est alors vérifiée; je vais écrire que la dérivée de son premier
membre par rapport a y est nul.

Pour simplifier les notations, je poserai

d 0 0
dzn 9z T 0z P "+Z op: P

i=1

Jaurai alors, en tenant compte des équations (9) et (10),

n—in—1
dp,,,, dx,, dw,,
<2 PR 0z, EAP" +A’”‘>

i=1 p=t p=t

0.Z'n dppn 0xn Pnn
[Z EA‘”( oz;  om; dxp>

i=1 p‘-

2 Apn dpnn 2 Z p‘,‘ dAllt z?n] .

i=1 k=t
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Le coefficient de P;" est nul par hypothése, et comme (%1}, n’est

pas identiquement nul, on a

n—1 n—1

den oy, Opnn\
0_2 EA‘"(dz‘, = oz d.z'p)

(l l) i=1 p—l

i=1 k=1

3. Je dis que I'équation (11) représente la condition que doit
vérifier Uorientation des éléments du second ordre de toute inté-
grale qui contient la multiplicité M),_,, sur cette multiplicité sin-
guli¢re. Pour démoutrer ce fait, je vais chercher a calculer les va-
leurs des dérivées du troisiéme ordre; je poserai auparavant la
notation

d /] 9 J .
-;—J::lrz‘;—f—azpj—f-za‘[;p,‘j (J=1,2y.0.yn—1).

i=1

L’équation proposée, différentiée par rapport a z;, donne

(12) 2 2 Aszzl.;"’f“E szk dAM di.j; = o.

i=1 k=1 i=1 k=1t

Remarquons que I’on a, sar la multiplicité M}
q q P n—14?

()pik _ ()-Z'n, L.) k= 0y 152y oy L),
(13) ?)—x—j‘—’Ptk/"*‘PlkﬂE; (j:l,‘l,---vn_l ’

ces relations permettent de calculer tous les p;; en fonction de
Pann; €n portant dans Véquation (12) on obtient

n—i n—1

> DA

oz; ~ oxz; | 9=, ox; \ oz Prnn 50
=1 k=1

0]’1/. ().Z‘n [oP/L/L _ ?ir_li <()/7nn _ 01‘7&)];

n—1

dPi n dz, dl’nu oxy
+2 A ['ax—/ - 0_17 (“——“()zi — Pann —(E;

9, 0x dAx d
“+ Aun ( 'pn — Pnrnn :’}’”) +A V "‘"%Pik—%— .’:‘)j = 0.
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Le coefficient de p,,, dans cette équation est précisément le
premier membre de I'équation (6) : il est nul, puisque nous

sommes sur une multiplicité singuliere M)_,; le coeflicicnt de
0Ty
oz, = est le premier membre de I’équation (11), que nous supposons

verlﬁee, il reste finalement
n—1n-—1 n—1

2 EALL op‘k —I—E Azn 0]11” -+ Anngg-;l2 +i i[’ik %1‘::—:‘ -+ j—;’/ = 0.

i=1 k=1 i=1 k=1

Cette équation est vérifiée, puisque les éléments du second
ordre, tirés des formules (2) et (3), satisfont idenliqilement a
I’équation proposée quand on est place sur une multiplicité sin-
guliére. Nous avons donc établi que, si 'orientation des éléments
du second ordre choisi sur la multiplicité singuliére vérifie I'équa-
tion (11), il y a indétermination pour le calcul des dérivées du
troisiéme ordre.

4. Les équations (2), (3), (6), (7) et (11) définissent une fa-
mille de multiplicités M2_, que j'appellerai multiplicités singu-
liéres M} _,; si 'on adjoint les formules (13), on obtient unc infi-
nité de mulnphcues M?_, qui vérificnt 'équation proposdée ct ses
dérivées ; mais elles ne sont pas toutes placées sur une multiplicité
intégrale a n dimensions. Pour rechercher dans quelles conditions
cette circonstance se présentera, je ferai un changement de va-
riables analogue & celui qui a été employé au n° 2; c’est-a-dire Lel
que &, 5, Piy Pik, Pikj étant des fonctions de xy, ..., x,_ et de
la nouvelle variable y, on aitaffaire & des multiplicités singulicres
M;_, quel que soit y.

Je dois adjoindre les formules

‘)sz ox, ’)l'm dar,

9z = Ppik—+ Ppmov/ et ’)) = Pgin _Z)y .

Dans ces conditions, on aura

b ob 1).7‘,,
—_— —_— e = )
o, D, de; ’

car nos multiplicités M;_, vérilient identiquement les ¢quations
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(12); pour que ceci ait lieu, quel que soit y, il faut

02 +dx" R2d 0P 0w,
0y dx; = 0x; 0,0y = 0z, 0z dy;

Or, — o est vérifié identiquement; il suffit donc que 'on ait

20
oz, 0y

Voici ce que I'on oblient, en tenant compte des conditions d’in-
tégrabilité :
n—1n—1

n—1
Y . dpk,",, 0.2‘", ()Pnnn i dPnnn
Z Z A ( ox; - ox; Oxy _’“E Ain ox;

i=1 k=1 i=1

dA d2A d2
Z 2 Ikptl.n‘i'z E Iz ;k Pir—+ dx;: =0,

i=1 k=1 i=1 k=1

(14)

ot l'on pose

T ST ) e

i=1 i=1 j=1

L’équation (14) jointe aux équations (13) exprime la condition
pour que les multiplicités M} _, soient contenues dans des multi-
plicités intégrales a n dimensions; on le vérifierait en constatant
qu'il y a alors indétermination pour les éléments du quatriéme
ordre ; nous obtenons ainsi des multiplicités M}_, singuliéres.

En opérant ainsi de proche en proche, on démontrerait I'exis-
tence de multiplicités M5_, singuliéres pour toutesles valeurs de
I'ordre p; on verrait aussi que, une multiplicité singuliére M} _,
étant choisie, I'ensemble des multiplicités MZ*} qui lui corres-
pond dépend d’une fonction arbitraire de n — 2 arguments.

Nous démontrerons un peu plus loin que ces multiplicités sin-
guliéres contiennent bien des multiplicités intégrales, c’est-a-dire
que les conditions précédentes que nous avons reconnues néces-
saires sont bien suffisantes.

3. Jenvisage maintenant une équation aux dérivées partielles
du second ordre non linéaire; pour plus de simplicité, je suppo-
serai qu'elle est rationnelle par rapport aux lettres qui y figurent;
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soit
(15) S(@1y .o, Tny 3, piy pir) =0

cette équation. Le degré de généralité est défini de la méme fagon
que pour les équations linéaires, c’est-a-dire par les formules (2).
Pour calculer les dérivées du second ordre, nous ferons usage des
formules (3); pour qu’il y ait indétermination il faut que

n—1n—1

of 0z, Oz, of dx,, o .
(16) > Edpp, oz; Oz, "Z 1 0pon 9 * pan =%

p=1i=1

mais cette condition, qui est nécessaire, n’est plus suffisante. Si
Péquation (16) ne renferme plus pu,, la discussion s’achéve
comme pour les équations linéaires; nous supposerons donc qu’il
n’en est pas ainsi.

Les équations (2), (3), (15) et (16) définissent une famille de
multiplicités M2_, ; mais ces multiplicités ne sont pas toutes pla-
cées sur des multiplicités intégrales a rn dimensions de I'équation
proposée. Pour reconnaitre dans quels cas cela aura lieu, nous
ferons encore usage du changement de variables qui nous a été si
utile, et nous trouvons, par un calcul que j’omets, que I'on doit
avoir

LY
(XL pr L
n—in—
(17) +E"2 (dppn 0Zn dp,,,,) 2 of 0p,,,,=
dpp, 0xy; oz dxp dpp,, orp

—-lz

Les équations (2),(3), (15), (16) et (17) définissent une fa-
mille de multiplicités que j'appellerai les multiplicités singu-
lieres M}_,. On vérifierait tout a fait de la méme maniére que
plus haut 'indétermination dans le calcul des dérivées du troi-
siéme ordre, et 'on démontrerait'existence de multiplicités sin-
guliéres MP?_, pour toutes les valeurs de p.

Une multiplicité MZ?_, singuliére étant donnée, les multipli-
cités singulieres M2*! qui lui correspondent dépendent d’une
fonction arbitraire de n — 2 arguments.

6. 11 me reste maintenant & établir que, étant donnée une nvul-
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tiplicité singulicre M;_,, il y a bien une infinité de muliiplicités
intégrales & n dimensions qui la conticnnent (*). Je puis toujours
cllectuer un changement de variables tels que le support de cetle
multiplicité singuliére ait pour équations

% =0, Zp= 0,
on a par suite

P1=0, ey Pn=0, Pnzf('z'l,---,z'n—l)a
. of
[)pi:O (P:l=|121-'-: l"")v ]7lzi:(_)f‘lj7 pll/t:‘-?('rl,"'wll"l)v
i

et sil'on pose

rlo
z=3'4z,f+ L,
z

on cst ramené

3 =0, Z,=0, pi=o, pik=0 (Lh=1,2,...,n).

Comme on a affairc a une multiplicité singuli¢re, les équations
(16) ct (17) doivent étre vérifiées, ainsi que les équations obte-
nues cn diflérentiant 'équalion proposée par rapport a zy...Z,_;
on a donc

of S _,

- = o,
‘)[hm ox;

pour les valeurs précédentes des arguments. On peut donc mettre
I’'équalion proposée sous la forme

Pun—=0 p1+...+~%,Pn

n—2n—2 n—1

n—2
OV X Dewru B bpu B tip

\ i=1 k=1 i=1 i=1

les termes non écrits élant de degré supérieur; en remplagant
méme z,_, par Z,_,—+ Az, on peut faire disparailrc le terme

¢n Pp_yn_y. Avant d’aller plus loin, je vais démontrer le théoréme
suivant :

Etant donnée Uéquation

Prn—1 = F(_xh veeyTny By Pry o anPnh .o -aPnn—:;PikyPnn):

(*) Je me suis inspiré, pour cetie démonstration, dc la méthode indiquée par

M. Goursat ( Legons sur les cquations aux deérivées partielles du second ordre,
P IRN )
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N

oF JiF .
telle que — et — sont nulles pour les valeurs suivantes :
‘)/)/m ’)])n—l n-1

— 20 -—
Zr, = 2y, '~')xll——‘z‘3v

0 .
So= {1 (2Y, ..., 20_,) P?=<o—¢—l> (i=1,2,...,n—2),
Zi /o

Pii=4%3  ph=v¢l

02, .
Py = <m>o (L h=1,2,...,n—2),

(O, . Voo \ 0
/'3-11‘:(}—)0 (i=v2,...,n—2), P;)“.=<’?->,

ow; Jdz;
0 — 30 —
Prn—in—1= "‘?:;7 P?m = ‘??n

elle admet une intégrale holomorphe dans le woisinage de
Xy =Y, ooy Tun= ), qui se réduit a

V= ‘h(z‘u ey 1‘11—-2) “+ (Tp—q — 1‘71—1)%(-271, ey xn——?) +ae
pour x, =z},

D =¢(zy, ooy Tp—a)+ (Zn— ) pa(Z1y oo oy Tn—g) 4. ..
pour x4 =x)_,.

On peut, sans inconvénient, supposer quc toutes les données ini-

tiales sont nulles; il suffirait pour cela de poser

xrp= .Z'? -+ -’I?;',

’

5=54+4 (21, o0, Tneg) + (Xn1— ) b2+ .+ (Zpn—2) g +....
Il résultc de la que, si 'on calcule de proche en proche les
valeurs des dérivées successives pour &, =0, ..., £, = 0, on aura,

par hypothése,

0. = [ L — 0 . —
Pijr =10 Prnn,..,nijk....= 0, Pr-tn-1,. n-1ijk,..=0
(& jhk,....,5n—2).

L'équation proposéc donne cnsuite tous les pun_y,iji,... en
différentiant par rapport a zy, ..., Z,_»; 'absence de termes du
premier degré en pu, et pu_yu_y permet de calculer sans ambi-
guilé les termes en Puun_1y Pun—tn—1 €, parsuile, aussiles termes
€N Punn-,ijk,...» Prunet,n—1,ijk, ..., ct ainsi de suite.

Pour démontrerla convergence du développement ainsi obienu,
jemploicrai la méthode des fonctions majorantes et je considé-
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rerai I’équation auxiliaire suivante :

Pnn-1= l

’ n—e n—29

3 o

(l_z‘1+...+x,1+z+p,+...—'r-pn> (=t k=t

) R .
n—2 n—2
ani 2 Pn—1i \
1 1 Prn—+ +Pn—l n—1
x 1 R 1 R (l }
-M (1 + Pnn+[l’{n—l n—1 > .

e et R étant les rayons des cercles de convergence de F pour les
lettres correspondantes, et M le module maximum de F. Le second
membre est manifestement une fonction majorante pour F; il
suffit donc d’établir la convergence pour cette équation; pour cela,
je poserai

Ti~+ ...+ Tpa—= U, Tp-1+Tnp=7".
L’équation (18) devient

0%z M
2
9 ‘ [1—(n—2)u+2v+z+(n-——2)g—z+2gf:|

oy
‘ P
i — (n—n1n)n _diz_
( » [ 2 du’] [[__ (n—2) o0tz ]2 2 023
“ K R dudo] ('_ﬁ 0_v=>
2 0%z
—M (l+ R W))
ou encore
9z -M (n—1)n d’_zQ+ a2(n—2) 02z 923
ot 2R ou? R du dy ( R)(do’)

les termes non écrits étant, ou bien d’ordre inférieur a 2, ou bien
de degré supérieur a 1 s'ils sont d’'ordre égal ou supérieur a 2.

Cette équation admet une intégrale holomorphe telle que z et g_z
; 14
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se réduisent & o pour ¢ = o; dés lors, on aura

ok z
ouk
ok+1z

dukae —°

Il

pour  u=o, v =0  quel que soit &,

on pourra calculer sans ambiguité les valeurs de s uis la
p g Juk—2gp2 P

0%z .. . . .
valeur de 5‘7;—, et ainsi de suite, comme il est aisé de le reconnaitre;

et tous les coeffficients obtenus seront positifs; il en résulte immé-
diatement que le développement donné par l'équation (19) est
convergent, ainsi que celui fourni par I’équation proposée.

Je reviens maintenant a I'équation (18) qui est 'objet principal
de ce paragraphe; l'application du théoréme précédent se fait
immédiatement. Il y a une intégrale holomorphe qui se réduit a
zéro pour x,=o0 et &

T3+ XhPy+.0n,

pour Z,_,= 0; ¢3, s, ... €tant des fonctions arbitraires de x,,
Z3y « .y Zp_z. On reconnait que

Pk . =0 pour Zy4 =0, ey Zn=0,

Piet n—ty ey n—1, 8jky .= 0,
et comme, d’autre part, on a

of
— =0 our 23=0 Tn=0 i =0 k=0
Py P ’ n ) Pi 1] Pik )

on en déduit
Pn-1,ijk,..= 0.

11 en résulte que cette intégrale holomorphe, développée suivant
les puissances de x,, ne contiendra que des termes du troisiéme
degré; il y a donc une infinité d’intégrales contenant la mul-
tiplicité singulicre M;,_,.

Les fonctions arbitraires ¢s, ¢4, ... correspondent précisément
aux fonctions arbitraires qui entrent dans la définition des multi-

plicités singuliéres M;_,, M;_,, ....
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ConcLus10NS.

Etant donnée I’équation aux dérivées partielles du second ordre
f('z'b ey Tny 3y Pry - ~7PnaPik) = 0,

une intégrale de cette équation est définie en général par une mul-
llph(’:lle M”_, ; 1l y a exception si la multiplicité est singuliére,
c’est-a-dire si les équations

5 oz, 9Po _ . oxy I=1,2, cce,n—1
5.;‘,—"17:+Pndwiv 0z = Ppi Ppnoz,i o=1,2,...,n ’

n—1 n—1

E 2 df oz, d.z',, E of Oz, _il__o
op; 0x; d.z'p 0ppu dxp dPun ’

p=1 i=1

n—1tn—1
3 A Pen _ 9u Opnn
“ dpP, ox; 0z; dz'p
n
of 9pun o' O af of —
+ ) Dpgn 0y o dpy PEn T 35 Pr G = O
=1 p=1

ox,
f=o

sont vérifides.

On obtient alors une multiplicité singuliére M;_, qui est con-
tenue dans une infinité d’intégrales.

A tout ordre p correspondent des multiplicités singuliéres M?_,
jouissant de la méme propriété.

A toute multiplicité singuliére M?_, correspondent une infinité
de multiplicités singuliéres Mﬁ*: dépendant d’une équation aux
dérivées partielles du premier ordre; par suite, si deux multi-
plicités singuliéres M,’: , correspondent & la méme multiplicité
singuliére M2~{, et si elles ont un élément d’ordre p commun en
un point, il en sera de méme tout le long d'une courbe passant
par ce point.



