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SUR LES CARACTÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES;

Par 1M. JULES BKUDON.

Dans nnc Note présentée à rVcadémie des Sciences ( * ) , j'ai
indique rapidement, une extension de la notion de caractéristique
aux équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur au pre-
mier et à plus de deux variables indépendantes. Je me propose de
donner ici la démonstration des faits que j'ai énoncés; mais j'in-
diquerai auparavant une terminologie qui nous sera dune grande

utilité (2).

( ') J. IÎEIÎDON. Sur les singularités des équations aux dérivées partielles
(Comptes rendus des séances, t. CXMV, 29 mars 1^97).

( y ) Voir, pour plus de deluil, .1. IÎEI'IK»N, Sur les systèmes d'équations aux
dérivées partielles dont les raracterisfi-f/ues dépendent d'un nombre fini de
paramètres (Anna/es de l'école Monnaie, Supplément, iS;/)).
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Si z est une fonction analytique de n variables jCi , , . . , . ^ / / i

on a entre les dérivées de ^ des relations de la forme

(ff) d à^.3.^ =1^ àX^.. .ty.. . .à^n dxi («•+•••+^^

On peut considérer les quantités .z'i,..., Xu^^ —-y^———y- (k va-

riant d e o à / ? ) comme des variables indépendantes; on appelle
élément d'ordre p de V espace à n -4-1 dimensions tout système
de valeurs attribuées à ces lettres.

Deux éléments infiniment voisins qui vérifient ces relations
sont dits unis.

Tout système d'équation entre les coordonnées d'un élément
qui vérifie les équations (a) définit une multiplicité M^; dans cha-
cun de ces systèmes, il y a quelques relations entre .T|,.... x,^ z
seulement, qui définissent une multiplicité ponctuelle, dite le
support de Mjo.

Il y a des multiplicités M^ telles qu^à chaque point du support
ne correspond qu'un élément d'ordre p ; si q est le nombre des
dimensions du support, nous les appellerons les multiplicitésM^

l. Considérons d'abord une équation aux dérivées partielles
linéaire par rapport aux dérivées du second ordre; soit

n n.

(') 2 2 '̂̂  ?= o = •r. />.= ̂  p^= ^-^
1=1 Â-==i

où les A,A et y sont des fonctions données de x^ ...,^,/3,
P\i • • • ̂ p n "Re telle équation.

On sait, d'après les théorèmes générsiux de Cauchy sur l'exis-
tence des intégrales dans les systèmes différentiels, que toute
intégrale analytique de cette équation peut être définie en se don-
nant une multiplicité M^ qu'elle doive contenir; les équations
suivantes

/ x àz àxn
(2) -àx^^^Wi «=I,2,...^-1),

où 5, Xn et pu sont des fonctions arbitraires de *z'i, , . ., .r,/_ , 1 , re-
présentent une multiplicité M^_,.
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Pour calculer les dérivées secondes en fonction de x^ . . . ,^ ,<_, ,

il faut faire usage des formules

^p __ àx^(3) -^ -n -+-n àx^ / P = = r , 2 , ...,/l \
^,-^^P-JÏ7 ^=^...^_J-

d'où l'on déduit
(f,\ - ^ < /̂i(4) ^^à^-^à^
(5) 7,., = ^P -. àxa à^ . . ^ ̂  .

^p< ^ àx, àx^^l^à^9

en portant dans réqualion proposée (i) on obtient finalement

( n-ln—l n-i \

V V A àxn àxn Y A àx^ A \
Z ^AP (^^p~2<APW^+ A / ^ / ^^
P = 1 < = 1 p p=i P /

4-V V A • ( à p ç àxn à^n\ V A °̂+^ 2,̂  ̂ ^ - ̂ 7 ̂ ^ ~2<Ap/^ ̂ p+ (? =ot
p=l /=! t" p^i P

Pour qu'il y ait indétermination on doit avoir

n—l n—l n—ï

(6 ) V V À àxn àxn V A ôx^ A
(b) 2^ ̂ ÂP^^^ÂP^4-^^

P=l *=1 r p=l P

Ti-1 n-l „_!

r?) V V A / ^P ()^ ̂ \ v * ^(7) ^JL^^-^^p^-Z^^^^0-
p==l »=1 r p^ p

Je donnerai le nom de multiplicités singulières M^_, aux mul-
tiplicités définies par les équations (2), (6) et (7). Il est facile de
voir, en restant dans les circonstances générales, quel est leur
degré de généralité. Si l'on choisit en eiïet Xn arbitrairement en
fonction de x,, . ..,Xn_,, l'équation (6) permettra d'obtenir^,
et par suite/?,, . ..,/?„_,;. en remplaçant, dans l'équation (7), ces
lettres par leurs valeurs, on aura une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre et linéaire pour définir z.

Si l'on connaît une surface intégrale de l'équation (i), les sup-
ports des multiplicités singulières placées sur cette surface inté-
grale sont définis par l'équation aux dérivées partielles du premier
ordre (6), et les orientations d'éléments du premier ordre de ces
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multiplicités singulières par l'équation (7); ces deux équations
ont, comme il est facile de le voir, les mêmes caractéristiques.

Nous verrons prochainement que ces caractéristiques ont une
grande importance.

2. J'effectue maintenant un changement de variables laissant
x^ ...^Xn-\ inaltérées, mais tel que x^ devienne une fonction
de *r<, ..., Xn-t et de la nouvelle variable y ; j'aurai les formules
(2), (3) et
, . àz àxn àpç àxn
<9> Ty^^'ày' 'ày^^'ày'

d'où les conditions d'intégrabilité
àpçi _ àp^n àXn ^Pp/t ÔXn / p = I , 2 , . . . , ^ \

^ à y "~ àxi ày ày àxi ^ i == i, 2, . . . , n — i /

J'en déduis les relations

àpçj __ àpçn. àXfi, _ àpnn àXn, àXn, àpnn àXn, àXn. ^
{l07 ày ~~ àxi ày àxç àxt ày ày ày àx^

Dans ces conditions, z, Xn^ p\i •• . , /?/ i sont des fonelions de
x^ x^ • • . , Xn_\ et de y; je détermine le changement de variables
de telle sorte que ces fonctions représentent une multiplicité sin-
gulière M^_, quelle que soit la valeur attribuée à y . Supposons
que Fon ait une multiplicité singulière poury==yoî l'équation
(i) est alors vérifiée; je vais écrire que la dérivée de son premier
membre par rapport à.y est nul.

Pour simplifier les notations^ je poserai

d à à \^ à
^ == à^i + Tz^Zà àp^

i=l

J'aurai alors, en tenant compte des équations (9) et (10),

( n—l n—l n—l \

àpnn V V A àvn àxn V A àxnl -i- À \0 = —— 7 7 Ap, -T— -T—— — ,7 Ap» -,— + Ana 1
ày ÂHA jU r àxi àxn jfarf • àxo l

î=i p==i P=l /
r - ra—ln- l

. àXn V V A / p^ àxn àPnn\
^ "ày'\ Zà 2^^ \àxî àxi àx. )u=i p=i

n—l n n » "1
V A ^^ Y V drLik -L- "^ \+2d Ap? àx, -4-2- 2pik d^ + dx-n \
p==l " i==l A==l J
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Le coefficient de fpan est nul par hypothèse, et comme ô3-^ n'est

pas identiquement nul, on a

o-SiMàpçn àXn àpnn \

àxi àxi àxo

00
V A ^nn -L- V V dAt/f -,_ ^2^ -àx. ^JL JL^-^ + c^-

1=1 k=iip=l

3. Je dis que l'équation (i i) représente la condition que doit
vérifier l'orientation des éléments du second ordre de toute inté-
grale qui contient la multiplicité M,^, sur cette multiplicité sin-
gulière. Pour démontrer ce fait, je vais chercher à calculer les va-
leurs des dérivées du troisième ordre; je poserai auparavant la
notation

d à à y( à
dx^àî-^à-.P^L-àp^ (y==^-..^-i).

L'équation proposée, differentiée par rapport à xjy donne

n n n n

(Ia) ^ ̂ ^W^--^ ̂
dP^iff do

.Pik--j——-^ -ï~- ==0.dxj dxj
t=l A-=l <=1 Â==l

Remarquons que l'on a, sur la multiplicité M^_^,

(i3) ^Pik àx,z
-^J-P^P^^

/ i , k ^ = o , 1,2, . . . , / i \
\ y= i, 2, . . . , n — i / '

ces relations permettent de calculer tous les pihj en fonction de
pnnn\ en portant dans l'équation (12) on obtient

n—ï n—1 / '

Y V A \àPtk àx1t\àPnn àxlt /àPll^ àXn\~]\
Zi 2^^ \^^^\^^^\^~pnnn'^k)\\
(==1 A==l V /

n — l
<=:! A==l

. v 4 r àplfl• àxn ( àpnn àxn \ ï
^2à Al/l [~àx] ~ àx] \àx7 ~pnnn ~àx'i)\

(==i

(àpnn àXn\ ^ V6^* (àpnn ÔX^
r\nn l —,—— — p n n n

d^ifc

{-^^^^J^Zà ^^dx, Rik -<-
fl?Cp

dx.
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Le coefficient de p,^ dans celte équation est précisément le
premier membre de l'équation (6) : il est nul, puisque nous
sommes sur une multiplicité singulière M;̂  ; le coefficient de
àx
•^j est le premier membre de Péquation (i i), que nous supposons

vérifiée; il reste finalement

V V A,/ àplk -4-V A • àpin .+- A àpnn -4-VV dAiA: df?é — àxj ù ^ ^ ^ ̂  ̂ 7+ 4= °-
Cette équation est vérifiée, puisque les éléments du second

ordre, tirés des formules (2) et (3), satisfont identiquement à
l'équation proposée quand on est placé sur une multiplicité sin-
gulière. Nous avons donc établi que, si l'orientation des éléments
du second ordre choisi sur la multiplicité singulière vérifie l'équa-
tion (n), il j a indétermination pour le calcul des dérivées du
troisième ordre.

4. Les équations (2), (3), (6), (7) e t (n) définissent une fa-
mille de multiplicités M2^ que j'appellerai multiplicités singu-
lières M,^; si l'on adjoint les formules (i3), on obtient une infi-
nité de multiplicités M3^ qui vérifient l'équation proposée et ses
dérivées; mais elles ne sont pas toutes placées sur une multiplicité
intégrale à n dimensions. Pour rechercher dans quelles conditions
cette circonstance se présentera, je ferai un changement de va-
riables analogue à celui qui a été employé au n° 2; c'est-à-dire tel
que Xn, 5, p^ pik, pikj étant des fonctions de .c,, .... Xn^ et de
la nouvelle variable y, on ait affaire à des multiplicités singulières
M^_^ quel que soit y.

Je dois adjoindre les formules

^ = ^ ' P ^ ^ ^ ^ - P ^ - ^ '

Dans ces conditions, on aura

^<ï* ()<!* f)Tfi

ôx, 1 /Àr// lU, ~~ ( ) î

car nos multiplicités M,^, vendent idcnt iqucmcnl les c ( i u a l i o i i <
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(12); pour que ceci ail lieu, quel que soily, il f au t

à^ àxn à^^ à^ à^Xn __
àyàxj àxj àxn,ày 'T" àxn, àx àyj ~~

Or, -j— est vérifié identiquement; il suffit donc que Pon ait

à^
T—T- ==0.àxn ày

Voici ce que Pon obtient, en tenant compte des conditions d'in-
tégrabilité :

04)

n—l n—t n—l
V V A l^knn ÔXn àpnnn\ Y . àpnnn2d ̂ Alk [~àïr ~~ ̂  ~à^r) ̂ 2àA^ ~SxT

-L.V V^^ .-V V^Ay/c ^cp-^ ^-d^^^L Z^r^dà^
où Von pose

^f âf àf YI àf V^ V y
dx-^ àaT^ ôiP^^y^^ ^ôk]^

i==\ i= l 7==1

L^équalion (i4) jointe aux équations (i3) exprime la condition
pour que les multiplicités M^_^ soient contenues dans des multi-
plicités intégrales à n dimensions; on le vérifierait en constatant
qu^il y a alors indétermination pour les éléments du quatrième
ordre; nous obtenons ainsi des multiplicités M^_, singulières.

En opérant ainsi de proche en proche, on démontrerait Inexis-
tence de multip licites M^_^ singulières pour toutes les valeurs de
Fordrejo; enverrait aussi que, une multiplicité singulière M^_,
étant choisie, l'ensemble des multiplicités M^f\ qui lui corres-
pond dépend d\ine fonction arbitraire de n — 2 arguments.

Nous démontrerons un peu plus loin que ces multiplicités sin-
gulières contiennent bien des multiplicités intégrales, c^est-à-dire
que les conditions précédentes que nous avons reconnues néces-
saires sont bien suffisantes.

5. J'envisage maintenant une équation aux dérivées partielles
du second ordre non linéaire; pour plus de simplicité, je suppo-
serai qu'elle est rationnelle par rapport aux lettres qui y figurent;
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soit

(l5) /(a-i, ...,Xn,Z,pi,pik)=0

celte équation. Le degré de généralité est défini de la même façon
que pour les équations linéaires, c'est-à-dire par les formules (2).
Pour calculer les dérivées du second ordre, nous ferons usage des
formules (3); pour qu'il y ait indétermination il faut que

(16)
n—i n—1 n—1
V V -àLàxn àxn —. V ()/ àx^ , à/ ^ .
^ Àsà ôpai àxi àxo 2^ àpon àxo àpnn ~ '
p=l i=l r r p==l r •

mais cette condition, qui est nécessaire, n'est plus suffisante. Si
l'équation (16) ne renferme plus pan, la discussion s'achève
comme pour les équations linéaires; nous supposerons donc qu'il
n'en est pas ainsi.

Les équations (2), (3), (i5) et (16) définissent une famille de
multiplicités M^_, ; mais ces multiplicités ne sont pas toutes pla-
cées sur des multiplicités intégrales à n dimensions de l'équation
proposée. Pour reconnaître dans quels cas cela aura lieu, nous
ferons encore usage du changement de variables qui nous a été si
utile, et nous trouvons, par un calcul que j'omets, que l'on doit
avoir

àf àf àfy^àk-^ip'12
(I7){ n—ln—t n

1 V V °̂  (°P^ ^n àpnn\ V àf_ Ôpnn
jU Aià àpQi \ àxn àxi axa ) Z»à àppn àxo.
p=K==l r p==l r r

Les équations (2), (3), (i5), (16) et (17) définissent une fa-
mille de multiplicités que j'appellerai les multiplicités singu-
lièresM2^^ On vérifierait tout à fait de la même manière que
plus haut l'indétermination dans le calcul des dérivées du troi-
sième ordre, et l'on démontrerait l'existence de multiplicités sin-
gulières M,^ pour toutes les valeurs de p.

Une multiplicité M^ singulière étant donnée, les multipli-
cités singulières M^j qui lui correspondent dépendent d'une
fonction arbitraire de n — 2 arguments.

6. 11 me reste maintenant à établir que, étant donnée une mul-
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tiplici té singulière M^__, , il y a bien une infinité de multiplicités
intégrales à n dimensions qui la contiennent (1) . Je puis toujours
effectuer un changement de variables tels que le support de cette
multiplicité singulière ait pour équations

Z == o, Xn. = 0 ;
on a par suite

7?i=o, . . . , pn==o, /?,,==/(^i, . . . , .y/z-i) ,
ôf

P^t ~- 0 ( p, < = ï, 2, .. ., Al — 1 ), pni == ^— , pnn == 0 {XY, , . . X^ - , ),

et si Fon pose
, ,. y2, <o

-S == Z'-^-Xnf-^ -tl^,z
on est ramené à

z == o, .r/^==o, pi-=o, T? /À=O (/, À-== i, 2, . . . , / i ; .

Comme on a affaire à une multiplicité singulière, les équations
(16) et ( i ^ ) doivent être vérifiées, ainsi que les équations obte-
nues en différcntiant l'équation proposée par rapport à x\.. .*^_i;
on a donc

àf __ àf_ _
^/^ ~ °' àxi ~~ °'

pour les valeurs précédentes des arguments. On peut donc mettre
l'équation proposée sous la forme

/ P/in-ï = ai 7?i -4-. . . + V-nPn.
\ n — 2 / 1 — 2 n— 2 w — l

\ -+-^ ^a/Â./)^-^^P^/«-+-^T<^-i<+...»

les termes non écrits étant de degré supérieur; en remplaçant
même Xn-\ par Xn_\-\-\Xn on peut faire disparaître le terme
m pn.^\ n-\ • Avant d'aller plus loin, je vais démontrer le théorème
suivant :

Étant donnée V équation

Pnn-l^ PC^I, • . ' î ^ n î ^ j R l ^ - ' ' ï p m p n i î - • • j Rnn-îï Pikypnn)î

( 1 ) Je me suis inspire, pour celle démonsiralion, de la mélhode indiquée par
M. (.ourdit {Leçons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre,
l». is.s).
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telle que —— et ———- sont nulles pour les valeurs suivantes :

°Pfttt °Pn~\n i '

a"l==^î, ...,a?,/==^,

^=^(^,...,^-,) ^o^^ (.=1,2, . . . ,n-^

p°.-i=^ p^=^
/ ^^l \i"^[sî;b). <••,'•=.,',...,»-«),

^"'(S). —...,«-.), A»(êy,
^;-i,,_i==^, ^o^^

e//<? admet une intégrale holomorphe dans le voisinage de
x^ =. x\^ ..., Xu == x^ qui se réduit à

W ==^i0i , .. . ,^,,-2)+(^-i—^-i)<]/â(^i, ...,.y,,-2)-+-...
p o u r ^ = = = ^ X ,

^ = ̂ l(^l, . . ., Xn-.) -+- (Xn—X%) ̂ (.ri, . ..,^-2)4-. . .

pour ^_i=^_^.

On peut, sans inconvénient, supposer que toulcs les données ini-
tiales sont nulles; il suffirait pour cela de poser

.r/==^°+y;.,

Z = Z'-r-^i(x^ . . ., X,^) -4- (^-i — .r,°-i ) ^2 + . . .-+-(.^ — X^ ) ̂  + . . . .

Il résulte de là que, si l'on calcule de proche en proche les
valeurs des dérivées successives pour x^ === o, ..., Xu = o, on aura
par hypothèse,

P^jk = °» PÎinn, ...,/î/yÂ-, ... = "» !̂!.-l /î-l, ..., ^-1 /y/.,... == 0

((,y'/K, . . . , ^7?,—^) .

L'équation proposée donne ensuite tous les /?////_i / /^ en
différentiant par rapport à x^ .. ., Xn-i ; l'absence de termes du
premier degré en /^ et pn-\n-\ permet de calculer sans ambi-
guïté les termes ̂  pitiin-\i pitu-\ n-\ et, par suite, aussi les termes
en pniin- 1 , /yA, . . . , pnn-\,n-\,ijk,...') et ainsi de'sukc.

Pour démontrer la convergence du développement ainsi obtenu,
j'emploierai la méthode dos fonctions majorantes et j < 1 cousidé-
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rerai Inéquation auxiliaire suivante :

Pnn -l ==

p et R étant les rayons des cercles de convergence de F pour les
lettres correspondantes, et M le module maximum de F. Le second
membre est manifestement une fonction majorante pour F; il
suffit donc d^tablir la convergence pour cette équation; pour cela,
je poserai

3?i 4- . . . -4- SFn-î = U, Xn.-\ -+- 07 n = V.

Inéquation (18) devient

à^z M
àv* àz àz~

I— (ft —2)M4-2P-h-S-4-(/ l—^"r- ""1" 2 T"

x R

(fizr\(n —1)71 à^z
i au2au2 | r _ (n—ï) à^z y / 2 àïz\

J L1 K ~àu~àv\ \ '~ "R à^)
-- / 2 à^js\

- M ( l-t- ,- 3— ) >\ R àv^ I

ou encore

()2<s ^ ["(/i — i )n à2z i(n — 2 )
^ — M ^ ^ -+- ^ ^ ^ ̂.„[< ()^ 1 /4M . ^ \ ( à ^ y

^ ^î RA^2^'1"
les termes non écrits étant, ou bien d^rdre inférieur à a, ou bien
de degré supériear à i s^Is sont d^ordre égal ou supérieur à 2.

Cette équation admet une intégrale holomorphe telle que z et"
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se réduisent à o pour v = o ; dès lors, on aura

à^z
'àu^

à^z
àu^àv

pour u ==• o, v == o quel que soit À:,

on pourra calculer sans ambiguïté les valeurs de , ^._g. ^ puis la

valeur de —'-9 et ainsi de suite, comme il est aisé de le reconnaître;
àv3

et tous tes coefficients obtenus seront positif s ; il en résulte immé-
diatement que le développement donné par Féqualion {19) est
convergent, ainsi que celui fourni par l'équation proposée.

Je reviens maintenant à Inéquation (18) qui est Pobjet principal
de ce paragraphe; Inapplication du théorème précédent se fait
immédiatement. Il y a une intégrale holomorphe qui se réduit à
zéro pour Xn == o et à

^?3-+-^?4 -+ - • • •»

pour Xn-\ == o; <p3, <p4, ... étant des fonctions arbitraires de x^
^îi • • •? ^/<--2* O11 reconnaît que

P^j,^...^0 P01111 ^1==0, . . . , ^==0,

7?S-lrt-l,. . . ,»-l,/yA-,...= 0»

et comme, d^autre part, on a

àf-^- == o pour z == o, Xn. = o, pi = o, pik = o,
OXi

on en déduit
PÏtn-l.ijk,...^0'

11 en résulte que celle intégrale holomorphe, développée suivant
les puissances de *r,<, ne contiendra que des termes du troisième
degré, il y a donc une infinité ^intégrales contenant la mul-
tiplicité singulière M^_,.

Les fonctions arbitraires cpa, ^4, ... correspondent précisément
aux fonctions arbitraires qui entrent dans la définition des multi-
plicités singulières M^_,, M^_p ....
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CONCLUSIONS.

Etant donnée Inéquation aux dérivées partielles du second ordre

/(a-i, ..., ^,^,7?i, .^,pn,pik)= o,

une intégrale de cette équation est définie en général par une mul-
tiplicité M^_^ ; il y a exception si la multiplicité est singulière,
c^est-à-dire si les équations

àz àxn àpç à.rn /?=! , 2, . . . , / î — r \
—— ==Pï-^Pn-.——» T-^ ==/?P<-+-/?Ûrt-.—— ( ] fàxi r l àxi àxi " r rv àxi \ p == i , 2, . . . , n f

n—1 Ti—1 7i—l
V V .̂ àxlt àxn —V ^ àxn ^ —
jU ̂  ̂ /?/ (/.r/ c^p ^ d/?p,t ().rp c)/?/,» ~ '
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sont vérifiées.

On obtient alors une multiplicité singulière M^_^ qui est con-
tenue dans une infinité d'intégrales.

A tout ordre/? correspondent des multiplicités singulières M^_,
jouissant de la même propriété.

A toute multiplicité singulière M^ correspondent une infinité
de multiplicités singulières M^ dépendant d^une équation aux
dérivées partielles du premier ordre; par suite, si deux multi-
plicités singulières M^ correspondent à la même multiplicité
singulière M^, et si elles ont un élément d'ordre p commun en
un point, il en sera de même tout le long d'une courbe passant
par ce point.


