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SUR UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS;
Par M. E. Goussar.

1. Dans son Mémoire Sur la transformation des fonctions
abéliennes (Comptes rendus, 1855) M. Hermite a considéré un
groupe de substitutions linéaires, ou figurent seize nombres en-
tiers a;, b;, c¢iy d; (i =o, 1, 2, 3), liées par les six relations

agds—+ bocy---co by —dyaz; =1,
ayds+bicy--cy by —diay=1,
aody+ bycy— ady— bycy = o,
(0 @ody+ bocs— asdo— byco = o,
ayds+ bycy — azd; — bzecy = o,

a,d;+ bgC3 —a;d,— b;Cg = 0.

\

Ce méme groupe joue un rdle important dans un grand nombre
de travaux publiés depuis, par exemple dans le Mémoire de
M. Picard Sur les fonctions hyperabéliennes, et dans les Mé-
moires de M. Humbert Sur les fonctions abéliennes. Quand on
applique & une équation aux dérivées partielles du second ordre
de Monge-Ampére une transformation de contact, on est conduit
A considérer un groupe de substitutions linéaires, dont les coeffi-
cients ont exaclement la méme expression que ceux de M. Her-
mite, mais ou a;, b, ci, d; ne sont plus des nombres entiers. Il
m’a semblé intéressant de signaler ce rapprochement entre deux
parties, en apparence si éloignées, des Mathématiques.
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C’est la forme méme des conditions (1) qui a été le point de
départ de cette remarque. Si, en eflet, on pose, dans ces rela-

tions

’ X oX oX oX
“=a b=y =5 b=y
) ) )¢ )
a,—b—x—, 1—07-}’1 Cg_a—q—, ;—dpy

0 0 0 0
ag=d—z‘Q-’ b2=d.—;2-, Cq = 5%7 dz:;}%)

oP oP oP oP
a3=5) b3=07) 03'-:8;, d3=§5)

X, Y, P, Q étant des fonctions des quatre variables z, y, p, ¢,
elles deviennent

s (X, Y)=o, (X,Q) =0, (Y,P)=o, (P, Q) =0,

() ' (P, x)=l’ (QyY):I!

la parenthése (u, ¢) ayant la signification habituelle

ou dvo dv ou Odu dv  dv Jdu

Ces conditions bien connues expriment que
PdX +QdY —(pdr+qgdy)
est une différentielle exacte (') dQ, et les formules

z' = X(2z,¥, P, )
Y =Y(z,7.p q9)
P =Pz, ¥ p, 9),
9 =Q=, 5 p q)

définissent une transformation de contact en (z, p).

9. Considérons maintenant une transformation de contact

(') Voir, par exemple, mes Legons sur les equations aux dérivees partielles’
du premier ordre, page 283.
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générale définie par les formules

-’1""=X(-T,.71 Z, Py q)1
.}":Y(-"‘,)’y 3 P, q)y

(3) z'=Z(x’}'1 Zy Py 9)
p':P(.’L‘,y, 3y, Py q)
‘q'=Q(z‘s}” Z,Psq),
et posons
dxX ax _, oX_ X _
az = Qo &~ 0y 3}; = do, d_q_ = Co»
ay _ av _, o _ o _
dr 1y d_}'_ 1y &—- 1y E-—(h
dP dp b oP d dP__
dz = :l;—— 3y &j— 3 d—q-——cs,
d _ dQ 0Q__ Q
'de, = Qg, (’i; - b:h 'd'—' - d!, ﬁ— Cs,
ol .
a_9 . .,9 a _9..°9
dz oz P o5’ "o !

Les formules (3) définissant une transformation de contact, on «
I'identité
dL—PdX — QdY = p(dzs — p de —qdy),

¢ étant une fonction de z, y, 3, p, q, et les conditions

[X, Y]=o, [X,Q]=0o, [Y,P]=0, [P, Q] =0,
(P, X]=p, [Q,Y]=p,

ou [u, v] représente le crochet jacobien

ou dv o0 du  oJu dy dv du

peuvent s’écrire, avec une notation abrégée,

( (ad)oy+ (bc)oy = o,
(ad)os+ (bc)os = o,
(€D) (ad)i3+ (be)a=o,
(ad)z+ (bc)as = o,
\ (ad)os=+ (bc)os = (ad )2+ (be)2 = p;
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on a posé
((ld)[j = agdj a7 b,-,
(be)ij = bicj - bjey,

les indices ¢, j pouvant prendre les valeurs o, 1, 2, 3. A ces rela-
tions on peut en ajouter d’autres de méme forme, qui en sont des
conséquences algébriques. Pour les obtenir facilement, posons,
en désignanl par u,, Uz, U;, U quatre indéterminées,

vy = dyus+ dats— douy— dyu,,

5 ‘Vz—': C3 Uy—+ Ca Ug— Co Uz— Cy Uy,
) ) Vp =— Az Ui — Qally+ Qg Uz~ Ay Uy,
( vs =— byuy— byuy+ bous+ by uy;

on en tire, en les ajoutant aprés les avoir multipliées respective-
ment par a;, b;, di, ¢c; (i =o0, 1, 2, 3), et en tenant compte des
formules (4),

pUL= @gvy—+ bovy+ cov3+ dov,,

plta= @191+ byvg+ c1v3+ dyoy,

pUs= @30y + b3vy+ c3v3+ d3vy,

PUL= @31+ Dava—+ ca¥3+ dyvy.

En remplagant u,, us, us, u; par les valeurs précédentes dans
les formules (5), on doit évidemment étre conduit & desidentités,
puisque vy, v, ¢3, ¢4 sont arbitraires comme &, Uy, Us, Us. En
écrivant qu'il en est ainsi, on est conduit aux relations

(ad)os+ (ad)ia = p, (bd)os + (bd)13 =0, (cd)os + (cd)js = o,
(@c)os + (ac)s = o, (bc)os + (be Ya = p, (dc)os + (de)12 = o,
(ab)os+ (ab)a=o, (ac)os+ (ac)2 = o, (ad)os + (ad)1s=p,
(ab)ys—+ (ab) = o, (b¢)os+ (be)a = p, (bd)os + (bd)1s = o,

)

qui se réduisent a six :

(ac)es + (ac)z = o,
(b6d)o3 + (bd)12 = o,
(6) < (ed)os+ (cd)ys = o,
(ab)os+ (ab)a= o,
(ad)os + (ad)ia= (bc o3+ (be)a = p,
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les expressions (ac);j, (cd)ij, (bd)ij, (ab);j se définissant comme
(ad),'j et (bc),'j.

Les relations (6) sont absolument équivalentes aux rela-
tions (4) et, en les comparant, on en déduit que 'on a

(7) (ad)is = (bc)os, (ad)es = (bc)1a.

3. Calculons encore les formules qui définissent la transfor-
mation de contact prolongée (3), en nous bornant aux éléments
du second ordre. Lorsque I'élément (z,y, 3, p, ¢) décrit une
multiplicité M,, ayant pour support ponctuel une surface S, 1'é1é-
ment (X, Y,Z, P, Q) décrit également une multiplicité M, et
nous supposons que M a pour support ponctuel une autre sur-
face 2. Soient

(8) z=f(2,y)
I’équation de la surface (S) et

I’équation de la surface 2. Nous poserons

_of _af e
=% T way =57
- 02F 02F 02F
R=x S=xov T=.v

pour prolonger la transformation (3), il s’agit de calculer R, S, T
au moyen de z, y, z, p, q, r, s, t. Ces quantités se déduisent des
deux relations

(10) dP = RdX+SdY, dQ=SdX+Tdy,

qui deviennent, en développant les différentielles X,dY,dP, d(Q,
et employant la notation convenue pour les dérivées partielles,

a3dz + bydy + ds(rdr+sdy) +cs(sdr + tdy)
= Rla¢dz + body + do(rdz + s dy) + co(s dz + t dy))
+ S[aydz + bydy + dy(rdz+ sdy) + (s dx + tdy)),
aydz + bydy + dy(rde + sdy) + cy(sdr + tdy)
= Slaodz + body + do(rda + s dy) +co(sdx + tdy)]|
+ T[aydz + bydy + di(rde+sdy)+ci(sdx + tdy)).
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En égalant les coefficients de dz et de dy dans les deux
membres, on parvient aux quatre égalités
(1) R(ay+ dor +cos)+ S(ay+dyr—-cis) = ag -+ dsr + css,
I
) R(bo+ dys +cot)+ S (by+dys-+-city= b3+ dss+ cst,
) { S(ae+dyr+cos)—+—T(aj+dir—+cis)= as+ dar + css,
(12) ( S(by -dos+ cot)—FT(b1+d,s+c;t)=b,+d,s+c,t.

Des deux premiéres formules (11) on tire

(13) R= (ab)as+(db)ayr + (ac)s t + [(ad)is+ (¢b)as ] s + (de)y (rt — s?)
= (abJor+ (db)o17 + (ac)or t + [(ad)or + (cB)or Js + (dc)or (rt — s*)’

_ '(al))oa—F (db)qal‘ -+ (ac)o,t+[(ad)03+ (Cb)oa] S + (dc)oa(l‘t -——82)'

() 5= Gb)01+(db)o:r+(ac)o:l‘*"[(ad)mﬂj‘(Cb)ot]s"'(dc)m("‘ —s%)’

des formules (12) on tire de méme
(ab)s + (db)ey 7+ (ac)at + [(ad)s+ (cb)ay] s + (de)ay (rt — s?)
(@b)or + (db)or 1 + (ac)or t + [(ad)o1+ (cb)o1]s + (dec)or (rt — s2)’°

_ (ab)og+ (db)oar + (ac)oe t + [(ad)os + (cb)o2] s + (dc)oa(rt —s?),
T (ab)or+ (ab)orr + (ac)or t + [(ad)or+ (cb)os] s + (de)og (rt — s2)’°

(lzi)[’"-‘ S =

08 T

les valeurs de S fournies par les formules (14) et (14)%* sont
identiques en tenant compte des relations (6) et (7).
Des formules (11) et (12) on tire également

6 RT — S? — (ab)as~+ (db)ssr + (ac)sst +[(cb)32+ (ad)is]s + (dec)sa (rt —s?) .
T (@b)oy + (db)orr + (ac)or t +[(cb)or + (ad)or]s + (de)os (rt — s?)

On pourrait aussi inversement résoudre les équations (11) et (12)
par rapport'a r, s, t. Observons pour cela qu’on peut les écrire

r(d;—dyR—d,S)~+s(e;—coR—¢18) =—as+ aR+a, S,

(ll)biS
r(dy—dyS—diT)+s(c:—ceS —c1T)=—as+ ayS + a4 T,

‘ S(d;—doR—dgs)—'}-t(C;—CoR— Cy S) =— ba-i—bQB.-l-bI S,

(r2)%%s . .
{ S(dg —dob—le)-*-t(Cz—Cob—clT) =—‘bg+bos +b‘T;

on peut les déduire des formules (11) et (12) en permutant r etR,
setS,tetT, apet —ds, coetd,, a, et —c;, by et -— ds, b, et
— ¢3, b3 et a,, sans changer les lettres ag, b4, ¢y, dy. On obtien-
dra donc r, s, ¢, rt —s* en fonction de R, S, T, RT — S? en
effectuant les mémes permutations dans les formules (13), (14)

(13) et (16).

bl
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Les transformations de contact formant un groupe, il est clair
que les substitutions définies par les formules (13) & (16), ol les
coefficients a;, by, ¢;y d; sont des quantités quelconques, vérifiant
les relations (4), forment également un groupe (*).

4. Etant donnée une équation de Monge-Ampére
(17) uy (r't'— ") 4+ uhr'+ Wit ul, + uys' = o,

dont les coefficients sont des fonctions de 2/, ', 5/, p/, ¢', si on
lui applique la transformation de contact définie par les for-
mules (3). elle se change en une équation de méme forme

(18) uy(rt — s?) + usr + Ut + Uy + Uss = o,

. y . ' 7 ' ' 7
dont les coefficients s’exprimeront au moyen de u,, u,, uj, u,, u;
par les formules suivantes :

cuy= (de)pgui+ (de)yy uy+ (de)oruy+ (de)oy w,+ (de)os iy,
us= (db)ssuy+ (db)suy~— (db)osy+ (db)oyty+ (db)osuls,
(19) « ug= (ac)aui~+ (ac)uuy+ (ac)auy+ (a@clod, -+ (ac)suy,
u,= (ab)sul+ (ab)yuy+ (ab)yauy+ (ab)u, + (ab)yul,

uy=2(ad)z u} +2(ad)s; W, + 2(ad)os u + 2(ad)o ), + [(ad o3+ (cb )o3] us.

—

Les substitutions linéaires définies par ces formules (19) for-
ment encore un groupe pour lequel

ui—husus+ fuuy

(1) Pour retrouver le groupe de transformations considéré par M. Hermite, il
suffit de changer, dans les formules (13 & (16), ren G,senH, £en G', R en G,

S en H,, T en Gj, et de permuter en outre les coefficients a,, b, ¢, d, de telle
facon que les lignes du Tableau

a, b d, ¢
a b d ¢
a; b, d; c
a b d, c
se changent en colonnes et vice versa, ce qui remplace les relations (4) par les
relations équivalentes (6).
XXX.
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est un invariant; on vérifie en effet que I'on a

(20) ul—fusuz+ juu, = g W — fuyuy+ fuiu ..

Ce résultat s’explique aisément a priori puisque la relation
U —fuyul,+ 4ul =0

exprime que les deux sysiémes de caractéristiques de 'équa-
tion (17) sont confondus. Si I'on suppose » =1, le groupe (19)
est identique au groupe formé par les substitutions linéaires qui
reproduisent une forme quadratique.

Parmi les covariants que I'on peut associer a I’équation du
second ordre, il en est un de trés simple qui a une signification
intéressante, c’est 'expression

_ [de dy dpdy) g dU O do
weh=u (ZF -7 %) w(RE-na)
dp 0y _ dy do\ _ (99 oY _ 0y dg

o A FIRINC A 47
' pUa(dede dyoe o dpdy 0 dg)

2 \dx dp dz op og dy  0q dy)

ot o et Y sont des fonctions quelconques de z, y, 5, p, ¢. Si I'on
cherche 3 quelles conditions doivent satisfaire les deux fouetions
o (z,¥, 5 pyq) et §(z, ¥, 7 p, q) pour que les deux équations

(22) e(z, 7,5, p, q)=a, Y(#z, 7,5, p 9)="b,

ou a et b sont deux constantes arbitraires, forment un systéme
complétement intégrable, dont toutes les intégrales vérifient
I’équation du second ordre (17), on trouve qu'il faut et il suffit
que 'on ait

[¢, ¥]=0, W(g,§)=0.

5. La méthode suivie plus haut, pour prouver que les deux
systémes de relations (4) et (6) sont équivalents, peut se géné-
raliser aisément. Considérons un systéme de 4n? quantlités

y y h :
A, B, C:, D! (G h=1,2,...,n)
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satisfaisant aux relations

S(atch— At ¢ty =o,
i
3 (BfD} — B! D}) =0,
(23) ¢!
S(akpt—Bicly=o,  nxk,

i

E(A: D:‘l - B:‘ C?) =p

\ i .

les indices /. et k& étant constants dans toutes les sommations
indiquées. Soient uy, us, ..., Uy, ¢4, 92, «.., vp un systéme de
2n indéterminées auxiliaires; posons

pU,=A{u,+...+¢’,‘u;.+...+ A?u,+Blog+...+ B2y,

pUpn=Alus+...+Alup+...+Alu,+Bloy+...+Blvo,,

pVi=Cluy+...+Clup+...+~Clu,+D}oy+...4+Df}o,,

(23)

pVi=GClus+...+Clup~+...+Clu,+ Doy +...+Djv,,

pVa=Clus+...+Chup+...+~ Chup+Dhoy+... +Dfv,.

On déduit de ces formules, en tenant compte des relations (23),
Uup = D{'Ug-*l—.. +DzU”-—- B{'Vg--. oo — B{:V”,

(26) vop =A2Vy+... 4+ A2V,—CIU;—...— CiU,

(h=1,2,...n);

en_substituant ces expressions de u; et de v¢; dans les. for-
mules (24) et en observant que U; et Vi sont des quantités arbi-
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traires, comme u; et vk, on est conduit aux relations
[ hph Rk
Z(Ai B, —AyB;) =o,

h
Si(etvi—ciof) =
: .

(27) h h ~h
D (ARDI—BCE) =0, ki,
h
[ S arpr—s2ct) =,
VA

l'indice 4 étant le seul qui varie dans les sommations indiquées.

On rencontre des systémes de relations de la forme précédente
dans la théorie générale des transformations de contact. Soient
Z,X,,Xy, ..., Xy, Py, Py, ..., Py, 2n 41 fonctions des 2n -1
variables indépendantes z, Xy, Zg, «.y Zu, P1y P2y «- -, Pn telles
que I'on ait identiquement

(28) dL —PydX;—...—P,dX,=p(ds—p,dXy —...— pndzy),

ol p est une fonction de z, Zy, 3, -, Zny P1y P2y - -+, Pn- Cette
velation (28) est équivalente & 27 + 1 relations distinctes que
'on peut écrire -

IZ X, 0Xn _
oz Pig TP =0
‘ di dX;
a0) s = 2% Ty |
i
’ h= .
oz p .dx,' ( I, 2, , n)

opn e ' 3pp

Si I'on regarde dans ces formules Z comme une fonction incon-
nue, les conditions d’intégrabilité conduisent & des relations que
I'on peut mettre sous la forme (23) en posant

ax aX
h { h U
A; = -dTh’ Bi = m’
Ch — i‘lﬁ, D* = 9P;

i dz;, ‘_i;;—..
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Les relations équivalentes (27) sont précisément les relations
bien connues

[Xo Xil=o0, [Py Pil=o0, [P,Xsl=0 (ik),
[Phxi]=Py '

qui se trouvent ainsi établies d’une fagon trés naturelle.



