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SUR L'HYPOHERMITIEN;
Par M. Lton AvuTtoNnNnE.

INTRODUCTION.

Dans le présent Travail, je me propose de continuer et de
généraliser les recherches commencées dans mon Mémoire Sur
U Hermitien (') (Rendiconti du Cercle mathématique de
Palerme, 19o») el, partiellement, dans ma Note Sur les groupes

(') ¥’y renverrai par une indication comme celle-ci, par exemple (loc. cit., 12°).
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linéaires réels et orthogonaux (Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1go2).
Les méthodes, les notations, la terminologie, employées dans
ces publications seront conservées.
Une matrice p-aire hermitienne

A=[al'/~'] (/.7,::‘1)2’"'717)

a été définie par une double propriété :
I. A=A, c'est-a-dire ajr= Ekj.
II. L’expression réelle X = A (x, ) est toujours X > o.

Le déterminant |A| est alors s£o.

Supposons XZo. Alors I'hermitienne devient, par définition,
hypohermitienne; |A| = o, et il faut envisager le rang ¢ de A.
Si, dans |A|, tous les (p — g — 1)¥*™* mineurs s’évanouissent,
tandis qu’'un au moins des (p — ¢)*"* mineurs, déterminants &
q* éléments, est 3£ o, alors g sera le rang (PascaL, Détermi-
nanten, p. 192, édition de Teubner, 1900).

Les hypohermitiennes A partagent presque toutes les pro-
priétés des hermitiennes. Voici I'’énumération des principales :

I.

Toute A est canonisable et posséde au moins une canoni-
sante unitaire.

IL.

A toute A correspond une et une seule hypohermitienne

1 —
B = A=="VA, telle que Bn= A, m = entier positif. X et B
ont le méme rang.
11I.

Toute A peut étre engendrée par le procédé X = aa', ou

a est une matrice p-aire de rang égal a celui de ' A. Pour
A donné, a est obtenue par la formule

1 . .
a= AU, U = unitaire p-aire arbitraire.

Tous les résultats précédents subsistent quand A devient une

XXXI. 10
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hypohermitienne réelle A. Sealement, au lieu des unitaires, inter-
viennent des substitutions W orthogonales réelles.

V.

Toute M est symétrique. Pour qu’une matrice p-aire réelle
et symétrique &\ soit hypohermitienne, il faut et il suffit que
la forme quadratique A.(t, t) soit Zo pour toutes les valeurs
réelles des t.

V.

Toute &\ est canonisable et posséde au moins une canoni-

sante réelle et orthogonale.
VL
A toute A correspond une et une sewle hypohermitienne

1
. L= . .
réelle W = A" =\/\, telle que W= A; m =-entier positif.
& et Wb ont le méme rang q.

VIL.

Toute \ peut étre engendrée par le procédé A = R ou
® est une matrice p-aire, de rang q, réelle. Pour & donnée,
@ s'obtient par la formule

1
@ = 2 W, W = arbitraire.

Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes
rendus (g mars 19o3).

Dans un auatre travail, je montre quel role important jouent
les hypohermitiennes réelles <\ dans la Géométrie : 1° des sys-
itmes de sphéres, 2° des substitutions linéaires, orthogonales et
réelles. Ce travail, intitulé @ Swur la décomposition d’une substi-
tution lincaire, réelle et orthogonale, en un produit d’inver-
sions, est paru dans les Annales de I’ Université de Lyon (19o3).
Un résumé cn a été inséré aux Comptes rendus (18 mai 19o3).

HYPOHERMITIENNES COMPLEXES.
1o Soit
A ={ai] (J, k=1,2. ..., p)

une matrice p-aire de rang ¢. Autrement dit, dans le détermi-



— 143 —

nant |A}, tous les (p — ¢ — 1) mineurs, déterminants &
(q +1)* éléments, sont nuls, tandis qu'un aa moins des
(p — ¢)¥™ mineurs, déterminants i ¢* éléments, est différent
de zéro.

Assujétissons A 4 une double condition.

J

D’abord faisons ajx= azj, c’est-d-dire A == A’. Alors I'expres-

sion
X = A(z‘, 1)

sera réelle, car

X=A(r,z) = K(;, x) = X’(z‘, ;) = X.

En second lieu, pour tout point z, X sera positif ou nul, mais
jamais négatil, X Zo.

On exprimera cette double propriété en disant que l'expres-
ston X est un lypohermitien et que la matrice A est une /lypo-
hermitienne.

L’hermitien, X > o, est un cas partieulier de I'hypohermitien,
X2Zo.

20 Effectuons le changement de variables z = R[ 5], |R| # o,
c’est-d-dire posons

rj= 2 LTSN R={rj]
- ,
X devient

X = A(R[s],R[3]) =R'AR(5,3) = 7.
Z est encore un hypohermitien, puisque
(R'ARY =R'AR, car A'=A.

D’ailleurs, pour tout z, X >0, et Z 20 pour tout =.

A ¢t B=R'AR ont le méme rang q. En effet, dans |A| et |B],
les mineurs de méme ordre forment deux systémes A et B de
méme degré; on passe de I'un a P'aulre par une collinéation &.
|& | est une cerlaine expression monome en |[Rel [R] et, par
conséquent, |R |7 o. Tout cela résulte de propriéiés bien connues
des déterminants, qu’on trouvera, par cxemple, dans le Traité
déja cité de M. Pascal, pages 83 et suivantes. X et 3B ne peuvent
avoir tous leurs lermes nuls pour 'un sans que tous les termes
de 'autre systéme le soient aussi. A et B ont.donc méme rang 4.
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3° Soient A, B, ... diverses hypohermitiennes; A,, B,, .
ce qu’elles deviennnent par le changement R de variables :

A,=R'AR, B;=RAR,
si I’on veut que
A;B; = R'ABR,

il suffira de prendre R unitaire, RR' =E. Clest ce que I'on fera
constamment, quand on aura a traiter des produits de matrices,
hypohermitiennes ou non. Autrement dit : les changements de
variables seront Toviouns unitaires.

4° La matrice-unité E est hermitienne; la matrice C'C sera
hypohermitienne, quelle que soit la matrice C, p-aire, mais de
rang quelconque. En effet, d’abord

(Te)y=tcc.
Nommons en second lieu, € ce que devient, pour z = C[s],
Phermitien E (x, z). 1l viendra :
¢ =E(C[z], C[3])=C"C(z,3),
Alors: € >0, si C[5]32 0, et € =0, si C[5] = o, pour |C|=o.

Mais, pour aucun z, € <o.
Nous verrons plus loin si toute hypohermitienne peut étre
obtenue par ce procédé.

Be L'équation caractéristique ®
lpE—Al=0
de Uhypohermitienne A n’a que des racines réelles et non
négatives.
Soit p une racine de ®. Il y aura au moins un point x tel que
0
0Z;= QjTp= —-*
: 0z

k

Alors

- oX -
X = .Tjg__— =92.Tj2'j= loEI.TjP: [
. dz’,— i

J 7

OrX2o et p2o. ' C. Q. F. D.
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Pour que A devienne hermitienne, il faut et il suffit (loc.
cit., 19°) que |A| 5£ o. Donc les hermitiennes sont celles, parmi

les hypohermitiennes, pour lesquelles le rang q est égal a
Uordre p.

6° Tutonime. — Toute hypohermitienne est caronisable et
admet au moins une canonisante unitaire.

La démonstration est sensiblement la méme qu’au 22° de mon
travail Sur I’ Hermitien.

Si p =1, I'hypohermitienne A est canonique forcément et
admet la canonisante unitaire unité.

Je dis que si le théoréme est vrai pour p — 1, il est vrai aussi
pour p.

Soit p une racine, nulle ou non, de ’équation caractéristique ®.
‘Nommons w un point tel que (w; étant les coordonnées de w)

pw;= 2 AWk
k
L'intervention d’une unitaire convenable permettra de faire

0O=W1=...=Wp—y, 1= Wy,

Aajp= 0, App = P (j=l,2,.-.,p—l)-
En vertu de A"=A (1°) ou ajx= ayj, il viendra
Apj=0 et A(xa.y)':a(w),}’)""?xl’ym

a étant une matrice (p — 1)-aire, obtenue en supprimant dans A
les piémes ligne et colonne; a est hypohermitienne, car a(z, z)
n’est pas autre chose que X =A (.i, z), quand on fait

Zp=&Tp= 0.

Nommons R une canonisante unitaire (p —1)-aire de a. R existe
par hypothése. L'unitaire p-aire & telle que

Rz, y)=R(z,y)+2pyp

sera évidemment une canonisante pour A. C. Q. F. D.

7° Soient R une canonisante unitaire et A, la forme canonique
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correspondante de I’hypohermitienne A. On aura, ¢ étant le rang
de A,

A=TR-1AR=R'A,R; Ay(z, y) :2 K,@pyr
r=1,2 «.c, ¢; K, = quantité pOSitiVe (5"),

Réciproquement : si, dans une matrice canonique de rang q,

A, =z K, 2,5,

les coefficients K sont positifs, la transformée
A = R-1A,R = R'A,R,

par une unitaire quelconque R, sera évidemment une hypo-
hermitienne de rang q.

En effet, A, est, pour K,> o0, une hypohermitienne, et aussi A,
en vertu de 2°.

En particulier sera hypohermitienne, pour un exposant réel
quelconque o, la canonique T, telle que

To(xvy) :E‘Z‘l.}/'l\—?y
r

K9 élant la puissance d’exposant o, calculée arithmétiquement.
K% sera un nombre unique et positif, méme si s est incommen-
surable.

La matrice T = R™*T, R sera hypohermitienne.

Faisons ¢ = Pentier positif m; Ty= Ay, T =A™ est hypoher-
mitienne.

. 1 . . .
Faisons ¢ = —, m entier positif; on aura
Tm—=1A, et Tm=A.

On va voir que T est la seule hypohermitienne dont la puissance
P . ’ . 3 Y4
mitme reproduise A, de sorte qu’on pourra écrire sans ambiguité

1
T= AEZH{/K.

8° Lemme. — Soit Uhypohermitiecnne a, telle que a"= o,



n = entier positif: on a
a = 0.

1 suffit, pour le voir, de canoniser a.

9° Turorkme. — Sotent une hypohermitienne A et un entier
positif m. Il y aura toujours une et une seule Zypohermi-
tienne B, telle que Br=A. A et Bont le méme rang q.

D’abord ’hypothése B —= A entraine

BA = AmA = Am+1=AAm= AB.

A et B sont échangeables.
Prenons A canonique et écrivons

A(I,y) :2 ljxjyj.
J

Mettons en évidence les coefficients /; égaux en posant

ll=12=---=la,=Kx, la1+l=---=la,+a,=K2, ev iy
g =+ dat... li=o, pour j > q.

Les K sont des nombres positifs tous distincts.

Posons ensuile
S=%

, ~
hl(xv .y)=z ZsVss
s=1
$=0la

Eo(z, ) :E Lot 5 Y oy+5)
s=1

$ =&y

Ey(z, y) = E Lok +0+5 ) olyt-gt-59

s=1
de facon qu’il vienne

A(Z‘,_}’):KIEI-E— K2E2+ K3E3+....

Quant a la matrice hypohermitienne B, elle devra étre supposée

quelconque :
B:ll),/.] (j,/f:l,'z,...,p).
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La condition AB = BA donne

, ljbj/.-: hj/‘.l/,-, bjk(lj—lA')=°7

d’ou
bijr=o0 ou li— lp=o.

Par conséquent,

B(x1 J’) =nl(xl: ee ey Tayy Vi "'s}’d,)
A+ Bo(Zayrty o vy Laytay) YVoutlye oy Yarray) o
A Q(Zgaty ey Tpy Ygrty ooy V)

Faisant B»= A, on aura
m—KE, Br=KE, .. On=o.

Chacune des matrices 33,, ., ..., @ [a(-aire, xp-aire, ...,

(p — q)-aire] est hypohermitienne, car 3, (2, z), par exemple,
est ce que devient B (2, z) pour

Toay41=...= Tp= 0.

Alors (8°) la matrice (p—g)-aire s'évanouit, @ =o. Les
hypohermitiennes 3B,, B, ... ontleurs l% s |”gl, ... égaux a

@ o

K7, K%, ..
respectivement, c’est-a-dire 3£ o. Ainsi $B,, B., ... sont des her-
mitiennes et (loc. cit., 24° et 25°)

1

1
B,=KV'E;, B;=KYE,,

Ainsi B est unique; c'est la matrice T déja construite au 7°,

B a ¢ pour rang. C. Q- F. D
1

On écrira B = A™ ou }/A = racine mi™ de A.
En résumé, les hypohermitiennes se comportent comme les
hermitiennes (loc. cit., 25°).

10° Je vais revenir maintenant au procédé signalé au 4° pour

la génération des hypohermitiennes et résoudre le probléme que
voici :

Soit une hypohermitienne p-aire A de rang q; construire
les matrices p-aires A de rang q', telles que A = AA'.
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11° Lemme Avuxiniaiee. — Solent, entre p variables xj,
Jj =1, 2,...,p, des équations distinctes au nombre de q'
(T) C:-=Zc,.,-xj=o (r=1,2,...,¢).

i
Moyennant un changement unitaire de variables xj, T peut
toujours étre remplacé par un systeme équivalent
(Fo) Ty =Ty =...= Ty = 0.

Y

Les ¢' équations T' sont équivalentes a l'équation unique

(| C+| = module de C,),

0= A(.z', ;) =EC,-E,- =EI C 2= z;jz‘kc,-kg,-j =E_:Z'_,~x/.~)\,-k;

r rik jk
)‘j/::: E CrkCrj-
»

J.a matrice p-aire A= [Ajx] est hypohermitienne. En effet,
d’abord

X,'/‘ _—_—EZ,./,C,.,-:)\,_., et A =A.
r
Puis, en vertu de sa formation méme, I'expression réelle
A (z, z) ne peut devenir négative.
Transformons les # par une canonisante unitaire de '’hypoher-
mitienne A. Cela revient a faire :

Ajk=o0 pour jFk;
\jj=o pour j>gq';
Aj=1 pour r=j<q', avec [;positif  (6°et 7°).

A(.Z‘, ;‘) ::E l,.x,.;,. = 2[,. |z, |2=o.
r r

Le systéme I' est équivalent, puisque les ¢’ coefficients /, sont
positifs, aux ¢’ équations /| z,| = o, c’est-a-dire aux ¢’ équations
z,=o. C. Q. F. D.

I' est idenliquement satisfait pour z,=...=z, = 0, ce qui
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enlraine

’

Crj=0 pour  j>gq'.

12> Revenons maintenant au probléme du 10° ct aux matrices

A et A.

Si A =[aj], avec le rang ¢/, les p équations

0 = E a; T
k

se réduisent & ¢’ distinctes. En vertu du lemme du 11°, il sera
licite de supposer que ces ¢’ équations sont z,=...=2xy=0,
ce qui fera (11° in fine) ajz=o, pour k > ¢'. La matrice A aura
ses p — ¢' derniéres colonnes composées de zéros. C'est ce qu'on
indiquera par la nolation

’

q
rpr—q

o

0

——— e ——

9 pP—q

’:A.

Posons, ce qui n’est ni plus ni moins général, A=DB, ot la
matrice p-aire D a son |[D|£ 0. Il est évident que la p-aire B a
encore ses p — ¢' derniéres colonnes composées de zéros. A et B
ont méme rang ¢’ (2°).

13° La relation A = AA’ devient
A=DBBD =DBD

ou B est 'hypohermitienne (4°) BB.
Prenons pour D une canonisante unitaire de A, dont A, sera
la forme canonique correspondante,

X(z, ) =Boyi+...+ Lxgyy, Uy, .., 1 = réels.

1] viendra
A =DX,D-1=DBD,

car DD’ = E par unitarité. De la on conclut que

8= BB = .
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Si B=0/)], il viendra, en identifiant BB’ avec A,,

El)jzl—)/,.,(:o pour J Ak A=1,2, ..., .
o
anzm :E| bjal*=0  pour j>gq.

o -4 .

Alors bjy= o pour j > ¢. La matrice B a ses p — ¢ derniéres
lignes composées de zéros, et le rang ¢’ de B ne peut dépasser le

rang ¢ de A, ¢'<q.

14° Faisons d’abord ¢'<¢. On pourra alors écrire, avec une
notation analogue & celle du 127,

’

q b 0 o
B=¢g—-¢q' | & 0 o
P—q 0 0 0

’

79 q9—q9 p—gq

ou :
wh est une matrice ¢'-aire;

& est un Tableau composé de ¢ — ¢' lignes et de ¢ colonues, etc.
Il viendra de méme

w4 o la o o
B=|o0o o o], A=]0o A o],
o o o] 0o o o

ou:

W' est la matrice transposée, imaginaire conjuguée, de la matrice
q'-aire W ;

¢' est le Tableau transposé (les lignes écrites comme colonnes et
réciproquement) du Tableau ¢, tandis que les éléments du
Tableau &, 3 ¢ — ¢' lignes el ¢’ colonnes, sont les imaginaires
conjuguées du Tableau ¢;

a et & sont des matrices, ¢’-aire et (¢ — ¢')-aire respectivement,

telles que (13°)

s=q s=q
a(ﬂ'y}/):El?Tq.}/\ ct cl,,(z"}/)_—_ E .
s=1 s=q+1

Un Tableau, tel que @, est une

matrice ot plusieurs. lignes,
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>

ou plusieurs colonnes sont composées de zéros. On peut donc,
sans théorie supplémentaire, parler de la multiplication des Ta-
bleaux, soit entre eux, soit avec des matrices. 1l est évident que

si un produit de deux facteurs, o 'an est un Tableau et 'autre
une matrice & déterminant 3£ o, est nul, le Tableau est nul, c’est-

a-dire formé exclusivement de zéros.

Sous le bénéfice de ces explications, un calcul simple donne

Wy WE o a o o
BB = | QW Q¢ o|=A=|0 & o
o o o o (] o
et, en identifiant,
a=bw, dou |W|#o, car |a|#o;
We = o, dot @' =o0 et $'=o, car | U] # o5

A =P = o, ce qui est absurde, car || 0.

L’hypothése ¢’ = ¢ est ainsi forcée.

15° Supposons donc ¢'= ¢ ; cela revient & € = A = o; il reste,

pour l'identification, & fairc a = Ww'; a est une hermitienne

g-aire; on a ainsi

S e | -4 ENNRY
E=a 2yha 2= (a 2 '\1‘0)(a 11!'.)) ,
-1
a *vb = l'unitaire g-aire u,

1
Ww=aZu.

Je dis que ’on peut toujours trouver une unitaire p-aire U,

.
telle que BU-' = A2,

En effet, en vertu de ce qui précéde,

9 P—9
:
1 a
B= e 7 , tandis que A=
o o |p—gq o

il suffit de prendre U telle que

U(z,y)=u(®y ooy Zg3 Y1v oo vy Vq) + XZgraYgr1+.o .+ 2pYp-
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D’ailleurs, toute matrice

1
B= 23U, U = unitaire quelconque,
fournit ’hypohermitienne A, par le procédé BB'.

16° De la canonique A, revenons a I'hypohermitienne géné-
rale A. On a la proposition suivante :

Tutoneme. — Pour A donnée, la formule générale des ma-

trices B, telles que A = BE', est B= fzéU.

Si, ce qui n’est ni plus ni moins général, on pose B = P,la
formule devient
Ty 1
(22U) = U122

et coincide avec celle des hermitiennes {loc. cit., 28°, for-

mule P —= U\/E)

17° Dans la présente analyse, je me suis préoccupé surtout
d’établir I'existence . et d’étudier les propriétés de ’hypohermi-
tienne A, d'une canonisante U unitaire de A, de la forma-

l —_—
tion A" = ’C/ﬂ

1
Comment construira-1-on effectivement A™ et U?
Si I'on posséde la forme canonique X, ainsi que U, le raison-

1
nement du 9° donne immédiatement A sous forme canonique,
puis griace a U sous forme non canonique.

Comment se procurer, pour A donnée, la canonique A,?

Les coefficients de A, sont immédiatement donnés par la réso-
lution de I'équation caractéristique ®. Le nombre des racines
nulles de ® fait connaitre le rang g.

Quant a la canonisante unitaire U, elle se laisse calculer de
proche en proche (pour les ordres p, p —1, p—2,...) par le
procédé du 6°, dés qu’on sait résoudre le probléme suivant :

Construire une unitaire U, qui améne un point donné sur
un autre point donné, savoir, dans l’espéce, sur le point

= e =Tp-4 =0, Trp=1.
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Or ce probléme est traité d'une facon compléte au Chapitre 1
du Mémoire : Sur ’Hermitien.
Bref, pour une hypohermitienne donnée A, les formations

1
U, K, An

doivent étre considérées comme connues.

Hypohermitiennes réelles.

18° Si ’hypohermitienne A ={[a;x] est réelle, ajx :.?zj-k, on a

A=A =ActAest symétrigue.

Tatorkme. — Pour qu'une matrice réelle et symétrique A
soit hypohermitienne, il faut et il suffit que la forme quadra-
tique a variables réelles

f(t):Ea,-;,tjt/;zA(t,t), ajp= a;

Jjk
ne devienne jamais négative.

La condition est nécessaire, car X:A(x, ;\)20 (1°) pour
tout z et, en particulier, pour z = z=t.
Réciproquement, posons z = u + i¢, « et ¢ élant réels. On
aura, a cause de la symétrie de A,
Alz,z) = A(u—+iv, u—iv) = A(u, u)+ A(e, v)
et
X= A<x7 ";>;01

puisque A (u, u) et A(v, v)2o.

Je n’insisterai pas davantage sur la.théorie, aujourd’hui bien
connue, des formes quadratiques f(¢). Si le rang de A est ¢,
S () sera la somme de ¢ carrés positifs, etc., elc.

Pour une matrice U réelle, U= U, la condition d’unitarité
UU' = E devient celle d’orthogonalité, UU'= E. Toutes les pro-
positions précédentes, concernant les hypohermitiennes, sub-
sistent & condition de remplacer les unitaires U par des substitu-

tions W réelles et orthogonales. -\, désignera une hypohermitienne
réelle.
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19° Tatorime. — Toute & est canonisable et admet au
moins une canonisante W.

La démonstration du G° subsiste, car, p et @ étant réelles, les
quantités w; seront réelles aussi; I'intervention d'une W met A
sous la forme

Alz,y)y=a(x, y)+pxpyp: a = réclle,

20° Tutorkme. — Pour toute &\ il existe une et une seule
90°

hypohermitienne réelle <, telle que W"= X\, m = entier
posttif.

La démonstration du 9° subsiste. La forme canonique ., de &

ne contient pas d’imaginaires et la construction de W ne saurait
1

. . v m,;
en introduire. Wb = &" = }/cb.

21° Tutorime. — Toute A peut étre obtenue par le procédé
pour & donnée, la matrice réelle € s’obtient par la formule

'1’ .
® = A*W, W = arbitraire.

Toute 'analyse précédente (10° a 16°) subsiste sans sortir du
réel.

Dans le lemme du 11°, on envisagera ’bypohermitienne réelle
telle que

Lza)=YC,  T=C,

22° Le calcul effectif, pour une hypohermitienne réelle don-
née A, des formations

1
J, Ay ou forme canonique,

‘W ou canonisante réelle et orthogonale, se fait par les procédés

du 17° et ne présente aucune difficulté.
1
Les matrices réelles &™, oy, W doivent étre considérées comme

connues, dés que -4, est donnée.



