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14.0

SUR L'HYPOHERMITIEN ;

Par M. LÉON Au TONNE.

INTRODUCTION.

Dans le présent Travail, je me propose de continuer et de
généraliser les recherches commencées dans mon Mémoire Sur
CHermitien ( 1 ) ( Rendiconti du Cercle mathématique de
Païenne, 190'^) el, partiellement, dans ma Note Sur les groupes

{ l ) J'y renverrai par une indication comme celle-ci, par exemple (/oc. cit., 12°).
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linéaires réels et orthogonaux {Bulletin de la Société mathé-
matique de France, 1902).

Les méthodes, les notations, la terminologie, employées dans
ces publications seront conservées.

Une matrice p-aire hermitienne

A = [<2//,] (y, /. =1,2, . . . , /?)

a été définie par une double propriété :

I. A == A', c'est-à-dire o/^=== a/sj.

II. L'expression réelle X == A (.r, x) est toujours X > o.

Le déterminant |A| est alors 72^0.
Supposons X^o. Alors rhermîtienne devient, par définition,

hypohermitienne ; |A|== o, et il faut envisager le rang q de A.
Si, dans |A|, tous les (p—q—ly^nes mineurs s^évanouissent,
tandis qu\m au moins des (p—y)1""*1" mineurs, déterminants à
q^ éléments, est 7^0, alors q sera le rang (PASCAL, .Z^^^rmf-
nanten, p. 192, édition de Teubner, 1900).

Les hypohermitiennes 3^ partagent presque toutes les pro-
priétés des hermitiennes. Voici rénumération des principales :

I.

Toute 3^ est canonisable et possède au moins une canoni-
sante unitaire.

II.

A toute 3^ correspond une et une seule hypohermitienne

jft = ̂ ="^3^, telle que ̂ =3^, m = entier positif. 3{ et Ï3
ont le même rang.

III.

Toute 3t peut être engendrée par le procédé 3^= aa', où
a est une matrice p-aire de rang égal à celui de '3t. Pour
3t donné, a est obtenue par la formule

a == 5l2 U, U == unitaire p-aire arbitraire.

Tous les résultats précédents subsistent quand 3t devient une
XXXI. 10
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hypohermitienne réelle JL. Seulement, au lieu des unitaires, inter-
viennent des subs t i tu t ions W orthogonales réelles.

IV.

Toute <JL est symétrique. Pour qu'une matrice p-clire réelle
et symétrique cl. soit hypohermitienne, il faut et il suffit que
la forme quadratique ^(t, i) soit ^o pour toutes les valeurs
réel/es des t.

V.

Toute A. est canonisable et possède au moins une canoni-
sante réelle et ortiiogonale.

VI.

A toute cAo correspond une et une seule hypohermitienne

réelle ^ == <,V"==^/jl,, telle que ^^^r ,1,; m = entier positif.
clo et iPc» ont le même rang q.

Vit.

Toute ^o peut être engendrée par le procédé JL == W où
(? est une matrice p-aire, de rang- q, réelle. Pour cÂo donnée,
^ s'obtient par la formule

^ = .VW, W = arbitraire.

Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes
rendus (9 mars 1Q03).

Dans un au t re travail , je montre quel rôle impor tant jouent
les hypohermi tiennes réelles Jo dans la Géométrie : 1° des sys-
tèmes de sphères, a° des substitutions linéaires, orthogonales et
réelles. Ce travail, inlilulé : Sur la décomposition d'une substi-
tution linéaire y réelle et ortiiogonaley en un produit d'inver-
sions, est paru dans les Annales de l'Université de Lyo/i (ic)o3).
Un résumé en a été inséré aux Comptes rendus (18 mai igo^).

HYPOHERMITIENNES COMPLEXES.
1° Soit

A =la//,j (j\ À = = 1 , 9 . . ...,/?)

une matrice /^-airc de J'any q. Autrement dit, dans le détermi-
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nant J A ) , tous les (p—q—iy<'"1^ mineurs, déterminants à
(y-t-i)2 éléments, sont nais, tandis q u ^ u n au moins des
(p—^y6"^8 mineurs, déterminants à cf' éléments, est différent
de zéro.

Assujétissons A à une double condition.
D^abord faisons O / A ^ ^ A / ? c^est-à-dire A--=: A^ Alors Pexpres-

sion
X==A(.r , . r )

sera réelle, car

X = A(rr,^) == A (a-, .r) == A'(x, x) = X.

En second lieu, pour tout point x^ X sera positif ou nul, mais
jamais négatif, X?o,

On exprimera cette double propriété en disant que l'expres-
sion X est un 1iypohermitien et que la matrice A est une hypo-
J ie / ' / n i f i e une.

L/hermitien, X >> o, est un cas particulier de rhypohermitien,
X^o.

2° Effectuons le changement de variables x === R[^]; |1^| 7^0,
c^est-à-dire posons

^j == ̂  r j k Z k , R == [ rjf, ] ;
k

X devient
X == A ( R [ ^ ] , K [ . 3 ] ) = K / A R ( ^ , J ) = = Z .

Z est encore un hypoliermitlen, puisque

(R'ARy^'AR, car A ' = = A .

D'ailleurs, pour tout x^ X^o, et Z ^ o pour t o u t r .
A et B == R'AR ont le même rang q. En effet, dans |A| et |B|,

les mineurs de même ordre forment deux systèmes 3t et JEU de
même degré; on passe de l'un à Pautre par une collînéation j^.
|cRj est une certaine expression monôme en R[ et | R [ et, par
conséquent, |^| ̂  o. Tout cela résulte de propriétés bien connues
des déterminants, qu^on trouvera, par exemple, dans le Traité
déjà cité de M. Pascal, pages 83 et suivantes. 3^ et JE? ne peuvent
avoir tous leurs termes nuls pour l'un sans que tous les termes
de Pautre système le soient aussi. A et B ont-donc même rang y.
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3° Soient A, B, . . . diverses hypohermi tiennes; Ai, B|, ...

ce quelles deviennnent par le changement R de variables :

A i = Î V A R , B i = R ' A R , ...;
si Fon veut que

AiBi=R 'ABR,

il surfira de prendre R unitaire, RR/ ==== E. C'est ce que l'on fera
constamment, quand on aura à traiter des produits de matrices,
hypohermitiennes ou non. Autrement dit : les changements de
variables seront TOUJOURS unitaires.

4° La matrice-unité E est hermitienne; la matrice C/C sera
hjpohermitienne, quelle que soit la matrice G, /?-aire, mais de
rang quelconque. En effet, d'abord

(c'c/^c'c.
Nommons en second lieu, (£ ce que devient, pour .r==C[5],

Phermitien E (*r, x). 11 viendra :

€=E(C|>] , C^^C'C^z),

Alors: C>o, si C^^o, et (£== o, si C[z] = o, pour [C| = o.
Mais, pour aucun ^, (Ê << o.

Nous verrons plus loin si toute hypohermilienne peut être
obtenue par ce procédé.

8° U équation caractéristique CD

| p E — A | = o

de V hypoherjnitienne A n^a que des racines réelles et non
négatives.

Soit p une racine de CD. H y aura au moins un point x tel que

à\yi ô\
P xj = / , ̂ jk^k = —— -

k ^J
Alors

àX^.S '̂̂  ̂ ^^^'^^^à^--^
1 j i i

O r X ^ o et p^o . c. ç. F. D.
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Pour que A devienne hermitienne, il faut et il suffît (loc.
cit., 19°) que (A( -^é. o. Donc les hermitiennes sont celles, parmi
les hypoher'mitie'unes, pour lesquelles le rang q est égal à
V ordre p.

6° THÉORÈME. — Toute hypohermitienne est carfpnisable et
admet au moins une canonisante unitaire.

La démonstration est sensiblement la même qu'au 22° de mon
travail Sur l ' H er milieu.

Si p == i, rhypohermitienne A est canonique forcément et
admet la canonisante unitaire unité.

Je dis que si le théorème est vrai pour/? — i, il est vrai aussi
pour/?.

Soit p une racine, nulle ou non, de l'équation caractéristique (0.
Nommons G) un point tel que (o)y étant les coordonnées de (o)

pwy== ^ajk^k.
A-

L/inlervention d'une unitaire convenable permettra de faire

0 = (Ol==.. .=(0p_l, I == CO^y,

a/p==o, app=ç (./== 1,2, . . . ï ^ — O -

En vertu de A' == A (1°) ou O/A=== ^Ay? il viendra

û^/==o et A(.r,^)= a(a?,^)4-p^^,

a étant une matrice (/? — i)-air.e, obtenue en supprimant: dans A
les ^ièmes ligne et colonne ; a est hypohermitienne, car a (.r, x}
n'est pas autre chose que X == A (a*, x\ quand on fait

!Fp-== Xp == 0.

Nommons R une canonisante unitaire (p—i)-aire de a. R existe
par hypothèse. L'unitaire jo-aire «^ telle que

^(^, y) == RO» y) + xpyp
sera évidemment une canonisante pour A. c. Q. F. D.

7° Soient B une canonisante unitaire et Ao la forme canonique
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correspondante de rhypohermi tienne A. On aura, q étant le rang
de A,

A = R - i A o R = K ' A o R ; Ao(^,\y) ==V K/.^yr,
/'

/• == i, 2, ..., q ; K,.== quantité positive (5°).

Réciproquement : siy dans une matrice canonique de rang q,

AO =^ K,..27,.J',.,

r

/^5 coefficients R .ço/î^ positifs, la transformée

A = R-iAoR=R'AoR,

/w ^/^ unitaire quelconque R, ^/Y/ évidemment une hypo-
hermitienne de rang q.

En effet, Ao est, pour K,.>o^ une hypoherniitienne, et aussi A,
en vertu de 2°.

En particulier sera hypohermitienne, pour un exposant réel
quelconque Œ, la canonique To, telle que

To(^,y)=^.y,.y,.K?,
r

R^ étant la puissarice d^exposant (T, calculée arithmétiquement.
K^ sera un nombre unique et positif, même si T est incommen-
surable,

La matrice T =^= R"1 ToR sera hypohermitienne.
Faisons or ==Tentier positif m\ To == A^, T == A^ est hypoher-

mitienne.

Faisons Œ== — ? /TÎ entier positif; on auram 1 '

To"==Ao et T^=A.

On va voir que T est la seule hypohermitienne dont la puissance
^ième reproduise A, de sorte qu^on pourra écrire sans ambiguïté

T=A^=7A.

8° LEMME. — Soit r hypohermitienne a, tel te que a^^o,
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n === entier positif : on a
a == o.

11 suffit , pour le voir, de canoniser a.

9° THEOREME. — Soient une hypohermitienne A et un entier
positif m. Il y aura toujours une et une seule àypohermi-
tienne B, telle que Bw= A. A et B ont le même rang q.

D'abord l'hypothèse B == A."1 entraîne

BA == A7" A == A'»+i == AA'" = AB.

A et B sont écfiangeables.
Prenons A canonique et écrivons

^^y^^ij^jYj-
î

Mettons en évidence les coefficients lj égaux en posant

/l = l^ ==...== Za,== Ki, ^ai-n =...== ^ai+as= KZ, ...,

^ == ai -+- a.2 -î-. .. ; l j = o, pour j '> q.

Les K. sont des nombres positifs tous distincts.
Posons ensuite

S=V.t

^(^.r^^ ^y.-,
5 = 1

.?= a;

E20,.y)=^ «ya,+.-ya,+.î,
5==1

^=a ,

^(•y, y) = ̂  ^a,+a,4- '̂a.-+-a,+.ç,--3^, y ) = ̂  ^a,+a,4- '̂a.-+-a,+.ç

de façon qu'il vienne

A (x, y ) == Ki Ei -h Ks Es + Ka Ea + . ...

Quant à la matrice hypohermitienne B, elle devra être supposée
quelconque :

B ==[Z ' .M•] ^ / , Â - = I , ^ . . . , / ? ) .
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La condition AB == BA donne

lj bjk === bjk lk, bjk ( lj — l k ) === o,
d'où

bjk =o ou l j — lu•= o.

Par conséquent,

^(x,y) =^i(v^ ...,.ya,;^i, ..-,ya,)
-+- ^(^ai-M) • • • î ^ai-HXsî .ya îr • "i J^ai-t-a,) -+-•• •
-+- û(a^-M, ...,^î y<y+i» ••• î j / ' ) -

Faisant ^îm= A, on aura

jDï^KiEi, ^"^K^Es, ..., Û^=o.

Chacune des matrices îî^, ÎÎ.2, ..., û [araire, aa-aire, ...,
Çp — y)-aire] est hjpohermitienne, car ??< {x^ x}, par exemple,
est ce que devient B (x^ x) pour

•yai4-i =... = a-/» = o.

Alors (8°) la matrice (p—y)-aire s'évanouit, Q==o . Les
hypohermitiennes |?i, iBa? ... ont leurs |ll?i |, |îla|, . . . égaux à

a! "s
Rw 1{rn

1 î 1V2 » ' • • »

respectivement, c'est-à-dire 7^ o. Ainsi ÎKi, îîaî . • . sont des her-
mitiennes et (loc. cit., 24° et 23°)

1 1
Si^KrE,, j^==KyE2,

Ainsi B est unique; c'est la matrice T déjà construite au 7°.
B a q pour rang. c. Q. F. D.

On écrira B == A^ ou ^A == racine /n""16 de A.
En résumé, les hjpohermiliennes se comportent comme les

hermitiennes (/oc. cit^ 2S°).

10° Je vais revenir maintenant au procédé signalé au 4° pour
la génération des hypohermitiennes et résoudre le problème que
voici :

Soit une hypohermitienne p-aire 3^ de rang q\ construire
les matrices p-aires A de rang q\ telles que % == AA'.
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11° LEMME AUXILIAIRE. — Soienty entre p variables X j ,

j === i, 2, . . ., /?, des équations distinctes au nombre de q'

(r) C/.==^c,.ya7,=o (r==ï,ï, . . . , q'V
i

Moyennant un changement unitaire de variables x j , F peut
toujours être remplacé par un système équivalent

( FO ) Xi == X^ ==...= rCy. = 0.

Les y' éqaatîons F sont équivalentes à Inéquation unique
( j C^| == module de C,<),

o = A(;r,a7) ==^C,,C^ =V| C,. [2 = V.y/.r/,c,.^c,.y =V.yya-^/Aî
r /• r j k j k

^jk = ^CrA-C/y'
y

Jja matrice /?-aire A == [^yA] est hypohermilienne. En effet,
d'abord

^jk == ̂  Crk Crj = X ̂  et A' = A.

r

Puis, en vertu de sa formation même, l'expression réelle
A (.r, x) ne peut devenir négative.

Transformons les x par une canonisante unitaire de rhypoher-
mitienne A. Cela revient à faire :

\j^ == o pour j 7^ k\
Xyy==o pour J>q';

\ j j ^ I j pour r==j^q\ avec ^-positif (6° et 7°).

Alors
A (a*, î) ===^ l y X r X r ==^lr\ ̂ r l1 == 0.

r r

Le système r est équivalent, puisque les q ' coefficients lr sont
positifs, aux q1 équations lr\ Xr\ == o, c^esl-à-dire aux q' équations
Xr== 0. C. Q. F. D.

r est identiquement satisfait pour x\ ==. . .=Xq'-== o, ce qui
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entraîne
c,,j = o pour j > q .

12° Revenons maintenant au problème du 10° et aux matrices
^ et A.

Si A == [^y'/f]? avec le rang y'\ les p équations

o =Vay/,y/,
k

se réduisent à q' distinctes. En vertu du lemme du 1 1 ° , il sera
licite de supposer que ces c j ' équations sont ^1===.. .=Xq'=o^
ce qui fera (11° in fine) rt^===o, pour k ^> q 1 . La matrice A aura
ses p — q1 dernières colonnes composées de zéros. C'est ce qu'on
indiquera par la notation

q ... o
p — q ' ... o

q ' p — q

-= A.

Posons, ce qui n^est ni plus ni moins général, A == DB, ou la
matrice /^-aire D a son ] D [ -^- o. Il est évident que la /5-aire B a
encore ses p — q1 dernières colonnes composées de zéros. A et B
ont même rang' q ' (2°).

13° La relation 3^ == AA/ devient

^ == DBB'D' -=•- Dj0D'

où JB est Vhypohermitienne (4°) BB'.
Prenons pour D une canonisante unitaire de 51, dont 2lo sera

la forme canonique correspondante,

^o(^y)= ^iyi+...4- l^x^y^ li, . . . , ^ = réels.

11 viendra
21== D^oD-1 = Dj(3D7,

car DD7 = E par unitarité. De là on conclut que

Î3 = \W =. 3o.
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Si B == [^], il viendra, en identifiant BB' avec 2lo»

^^ya^/.a==o pour j •^ h, a =r i, 9., . . . , /? .

^^•a^a ^•a!2^^ pour y><7..ii»,
Alors &/a ̂  o pour y > q. La matrice B a ses ^ — y dernières

lignes composées de zéros, et le rang q ' de B ne peut dépasser le
rang- q de 21, q1 <^ 7.

14° Faisons d^abord </<^ y. On pourra alors écrire, avec une
notation analogue à celle du 12°,

q1 i)1) u
B = q - q1 œ o

p — q o o

q ' q — q ' p — q
OU :

^ est une matrice ^-aire;
^ est un Tableau composé de y —q 1 lignes et de q ' colonnes, etc.

Il viendra de même

Kl/ T o
0 0 0

0 0 0

l a o o
-SVo = o c.'L o

ou :
ill/ est la matrice transposée, imaginaire conjuguée, de la matrice

y7-a ire \\\: ;

^ ' est le Tableau transposé (les lignes écrites comme colonnes et
réciproquement) du Tableau ^ tandis que les éléments du
Tableau (^, à y — q ' lignes et q ' colonnes, sont les imaginaires
conjuguées du Tableau ^;

a et cAo sont des matrices, ^'-aire et (y — y^-aire respectivement,
telles que (13°)

s=rj' s-.q

•a(^y) = ̂ iî^sys et ^ ( .y ,y)==^-
S==\ .ç==^'-|-l

Un Tableau, tel que ^ est une matrice où plusieurs lignes,
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ou plusieurs colonnes sont composées de zéros. On peut donc,
sans théorie supplémentaire, parler de la multiplication des Ta-
bleaux, soit entre eux, soit avec des matrices. Il est évident que
si un produit de deux facteurs, où Pun est un Tableau et l'autre
une matrice à déterminant ̂  o, est nul, le Tableau est nul, c'est-
à-dire formé exclusivement de zéros.

Sous le bénéfice de ces explications, un calcul simple donne

iM/ ^W o a o o
BB^ $îii/ W o =3o= o ^ o

et, en identifiant,

^ a = ilî,îiT/, d'où [ ilîï ] ^o , car | a | ^ o ;
W == o, (FOU ^ = o et ^ = o, car | ̂  | ^ o ;

JL === $$'= o, ce qui est absurde, car [ (A) | -yé. o.

L'hypothèse q1 === ^ est ainsi forcée.

18° Supposons donc q'=q\ cela revient à $ == «A, =o;i l reste,
pour l'identification, à faire a==iMb'; a est une hermilienne
y-aire; on a ainsi

E == a~2 ^uT/a"2== (a~ï1)l)(a'"^l))/,
-1

a 2 i)b == l'unitaire y-aire M,
i

1(1== a^M.

Je dis que ^ on peut toujours trouver une unitaire p-aire U,

telle que BU-* = 3i^
En efiet, en vertu de ce qui précède,

q p — q

1 "̂ ^
a2 u o q

p-q
B= tandis que 51̂  ==

il suffît de prendre U telle que

U(^y) == u(x,, ..., Xq\y^ ..., y^) + x^y^^r.. .4-^7^.
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D'ailleurs, toute matrice

B == 51̂  U, U = unitaire quelconque,

fournit l'hypohermi tienne 5lo par le procédé BB'.

16° De la canonique 5lo revenons à Phyponermilienne géné-
rale 51. On a la proposition suivante :

THÉORÈME. — Pour 51 donnée, la formule générale des ma-

trices B, telles que 51 = BB', est B == 51̂ 11.

Si, ce qui n'est ni plus ni moins général, on pose B === P , la
formule devient

7-1———N' 1

(^Uj == U-»5l2

et coïncide avec celle des hermitiennes (loc. cit.y 28°, for-
mule P == U y/H).

17° Dans la présente analyse, je me suis préoccupé surtout
d'établir l'existence et d'étudier les propriétés de Phypohermi-
tienne 51, d'une canonisante U unitaire de 51, de la forma-

i
• ou —' m t "wlion 3^.m=\/3{.

^_
Comment construîra-t-on effectivement 5l'71 et U?
Si l'on possède la forme canonique 5lo ainsi que U, le raison-

i
nement du 9° donne immédiatement 3!im sous forme canonique,
puis grâce à U sous forme non canonique.

Comment se procurer, pour 51 donnée, la canonique 5lo?
Les coefficients de 5lo sont immédiatement donnés par la réso-

lution de l'équation caractéristique (30. Le nombre des racines
nulles de (D fait connaître le rang y.

Quant à la canonisante unitaire U, elle se laisse calculer de
proche en proche (pour les ordres p , p — i, p — a,....) par le
procédé du 6°, dès qu'on sait résoudre le problème suivant :

Construire une unitaire U, qui amène un point donné sur
un autre point donné, savoir, dans l'espèce, sur le point

3-1 ==. . .== jr^-i == o, .r/, = i.
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Or ce problème est traité d'une façon complète au Chapitre 1
du Mémoire : S u / ' l } Hermitien.

Bref, pour une hypohermitienne donnée 3^, les formations

i_
U, ^o, ^m

doivent être considérées comme connues.

lïypohermitiennes réelles.

18° Si Pirypohermitienne A==[a^] est réelle, cijk •=•- ajk, on a
A == A! ^= A et A est symétrique.

THEOREME. — Pour qu'une matrice réelle et symétrique A
soit hypohermitienne, il faut et il suffit que la forme quadra-
tique à variables réelles

•Af) == ̂  ajk fj tk = A ( ̂  t)! ajk == akj
] k

ne devienne jamais négative.

La condition est nécessaire, car X == A(.r, .z?) ^o (1°) pour
tout x et, en particulier, pour x === x == /.

Réciproquement, posons x = u 4- ̂ , u et v étant réels. On
aura, à cause de la symétrie de A,

A(a7,.r)==A(^-+- iv^ u — iv ) = A ( M, ;/- ) •+• A ( c, ^ )̂
et

X=A(^,^o,

puisque A(«, «) et A(^, (^^o.
Je n^insisterai pas davantage sur la théorie, aujourd'hui bien

connue, des formes quadratiques f{f). Si le ran^ de A est y,
/(/) sera la somme de q carrés pos i t i f s , etc., etc.

Pour une matrice U réelle, U == U, la condition d 'unitari té
UU==:E devient celle d'orthogonalité, UU^E. Toutes les pro-
positions précédentes, concernant les Irypohermitiennes, sub-
sislent à condition de remplacer les unitaires U par des substitu-
t ions W réelles et orthogonales, cl, désignera une hypohermitienne
réelle.
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19° THÉORÈME. — Toute cAo est canonisable et admet au
moins une canonisante W.

La démonstration du 6° subsiste, car, p et ajh étant réelles, les
quantités (Oy seront réelles aussi ; l ' in tervent ion d'une W met A
sous la forme

A(3r',y):== a^y) -+- P^y^. a = réelle, ....

20° THÉORÈME. — Pour toute JL il existe une et une seule
hypohermitienne réelle i^, telle que ^^^ al,, m == entier
positif.

La démonstration du 9° subsiste. La forme canonique JLo de <JL
ne contient pas d'imaginaires et la construction de ^ ne saurait

i
en introduire. T(I) == aV" === ^/cAo.

21° THÉORÈME. — Toute Jl) ^<?^^ e^/'ê obtenue par le procédé

< ^ = = W ; -

/?o^71 ^ donnée, la matrice réelle ^ s'obtient par la formule

<P == a^-'W, W == arbitraire.

Toute l'analyse précédente (10° à 16°) subsiste sans sortir du
réel.

Dans le lemme du H°, on envisagera Pb jpohermi tienne réelle ̂
telle que

JJ>,^)=^C2,. C;=C,.,
r

22° Le calcul effectif, pour une hypoliermi tienne réelle don-
née cAo, des formations

i
cÂ/", cJLo ou forme canonique,

W ou canonisante réelle et orthogonale, se fait par les procédés
du 17° et ne présente aucune difficulté.

i
Les matrices réelles cV", cA-oo, W doivent être considérées comme

connues, dès que .A.) est donnée.


