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SUR L'EXTENSION A L'ESPACE
DU THÉORÈME DES POLYGONES DE PONCELET PAR DES POLYÈDRES

DE GENRE UN;

Par M. G. FOWTENÉ.

1. Celle Noie fait suite au Mémoire qui a paru dans le Bulletin
sur le même sujet. Je remplacerai l'expression polyèdre torique
par ^expression polyèdre réticulée qui rappelle la disposition des
sommets en q séries de p sommets d'une part, en p séries de y
sommets d'autre part, et de même pour les faces.

Soit/? =4î y = 4 {fie' I)' ^es ^mmets sont, avec leur double
classement,

Q)

a, b, c, d,
a ' , b\ c\ d ' ,
a^ //, c\ d\

' n'" b'" c"1 d1"

elles faces sont

a b b' a', b c c' b\ c d d' c\ d a a' d^
n!VVa\ h ' c ' c ' b " , c'd'cfc^ d 1 a 'a l l d l ' ,

Appelons sommets opposés deux sommets tels que a et c ' ^ c/
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et c"7, ..., et supposons que les sommets opposés coïncident deux
à deux.

Si l'on considère les lignes du tableau (i), les sommets a\ 6",
c", cl" se confondront respectivement avec c, rf, a, 6, et a"7, f/7', c"7,
(I11 se confondront de même avec c', rf', a', &' ; si l'on considère
les colonnes du tableau (i), on dira que c, c', c", c'" se confondent
avec a", a'", a, a', et rf, rf', rf", rf'" avec 6", b^\ 6, //; on a

(2)

OU

('2')

(ï,

a',

<'î
<''»

0,

^,
a\
-w

&,
6',
rf,
(f,

&,
&',
&',
A"'

C,

C'î

a,
a',

,̂
<
<»»
/»'

</,
<<',
b,
/>',

&',
&"',

&,
h'[ a", &", a', b1.

Le poljèdre obtenu est celui de la figure 2, avec 8 sommets té-

Fig. 2.

Il'acdres, <S faces quadrang'uluircs, itf arcics (F+S===A); les
faces, tournies par le lableau (2), sont les cjuadrilalercs a l f l / n ' ^
hcc1 h\ ..., et les (|u<idrilt»lèrcs a1b1dc^ //c'ffd^ . ...

On retrouva ninsi le polyèdre a <S sommets el n <S f.ices si^nal^
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par M. Bricard {Nouvelles Annales, 1904); ou passe des nota-
tions de cet auteur aux notations actuelles en remplaçant a', &', ...
par b\ d . .... M. Bricard observe que chacune des 4 droites ab,
Cûf, a'û?', b'cf rencontre les 4 droites d V , c ' d ' , ad, bc [ligues du
tableau (2)], de sorte que l'on a là quatre génératrices d'un même
système d'un hyperboloïde et quatre génératrices de l'autre sys-

i^ig. 3.

ténu*; sur la figure 3, on a indiqué par des arcs de cercle les plans
des 8 faces du polyèdre.

[Chacune des quatre droites aa', ce', hcF, db', à gauche et à
droite dans la figure 3, rencontre de même les 4 droites &&',
dd'^ ac', ça', en bas et en haut de celte figure (colonnes du ta-
bleau 2); cela revient à dire que chacune des 4 droites aa', bb\
ce', d(I^ tracées en trait plein, rencontre la suivante, cyclique-
ment, et que la même chose a lieu pour ac7, bd1^ ça1, db', tracées
en pointillé.]

Réciproquement, si l'on trace sur un hypcrboloïdc 4 généra-
trices d'un système, 4 a^ l'autre, on en déduit un polyèdre de
l'espèce indiquée; le polyèdre dépend donc de 1 7 paramètres, <m
lieu de i6que l'on pourrait prévoir, et, sans parler d'hvpcrboloïde,
cela lient à ce que iodes i() rencontres de 2 systèmes de 4 droites
cniraînent la 16".

Les sommets d'un tel polyèdre forment un système poncluel <le
Lamé : ils sont eu ellet, de f\ manières, repartis 4 p"11 4 sllr 2 plans
(y?^. a); les faces forment un système tangentiel de Lamé.

De tout cela il résulte, coin rite l'observe M. lîricard, que le
problème de eoiisiruire 1 1 1 1 Ici polyèdre circonscrit a iine <m<i-
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drique S et inscrit à une quadrique S', au lieu d'être un problème
déterminé en apparence, est un problème triplement indéterminé
en apparence; et la question qui se pose est de rechercher si, con-
trairement à toute vraisemblance, les quadriques ne doivent pas ici
encore satisfaire à une condition : cette condition remplie, le pro-
blème serait quadruplement indéterminé. On va voir qu'il en est
ainsi.

2. Dans un article insère aux Nouvelles Annales^ 1904, j'ai
considéré un cas particulier pourobtenîr la condition de fermeture
relative aux valeurs/?= 41 <7=4 ; J1811 trouvé que la fermeture
peut avoir lieu sous deux conditions différentes; je montrerai ici
que l'une des conditions se rapporte effeclivement au polyèdre de
la figure i {p == 4» q == 4)? tandis que l'autre est relative au po-
lyèdre de la figure 2 (F == S == 8); c'est même e'n cherchant à in-
terpréter plus complètement les deux conditions en question que
j'ai élé conduit à retrouver le polyèdre de M. Bricard comme un
cas de dégénérescence du polyèdre réticulé à 16 sommets et à
16 faces.

Soient les deux quadriques de révolution

(S) a (x^-^-yî)-\-csî -+• d == o,
(2') cl'i^-r- y2) -+- c'z^-\- ims -+- d'= o,

et un polyèdre tel que celui de la figure i (p == 4, <7==4)?o" ce-
lui de la figure 2 (F = S == 8), circonscrit à ïet inscrit à S'. Nous
supposerons que les contours généralement gauches abcd^ a! b1 c' d' ^
a"f b"'c1''cl"f, et!" h'" c"1 d!" (ces deux derniers confondus avec cdab
ctc'd'a1V dans le cas de la figure 2) sont des carrés, situés dans des
plans parallèles au plan des xy^ ayant leurs côlés parallèles, et dont
les centres sont sur l'axe des z. Le plan des zx étant supposé per-
pendiculaire aux arêtes ab^ ci!V\ a!' b" ^ d " b ' " (qui sont en même
temps c"d'1\ c " d" ^ (Y/, c' d' duns la figure 2), eu leurs mi lieux //i,
m', m", ni!'\ on a dans ce plun un quadrilatère m m'm1' ni"' (trapèze
isoscèle pour le cas de la ligure ^) circonscrit a la conique

(S) y = o, ax'1-^- cz2-^- d == o.

Les points «, «', ff'\ ( i " sont sur la conique obtenue eu coupant la
(juadrmue (1') nnr le hian y ^~- ./', ( •1 les points/^ ///, ... soni .sur
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la conique

(S') y = o, ïa'xî-\-cl^ï-\-îmz-}-d'=o^

projection de la précédente sur le plan des zx.
La condition de fermeture pour des quadrilatères circonscrits à S

et inscrits à S' est celle-ci : l'équation en), relative aux deux co-
niques étant formée d'après l'équation

xs-+-s'=o,
l 'une des racines doit être égale à la somme des deux autres. L'une
des valeurs de \ est ici

• 9. aÀ=

cl les deux autres sont données par l'équation

(X c •+- c' ) ( X d -r- cl' ) — m2 = o ;

en désignant par V et )/' les racines de cette équation, on doit
avoir

(3) --î^ =±(//-A f f)
a

ou

H) -î '̂ ..
Mais, selon que l 'une ou l'autre de ces conditions aura lieu, les

diagonales du quadrilatère mm' m" in'" passeront par tel ou tel des
trois sommets du triangle clutopolaire commun aux deux coniques :
avec (3), ces diagonales passeront par l'un des deux points conju-
gués communs situés sur Oz ; avec (4), ces diagonales mm1' et m1 m"'
seront parallèles à Ox. [Voici un exemple de ce dernier cas : la
condition (4) étant en général

•>. a' c' ci'— === — -(- —,
a c d

si l'on suppose a == c, 20':== c', auquel cas Set S'sont des cercles,
on doit avoir d1 = o, c'cst-a-dire que S' doit passerai! centre de S.
C'est une contigiiration hicn connue, et les diagonales mm11\ m' m^
•soiil îilor.s pid'.i liriez a O.r. [
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Dès lors, la condition (4) est relative au polyèdre de la figure 2,

tandis que (3) se rapporte à celui de la figure i. Pour ce dernier
cas, on a la figure suivante :

On doit se représenter les arêles «6, a'V, a"&", a7" 6'" perpendi-
culaires au plan de la figure en w, m\ w", m '̂, milieux de ces
arêtes, a et a' en avant, d' et a!" en arrière; les arêtes crf, c'ûP,
d1 cP^ c!lld"f sont de même perpendiculaires au plan de la figure
en/?,/?', p", //", milieux de ces arêtes, cetc' en arrière, d' etc^'en
avant; les 16 faces du polyèdre sont :

D'une part, les faces latérales des troncs de pyramide de pre-
mière espèce abcda'b'c'd1 et ci" b" d'd" a!^ b'" (J l f d1" \

D'autre part, les faces latérales des Ironcs de pyramide de se-
conde espèce abcda"lb11fcllfd'lt et d1 U1 d1 d1 a! U c d.

Si l'on forme maintenant l'équation en \ relallvc aux deux(|ua-
driques d'après l'équation

^ + S' = o,

deux des valeurs de \ ont pour valeur commune

x.=x.=^.

et les deux autres .X» et À» sont les valeurs désignées plus liant
par À'et À". Les conditions de fermeture deviennent

(5) Ai+ )^-i-},3—At— o
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pour le polyèdre (p= 4i Q= 4)i et

(6) X | -hXi==Xa-4 -X^

pour le polyèdre (F = S = 8).

3. Pour le polyèdre de la figure i, il peut arriver que </', rf",
a\ W coïncident avec a', &', c', ûT, et que c"7, ûT", a"', y7 coïncident
avec a, 6, c,rf. On a simplement alors un hexaèdre abcda!Vc!d1^
et ceci ramène au théorème suivant que j'ai donné autrefois (Nou-
velles Annales^ 1899, p. 72) :

Si l'on se propose d7 obtenir un hexaèdre à intersections co-
planaires, ou un octaèdre à diagonales concourantes^ cir-
conscrit à une quadrique S et inscrit à une quadrique S', le
problème, qui parait être doublement indéterminé, n'est pos-
sible que si les racines du discriminant de la forme XS + S'
vérifient la relation (5), et ce problème est alors simplement
indéterminé.

Ge cas particulier montre l'intérêt qu'il y aurait à résoudre les
deux questions suivantes :

Le polyèdre qui correspond aux valeurs p = 4, y= 4 dépend-il
de 82 paramètres, ou de paramètres en nombre supérieur? En
obligeant ce polyèdre à être circonscrit à une quadrique S,
inscrit à une quadrique S', lui impose-t-on 1 6 4 - 1 6 conditions
ou un nombre moindre9

4. Si l'on remplace lu quadrique S'par une quadrique quelconque
du faisceau ponctuel (S, S7), quadrique ayant pour équation
w5+S/=:=o, les racines de la nouvelle équation en X sont celles
de l'ancien ne équation en \ diminuées de /n, et ces nouvelles ra-
cines vérifient encore la relation (6). Donc, si deux quadriques
S et ï'admettent des polyèdres tels que celui de la figure 'A qui soient
circonscrits à S et inscrits à S', la même chose a lieu quand on
remplace la quadrique S' par une quadrique du faisceau ponctuel
déterminé par S et S'. On peut de même remplacer la quadrique^
par une quadrique du faisceau tangentîel déterminé par S et l".

La condition (()) est celle que jV^ déjà obtenue (\ou\'cllcx
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Annales^ 1900) pour deux quadriques ^ el S' telles qu'il existe
des contours quadrangulaires situés sur S et ayant leurs sommets
sur S', des contours quadrangniaires situés sur S' et ayant les plans
de leurs angles tangents à S.

S. Pour deux quadriques 2S et S', avec des polyèdres réticulés,
j^ai établi complètement, dans mon premier Mémoire, la condition

(^=3, q =3) /^±/I;d:...d:...=o;

je viens d'indiquer les conditions

( /?=4, ç=4) —^i-hXî -hX,4-À^=o,
(F=S=8) —Xi-X^Xî-h^=o.

L'équation en \ étant

5^+ 6^4- <pXî+ 6^ -h o'= o,
on a encore

(/?=3, y =3) (O2— 400)2—64 ̂ o^o,
( / ? = 4 , y ==4) 02(6»—48y) -hSo^e'—iô^S^o,
(F==S== 8) 0 (O î—48<p) -t-^ô' =o;

(i
pour la seconde condition, on écrit que—^-satisfait à l'équation

en X; pour la troisième condition, comme on a (avec a, 6, c, d au
lieu de 5^, ...),

(b -{- c-+- cl— a)(c-\-d-^a— ̂ )...= ^a^—'ASa2^2—»^^,

on a, en changeant a en — a,

(6-+-c4-û?-ha)(c-r -^—a—^). , .= ^a4— 'l^aïbî-\-^ahcd,

de sorte que ce second produit surpasse le premier de 16 abcd : il
faut dès lors ajouter lôS3?' au premier membre de la condilion
(p== 4î y= 4)? el diviser par 0 j)our obtenir le premier membre de
la condition (F === S == 8).

Considérons niainlenaiiL la racine carrée du polynôme

soil
o -r- 0 / -i- o /2 -+- O'/--» + $7'»,

A i l î/( î-C//-^- I»//3 i E//^-
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nous aurons

& = = A 2 , 0 = = 2 À B , 9 = 2 À C + B - 2 ,
0' = îAD -+- -2 BC, S' = 2ÀK + 2 BD + C2

et, par suite,
02—4S.p = _ _ g A 3 C ;

les conditions ci-dessus deviennent en ne tenant pas compte tout
d'abord de l'expression de 87,

64A 6 C 2 —64A^'==o,
— 3 2 À S B 2 C 4 - 3 2 A 5 B ( A D + BC) — iGA6^ o,

— i G A ^ B C + I Ô A ^ A D + BC) == o,
ou

o'=C2 , o^îBD, D = o ;

diaprés l^expression de 5^ on a enfin

(/?= 3, q^- 3) A E + B D = = o ,
(p==^ q = = 4 ) ' iAE+C 2 ==o ,
( F = = = S = 8 ) D = o .

Ce dernier résultat se rattache à ce que Pon a vu à la fin du n" 4.


