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REMARQUES SUR CERTAINES QUESTIONS DE PROBABILITE;
Par M. Ewvice Boner.

1. On sait que les questions de probabilité otinterviennent des
variables continues ne peuvent acquérir de sens qu’en vertu de
conventions précises. Comme le fait observer Joseph Bertrand, si
une variable z est assujellie a rester comprise entre o et 1, son
carré x* est assujetti aux mémes conditions et la probabilité pour -
que x soit compris entre o et 3 est égale a la probabilité pour que
x? soit compris entre o et +. Cela serait absurde (*) si 'on sup-
posait a chacune de ces probabilités une valeur intrinséque, c’est-
a-dire définie objectivement d’une maniére indépendante de toute
convention.

(") Voir PoiNcare, Calcul des probabilites, 8+ Lecon.
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La convention la plus commode, au moins dans le cas ol I'en-
semble des valeurs possibles de la ou des variables est borné, con-
siste a regarder la probabilité comme proportionnelle a 'étendue :
longueur, aire, volume, suivant qu'il y a une, deux, trois dimen-
sions.

A la définition de la probabilité se rattache celle de la valeur
moycnne; si, dans un intervalle z,, z,, on connait les valeurs
d’une fonction réelle f(z), sa valear moyenne est, par définition,

" ay
mj"; f(.z')dx

De méme, la valeur moyenne d’une fonction de deux variables z
et y définie a I'intéricur d’une aire S du plan de ces variables est,

par définition,
f[f(w,}')dwd)'
oy .

ffsdxdy

Si une fonction f est connue en lout point A d’une portion de
surface X, sur laquelle est défini un systéme de coordonnées cur-
vilignes «, ¢, on peut définir la valeur moyenne de f par I'expres-

sion
[ﬁf(:\)g(u, v) du dv

j[q;(u, v)du do
JY

dans laquelle 9 (u, ¢) désigne une fonction positive arbitraivement
choisie une fois pour toutes. On choisira généralement (n, ¢)
par la condition que Uintégrale qui figure au dénominateur repré-

senle Vaire de X; mais cc choix n’est nullement nécessaive; il
pourrait éwre parfois plus commode de prendre $(«,v) =1, par
exemple.

Tout ce qui préceéde est bien connu, mais les questions de pro-
babilité ont donné licu i tant de controverses de mots, provenant
simplement d’un défaut d’entente sur les conventions de langage,
qu’il ne m’a pas paru inutile de préciser les notions dont je me
servivai. Je me bornerai d'ailleurs aw cas Lune dimension; il v’y
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aurait aucune difficulté i élendre ce qui suit au cas général d’'un
nombre quelconque de dimensions.

2. Une fonction f(x) est définie pour toutes les valeurs de x
comprises entre o et 1; elle est égale & 1 si x est commensu-
rable et a o si x est incommensurable; quelle est sa valeur
moyenne?

Cette question est évidemment équivalente 2 la suivante :

On sait que z est compris entre o et 1; quelle est la probabi-
lité pour que x soit commensurable?

La réponse évidente (') aux deux questions précédentes est
séro. Cette réponse pcul-elle se déduire des formules que nous
avons rappelées? Il ne le semble pas, si 'on se borne aux défini-
tions classiques de l'intégrale. Considérons, en eflet, une fonc-
tion f(z) égale & o pour x incommensurable et 2 1 pour z com-
mensurable et une fonction F(z) égale & 1 pour £ incommensurable
et a o pour z commensurahle; les intégrales

flf(m)dx, [IF(z)dw
0 “0

sont toutes deux dépourvues de sens; pour chacune d’elles I'inté-
grale in(érieure, au sens de M. Darboux, est égale a séro et I'in-
tégrale supérieure égale & un. Donc, quelle ue soit la convention
que 'on adopte, si celte convention ne fait dépendre la valeur
moyenne que des inlégrales précédentes, calculées au sens clas-
sique, on devra attribuer laméme valeur moyenne i f(z)eta F(z).
Or, cette conclusion est absurde, car la valeur moyenne de /(.z)
est o et la valeur moyenne de F(z) est 1 (*).

Mais, si I'on utilise la nouvelle définition de I'intégrale qui est
duc & M. Lebesgue (*), on reconnait que chacane des f{onctions
f(x) et F(z) est intégrable au sens de M. Lebesgue ou, plus bri¢-

(') Poixcank, Calcul des probabilités. p. 126.

() Si Pon n'admettait pas ce point, on pourrait observer que la somme des
valeurs moyennes de f(.r) et de () doit étre ¢gale @ la valeur moyenne de
S(x) - F(z). cest-a-dire a 1.

(%) Levescur, Lecons sur lintégration et la recherche des fonctions primi-
lives.,
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vement, intégrable (L) et que leur intégrale (L) fournit la valeur
correcte de la valeur moyenne ou de la probabilité cherchée. Les
méthodes de M. Lebesgue permettent donc d’étudier des questions
de probabilité qui paraissent inaccessibles par les procédés d’inté-
gration classiques. D’ailleurs, dans les cas particuliers les plus
simples, il suffira de se servir de la théorie des ensembles que
j'avais appelés mesurables (') et auxquels M. Lebesgue a donné
le nom de mesurables (B); I'application de cette théorie des
ensembles mesurables au calcul des probabilités a été, & ma con-
naissance, faite pour la premiére fois par M.. Wiman (2).

3. Rappelons bri¢vement les principes de la théorie de la mesure
des ensembles linéaires de points.

Par définition, ’ensemble composé de tous les points d’un
intervalle a pour mesure la longueur de cet intervalle; ces
ensembles sont les premiers que I'on sache mesurer; on leur
donne le nom de mesurables. On étend ensuile la catégorie des
ensembles mesurables & I'aide des conventions suivantes : 1° la
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles mesurables
deux a deuz sans points communs est mesurable et a pour me-
sure la somme des mesures; 2° si un ensemble mesurable E
contient tous les points d’un autre ensemble mesurable F, l’en-
semble E — F formé de tous les points de E qui n’appartiennent
pas a F est mesurable et a pour mesure la différence des me-
sures de E et de F; 3° Si un ensemble E est contenu dans un
ensemble mesurable A de mesure a et contient un ensemble me-
surable Bde mesure B, nous dirons que la mesure de E est infe-
réeure ou égale & o et supérieure ou égale a B; 4° Si U'on peut
démontrer que la mesure d’un ensemble E est, quel que soit ¢,
inférieure ou égale a m + ¢ et supcérieure ou égole @ m — ¢,
U’ensemble E est mesurable et a pour mesure m (*).

(') BoreL, Legons sur la theéorie des fonctions, Chap. III.

(2) \. WinaN, Ueber eine Wahrscheinlichkeitsawufgabe bei Kettenbruchent-
wicklungen (Kongl. Vetenskaps Akademien Forhandlingar, 19oo, p. 829) et
Bemerkungen tiber eine von Gylden aufgeworfene Wahrscheinlichkeitsfrage
(Lund, 19~1, Hikan Oblssons Boktryckeri).

(3) L’introduction cxplicite et généralc de la convention 4° est due & M. Le-
besgue; j'en avais fail usage dans un cas parliculicr, sans I'énoncer ( Lecons sur
la théoric des fonctions. p. 67).



— 127 —

Ces conventions permettent de construire de proche en proche
des ensembles mesurables, en nombre infini, dont on se trouve
connaitre la mesure par leur construction méme; elles ne donnent
pas immédiatement une méthode simple pour le calcul de la me-
sure d’un ensemble donné, au cas ol il est mesurable; une telle
méthode résulte des recherches de M. Lebesgue. Mais, pour les
applications que j’ai en vue, il m’a paru. préférable de rester a
mon point de vue primitif; celui de M. Lebesgue doit, dans d’autres
questions, étre choisi de préférence.

Rappelons que le point essentiel, dans la théorie de la mesure,
consiste & démontrer que les définitions et conventions précédentes
ne conduisent jamais a des contradictions. Il est inutile de repro-
duire ici cette démonstration.

4. Considérons une variable x assujetlie a rester comprise
entre o et 1; soient E un ensemble mesurable de points compris
entre o et 1 el m la mesure de E. Par définition, la probabilité
pour que z appartienne & E est m et la probabilité pour que z
n'appartienne pas 4 E est 1 — m.

Si E est I’ensemble des valeurs commensurables, on trouve
immédiatement m = o, ce qui donne les résultats énoncés plus
haut.

Traitons un cas un peu plus compliqué.

Nous dirons qu'un nombre a compris entre o el 1 est commen-
surable aux unités prés du ni*"® ordre s’il existe deux entiers pre-
miers entre eux p et g, tels que 'on ait

0 |2~

< = q22, p<q.

Quelle est la probabilité pour que z, assujetti a étre com-
pris entre o et 1, soit commensurable aux unités prés du
niéme ordre?

A chaque fraction irréductible lq_f’, faisons correspondre I'inter-

valle

. r ! P r.
A T ATk

2 .
sa longueur est 70 la longueur des intervalles analogues pour une



valeur donnée de ¢ est

en désignant par 9(g) le nombre des nombres premiers a ¢ et in-
férieurs a q.

L’ensemble E(®) des points distincts contenus dans les ensembles
E, est évidemment mesurable; sa mesure e, est inférieure & m,

en posant.
9(q)
§ '

La série est convergente pour n > 2; si n= 2, on sait, en effet,
que tout nombre « satisfait d’une infinité de maniéres a l'inéga-
lité (1). En supposant n au moins égal & 3, la série m, est conver-
gente et a une valeur visiblement inférieure & 1, car on a

o(9)Sq—

S

Si 'on convient, lorsqu’un nombre incommensurable « vérifie
'inégalité (1) pour plusieurs systémes de valeurs de p et de ¢, de
lui donner un coefficient égal & ce nombre de fois ('), nous pour-
rons dire que la probabilité pour que x soit commensurable aux
unités prés du ni¢me ordre est précisément m,; mais, si I'on ne
fait pas cette convention, la probabilité est e, << m,; il est aisé
de calculer ¢, avec autant d’approximation que I'on veut; il n’est
peul-étre pas possible de 'exprimer en termes finis au moyen de
nombres algébriques ou de nombres transcendants usuels. La
probabilité pour que z ne soit pas commensurable auz unités
prés du ni¢me ordre est 1 — e,.

et

5. Dans une prochaine Note, j'indiquerai des applications des
remarques précédentes aux problémes les plus simples qui se
posent dans les recherches de Mécanique et de Physique mathé-
malique ol intervient le calcul des probabilités.

(') On est ainsi conduit a donner & certains « un coefficient infini; le fait que
la probabilité reste finie doit étre signalé.



