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SUR LE PROBLÈME DE MONGE ( i) ;

Par M. E. GOUBSAT.

La publication d'une Note récente de M. Zervos (Comptes ren-
dus, TO avril 1900) a ramené mon attention sur certains résultats,
relatifs au problème de Monge, qui , quoique très incomplets,
peuvent peul-êire offrir quelque intérêt pour les mathématiciens
qui s'occupent de ce genre de questions. Je les indiquerai rapi-
dement.

1. 11 est commode, pour faciliter les raisonnements et les
énoncés, d'employer le langage de la Géométrie à n dimensions.
Etant données (n + i) variables indépendantes x^ ^3, . .., •r,̂ i,
nous dirons que loul système particulier de valeurs de ces va-
riables représenle les coordonnées d'un point dans l'espace à
(n 4- i) dimensions. Nous continuerons à appeler sur/ace toute
variété à n dimensions située dans cet espace à(/i4-i) dimen-
sions, el courbe toute variété à une dimension. Toute surface est
représentée par une seule relation entre les coordonnées de ses
points; si cette relfïlion est linéaire, la surface sera appelée sur-
face plane ou plein. De même, nous appellerons droite une
variété linéaire à une dimension, c'est-à-dire l'ensemble des points
dont les coordonnées X/ satisfont à n relations de la forme

(0 ^i— 3"i __ Xg— Xî __ __ X/i+t—.r^-n
ai ~ a» — • • • — ^^

x^ Xîy . .» , Xn soiït les coordonnées d'un point particulier de
celte droite, <ïi, a^ ...; ^/^i ses paramètres directeurs.

( ' ) (^ollc Note î» elr prescntt'c a la Sociclc Mîilhcinat.iquc, d<ins la scance du
i.') jiiilt i<)u'). lîiip Noie dp M. llnitasso, sur le im'mc sujet, a de présentée a
I'^CiKicinic des Scieiires d<ms l.i S('';IIK'C du i.^ juii) i<)(»'>.



— 202 -

Un plan P passant, par un point de coordonnées (x^x^^ .....y/y+t)

(2) Ai(Xi — 3-1) -+- A^Xt—a-i) -+-.. .4- A^X^+i—a^i) == o

est, en général, déterminé, s'il doit contenir n droites passant par
ce point (a*i, x^. . . ., ^.4.1); car les coefficients A/ doivent véri-
fier un système de n équations linéaires et homogènes.

Une droite D, passant par un point fixe M de coordonnées
(:T|, x^ . . ., ^*M+|), et dont les paramètres directeurs dépendent
de p variables arbitraires v-i{p < n)^ engendre une varié té conique
de sommet M. Si p = \, nous dirons que cette variété conique
à deux dimensions est un cône de sommet M. Tout cône de som-
met M est, d'après cela, représenté par un système de (n — i) équa-
lions distinctes

(3) y/(a'i, a"», ..., «y/t-n î Xi—a?], . . .yX^-n—^n- t - i ) '•
(1=1, %, ..., / i—i),

les fi étant des fonctions homogènes des dilTérences X ,—x ' i . Si,
dans les équations (i), les paramètres a^ a^ < . ., a^ sont
fonctions d'une seule variable indépendante a, ces droites sont les
génératrices d'un cône de sommet M(.Z*|, .2^, .. ., .y/^i), et à
chaque valeur de a correspond une génératrice délerminée.

Étant donné un cône de sommet M, tout plan passant par M
renferme un certain nombre de génératrices. Si, par exemple, les
génératrices du cône sont représentées par les équations (i), CT|,
rta, . . ., a,^ étant fonctions d'une variable indépendante a, les
valeurs de a correspondant aux génératrices situées dans le plan (2)
sont racines de l'équation

Cl) U ( a ) = À t a i - h Aîrti4-...-4-A,,+ia,»-n==o.

On peut disposer des coefficients A|, A 3, . . ., A,/^.| de façon
que ce plan ail en commun avec le cône n génératrices confondues
avec une génératrice déterminée. Si ao est la valeur correspondante
de la variable a, il faut et il suffît pour cela que a^ soit une racine
niiilliple d'ordre n de l'équation U(a) = o ; on a uinsï n équations
de condition

( - , ) t<2. , )=o, U'(ao)-o, ..., U^-i-(a(,)=--o,

<|ui (IcIrimmrnI, en ^îiicrui, les nipporis dc^ cocHiciciils A|,
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Ag,..., A,^|. Nous dirons que le plan ainsi obtenu est oscillateur
au cône (T) suivant la génératrice (ao). En éliminant ao entre
les n équations (3), on arrive, en général, à (//. -- i) équations de
condition homogènes par rapport à Ai, Aa, ..., A,/^i,

(6) F/(.ri, x^ ..., .r,,-n; Ai, As, . . . , A,,-+-i) ==o (t == i, '2, ..., / i—i},

dépendant, en ouire, des variables x^ ^>, ..., ̂ ,, si les para-
mètres directeurs <7,, CT.», ..., ^4.1 dépendent non seulement de a,
mais des coordonnées x^ x^ ..., x,^ du sommet. Nous dirons,
pour abréger, que les relations (6) sont les équations tan^en-
tielles du cône considéré de sommet (x^ ^3, ..., x,^Y

Lorsque le cône est représenté par un sjstème de // — i équa-
tions de la forme (3), les n équations (2) et (3) déterminent les
génératrices du cône situées dans le plan P. On obtiendra encore
les équations langentielles du cône en exprimîinl que n de ces
génératrices sont confondues. Par exemple, en éliminant n—i des

rapports ̂ ^S •.. , x^' - T'^ ç^ç |̂  „ relations (2) et (3),

on arrive à une équation pour déterminer le dernier rapport, et
cette équation devra avoir une racine multiple d^ordre /?.

2. Réciproquement, tout sjsirme de lî — i équations de la
forme (6), homogènes par rapport à A|, A.», ..., A,/+i, peut être
considéré comme représentant les équations tangenticlles d'un
cône de sommet (.r,, x.^ ..., *r//+i).

En eiïet, imaginons que des {n—i) équations (6) on ait tiré

les valeurs de (n — i) des rapports ~» . • •» —'-:M, en fonction de

l'un d'eux a. Le plan P représenté par IV'qiialion (•?)

U(a) = A i ( X i — .ri )-4-.. .-r- A^i(X,^i-- ,r,̂ i ) = o

ne dépend plus que (l'un paramètre vurinble a. Les // ('•quîilions

(7) U(a )==o . U ' (a)=?o. .... U°'-i)ca ) -= ;<»

représentent, <|ii<ii)(l on (lonnc u y. iiiic vîil(*(ir parliculièrc, uii<1

droite I) pîissant j)nr le poini M (.7'^, îy'.j, • • . • • / ^ - ( - i ) . Lorsque a
Vilric, celte droilr I) entendre 101 cône d(* sommci M, el, (l'a|)r(Vs
l.» l.iron m^m<> doni on 1 ;« obtrn.i, il csl (.'l.iir (jiic le pl.m l* il // ^<''-
ii«''r<(l riccs commum's ; i \< 'c ce <'<'»IK' <|iii soiil ronfomiiK''- .ivfc l<i



— 204 -

génératrice (a). En éliminant a entre les (n — i) équations (^), on
aura donc les équations d'un cône de sommet M dont les équa-
tions (6) sont les équations langenlielles.

3. Considérons maintenant un système de k équations de
Monge (k^n —• i),

W fi(^ii ^îi • • • > •y/«-nî dxt, dx^ ..., dxn+\) =0, (i=i, a, ..., A:).

les fi étant des fonctions homogènes par rapport à dx^ dx^^ . . .,
dxn. Le problème de l'intégration de ce système consiste à ex-
primer .T(, x^ ..., Xn^.\ explicitement en fonction d'une variable
auxiliaire t, de n — k fonctions arbitraires de ce paramètre et de
leurs dérivées successives jusqu'à un ordre déterminé. Ce problème
a été résolu par Monge dans le cas particulier où l'on a n== 2,
k == i. Nous allons examiner le cas où l'on a, n étant quelconque,
Â-=n- - i .

Si, dans les (n — i) équations (8), on remplace dxi par X<—x^
on aies équations d'un cône de sommet (a^, ^2, ..., Xn^)- A
chaque point de l'espace à (n 4- i) dimensions les équations pro-
posées font correspondre un cône (T) ayant son sommet en ce
point, et le problème de Monge peut encore être formulé en ces
termes :

Déterminer les courbes de l9 espace à n + i dimensions qui
sont tangentes en chacun de leurs points à l'une des généra-
trices du cône (T) ayant ce point pour sommet.

Écrivons Fequation d'un plan passanlparlepoinl(.ri,.a;2?*«*î*y/a+i)
sous la forme

(9) X,,.M — .r/,-i-i = /?i(Xi—a-i)-+-.. .-+-^,,(\,t—y,/);

les équations langenlîellesdu cône (T) de sommet (^1,^2, ...^M+i)
sont alors de la forme

(10) F,(a?i, x^ ..., Vn^\\ P^ Pi, ...,7>,,)=o, ^'=1, ̂  ..., / i—i).

Si l'on considère *ri, J^»? • • •i ^u comme n variables indépen-
dantes, .r,,̂ .i comme une fonction de ces n variables, et/?,, /^,...,

pu (;omm<; 1rs dérivées partielles (le .r̂ , ^pi= ^/^ ' ) ' ̂  ''^l'1-
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lions (10) forment un système de (n — i) équations aux dérivées
partielles du premier ordre à une seule fonction inconnue. A tout
système de (n — i) équations de Monge

(9') /*(^i^i» .....rn+i; dx^dxt, ...,dxn^) (t==i,2, . . . ,7i—î;

correspond ainsi un système (10) de ( n — i ) équations aux déri-
vées partielles simultanées du premier ordre, que nous appellerons
le système associé du premier système (9).

4. Cela posé, il est facile de montrer que la méthode de Monge
s'étend sans peine au cas où le système associé cTéqnalions aux
dérivées partielles (10) est en involution.

Soit, en effet,

(n) V(*yiî ^îï - • • » ^/M-IÎ a, 6) = o
•

une intégrale complète de ce système. Le plan tangent à l'une des
surfaces intégra les S passant en un point donn0 (x^ x^ ..., Xn^)
a pour équation

^V/V ^ dv / V(12) ——(Xi—a*i)4-...4--T-——(\n+i—Xn+t)=0,
OX\ OXn,^-\

les deux paramètres a et b étant liés par la relation (i i). Ce pÂan
ne dépend donc, en réalité, que d'un seul paramètre variable, et,
d'après la façon dont on a déduit le système adjoint (10) du sys-
tème (9'), le plan représenté par l'équation (12) reste osculatettr
au cône (ï) de sommet (;c,, a?2, ..., ^4.1) représenté par les
équations

( /<(^F • • • » •2'»-nî Xi—.ri, X»—a*», ..., X,i-n—•y»-»-i)=o»
\ l==I , '2 , . . . ,7 l—l.

Pour déduire les équations (i3) de l'intégrale complète (il), on
pourrait donc procéder comme il suit. Regardons, pour fixer les
idées, a comme un paramètre variable et b comme une fonction
de ce paramètre définie par la relation (ï ï). Les dérivées succes-
sives

db fft h <//*—1 b ri" h
I I I » u V i n 1 1 1 futV = ———, /^== ———~-9 • • •» &(/»-l/== ———————, &(M) == —————

da du* da^l da'1

xxxill. \\
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sont (lélerminées par les relations

V, = àV
'ad

àV .,
•àb6^0'

('.() ^^-s^s^s^".
à^\ àV ,V,=——+...+—^=o.(ïa7* ^A

Les équations obtenues en differenliant( / i—i)fois successivement
l'équation (12) par rapport au paramètre a, b étant supposée
remplacée par son expression tirée de la relation (i î) , peuvent
alors s'écrire

—— (Xi-^0+...4-.——-(X,,4-i---.r^i)=o,
VU i OXf^\

< * 5 )
à\n-\ /y ,. s . . à\n-\ /y \-^-(X,-^)+...+^^(X^-^^)=o

et l'on obtiendra les équations (i3) en éliminant a, 6, 6', y, ...,
è(w-i) entre les 27? équations (i i), (12), ( i4) et (i5).

Supposons maintenant que Pon pose

&=<p(a),

la fonction <p(a) étant une fonction arbitraire de a, et considérons
le sjstème de n — i équations

(\6) V=o. d\
d a ^ 0 -

û?iv

rfa« = o,
d^V
~da-^^

où l'on a posé

(i;)

d\ dV à\ . ,
Ïa =^ +^ î 5 (a) î

rf<V ^V ^V ,, , ^«V , - , <^V ,, ,
-,— == -r— -^-2, .>,o(g)+ -rrrœ^a) + ïr® («)»û r̂t» (̂ a1 ^a()6 ' / àb1 * v / ^6 * v /t

^*V ^'V ()V , ,, ,——— == ——— -4- •. -4- —— o1"/ ( a }da^ àa^ - • • •— ̂  ? (^•

Ces (n + i) équations simultanées permettent en général d'expri-
mer .2*1, x^ • . • y Xn.iy.\ en fonction de la variable auxiliaire a, de
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®(a), <p'(^)» • •., ©^(a). Je dis que la courbe de l'espace à (n + i)
dimensions ainsi déterminée est une intégrale du système de
Monge. En effet, si nous appelons x\, .r,, • • • , •^L+i 1e8 dérivées
de ces fonctions par rapport à a, on déduit des équations (16)

àV , àV ,——.r,-+-...-+- ———.r,,-n=o,
0x1 o^n-^-i

./^V\
à /d\\ , \da) ,

T-t;/-)^!-»----4- -7-——^+1=^ox\ \da I àXn^t(i8)

Jd^V\ ^{d^\\
, ^•da^) , ^-da^) .
\ ——î.——^-+-••4--^^——rM+l=ot

et le système des 2/1 + i équations (16 ) et(i8) devient identique .111
système formé des équations ( 1 1 ) , (12), (i4)et(i5), pourvu qu'on
remplace x\, x^ . .., x\^ par X, — x^ Xa— x^ ..., X^—.r,(
respectivement, puis o(^) par 6, ©'(o) par 6', ..., ̂ ^^(a) parè^.
Par suite, l^élimination de ûf, ®(û), ^(û^)» • • • » ̂ ^(a) entre les
équations (16) et (18) conduira aux relations

//(•TI, ^2, • • • » a'/i+i; ^i» • • • » ^»+i)=o» i= i, a, ..., /i—i,

identiques aux relations (9). Les formules (16) représentent donc
riutégrale générale du système de Monge proposé.

,'î. Les systèmes précédents sont évidemment 1res particuliers;
maison peut quelquefois étendre la métiiode à des systèmes de
Monge plus généraux, en imitant la méthode (Fîntégralion de
Lagrauge et Charpit pour une équation aux dérivées partielles.
Étant donné, par exemple, un système de n—k équations de
Monge (A'> i), pour appliquer Ici méthode précédente il sufiirade
pouvoir lui adjoindre A ' — i équations nouvelles de même forme,
de façon que le système associé du système ainsi complété soit en
involution.

Considérons, par exemple, uu système de Monge de la (orme

(^.î) fi^d"r\^ ^îf • • • » ^n H ) = °» < = 1 , >, . . ., /' — /•,

les fondions // ne renfermaiil p;is les vîiri.»l)les ./'i, ./•_,, . . ., .r,̂ (.
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Si k == i, le système associé est de la forme

(20) F<(^1» Pïï • • . , / ? / » ) = = 0 î 1 = 1 , 2, . . . » 71--i,

et par conséquent est en involulion. Si k est > i, il suffira d'ajou-
ter aux équations (19) À '—i équations de même forme, par
exemple

dxï , /dxî\ dxk+\ , (dxî\
dx^^dx-J9 • • • < ^=^-\dx[)ï

les fonctions A I , ^2» • • • ? ^h-\ étant arbitraires, pour être ramené
au premier cas.

Les systèmes (19) ont été considérés par M. Darboux (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 1887). La méthode pré-
cédente montre comment on peut rattacher l'intégration de ces
sysièmes à une théorie générale, tout à fait analogue à la théorie
de Monge pour l'équation à trois variables.

6. Appliquons, par exemple, cette méthode à l'équation de
Serret

(•21) dx\-^dx\ -^-dx\ == dx\.

Joignons à cette équation une relation de forme arbitraire

, . dx^ /dxî\
(-22) -,— = o( -,— )•v / dxi t \dxJ

Les équations (21) et (22) forment un système de Monge, cl les
équations du cône (T) correspondant de sommet {x^ x^y .^3, x^)
sont

/ (X4-^)»=(Xi-^)î+(X,-^)24-(X3-^,

(23) X.,~a-3 _ /\,-x^\
( X^-^-^VXi-^;-

Pour obtenir le système associé correspondant, formons l'équation
qui donne les génératrices communes au cône (T) cl au plan

X4—^=/J i (Xi—^i )4 -^2(X2- - -a -2 ) -+- / )3 (X3—^3) ;

on peut poser

X a — ^ î X..,—^
-———-- == a, -———-- == ^ ( a > .
Xi— .ï'i Xi—.JCi
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ce qui donne

X^ — .2*4 , .
-——— = jDi4-7?i<x 4-J&3 o(a).

L'équation en a est alors

[^i 4-jE?ia-+-/?î 9(0)]» == i-l-a»+ç»(a),

on

(î4) /?i+/?ia-+-^?s9(a) = /i-i-o^-Kp^a) = U(a).

D'après la théorie générale, on aurait les équations du système
associé d'équations aux dérivées partielles en éliminant a entre la
relation (a4) et les relations (a5)

(a5) j P^Ps^'W ==U'(a),
( ^P'OO =1^(30.

Il est inuti le d'effectuer cette élimination, car on aura une inté-
grale complète de ce système en prenant le plan

X4==^iXi4-/?2Xî4-JD3X34-6,

P^ PÎJ P^ ^lant remplacées par leurs expressions tirées des for-
mules (a4) et (a5), a et b étant des constantes arbitraires.

Remplaçons maintenant b par une seconde fonction arbitraire
<^(a); d'après le théorème général, les fonctions x^ a^, ^3, x^ du
paramètre a définies par les quatre équations

(26)

•y* = Pt^'1 + Pi^ -t- /?3^3-+- <Ka),
o=^i^i-+-7?2*rî4-/?3*r34-y(a),
o = ̂ i.ri+ jy^â-+-^.r3+ ̂ (a),

o = jo^i + pïxi 4- /?î^3 + +"(<»)»

/^, /^J, y^ élant les dérivées de pi par rapport à a, doivent satisfaire
à la relation proposée (21).

11 est facile de le vérilier. On déduit en effet des relations (a4)
et (au) que l'on a

/ pi 4- pî^ 4- ^3 <?(a) == U(a),
( •27) { //i 4- p'î a 4- 7/3 <p(a ) == <.,

//, 4- pï^-r- pff^(^~o'
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D'un aatre côté, en différentiant les relations (26), il vient

/ dx^ = pi dxt -+- /?, dx^ ps dx^
( %8 ) J o = p\ dx^ -4- p\ dxï -t- /?3 (/.Ta,

f o = p\ dx^ •+• p\ dxi -+- /», rfa?,.

Les relations (27) et (28) prouvent que l'on doit avoir

dxi dx^ dx^ dy^
i a <p(a) U(a)

et comme l'on a
U^cQssi+aï+o^a),

il s'ensuit que l'on a aussi

dx\ = dx\ + dx\ + dx\.


