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SOLUTIONS D'ORDRE IMAGINAIRE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE;

Par M. Hennr Durac.

1. Considérons une équation différentielle
1)’ Y(z,y)dy +X(z,y)dxr =0

et une valeur de z que nous pouvons loujours, pour simplifier,
supposer étre x = o. Je dirai que I’équation admet, dans le voisi-.
nage de z = o, une solution y () d’ordre imaginaire, si p.étant
un nombre complexe, il existe une solution telle que y : 2% tende
vers une limite finie et différente de o, lorsque z tend vers o.
Il ne sera pas nécessaire, pour qu’il y ait une solution d’ordre
imaginaire, que y : ¥ lende vers une limite finie, quelle que
soit la fagon dont x tend vers o, il suffira qu’il y ait une solu-
tion telle que y : ¥ tende vers une limite finie, lorsque z tend
vers o suivant une certaine loi.

Je me suis proposé de trouver les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que I’équation (1) ail unesolution d’ordre imaginaire
et j'obliens le résultat suivant. Considérons les expressions

zX(z,y) =2 Agp 228,
yY(x,y) =Z2BoparyB,

composées chacune d’un nombre fini ou infini de termes, mais
convergenles dans ce dernier cas, lorsque |z | et |y | sont suftisam-
ment pelits. Figurons dans le plan de deux axes de coordonnées o2
et oa, le réseau des points ayant pour coordonnées les valeurs de o
et de 3 correspondant aux divers termes de ces expressions. Tra-
cons a la fagon ordinaire la ligne polygonale, dite polygone figu-
ratif, ayant pour sommets certains des points de ce réscau et telle
que tous les autres poinls du réseau soient au-dessus de celte
ligne ou sur ses cOtés. Pour qu’il existe une solution d’ordre
imaginaire, p. =a +ib (b n’étant pas nul), il faut et il suffit
que pour un sommet du polygone figuratif, dont nous désigne-
XXXIX. 16
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rons les coordonnées par m et n Uon ait

Apn—+ P-an = 0.

A chacun des sommets a, 3 du polygone figuratif pour lequel le
rapport A,g : B,g est unnombre complexe, correspond une infinité
de solutions d’ordre imaginaire dont nous obtiendrons l'expression
sous la forme d’un développement en série. Nous étudierons en-
suite quelques propriétés de ces solutions.

2. M. Horn dans un intéressant Mémoire (Journal de Crelle,
t. 113) a déja étudié la question que je me suis posée et a recher-
ché les intégrales d’ordre non rationnel d’une équation diffé-
renticlle. J'ai cru devoir reprendre cette étude, par d’autres
méthodes, pour les raisons suivantes.

La méthode employée par M. Horn pour rechercher les valeurs de
i non rationnelles telles que I’équation admette une solution y (x)
d’ordre , est fort simple, mais ne me parail pas présenter une
rigueur suffisante : on y suppose que si « est une fonction de z
telle que « : s* tende vers une limite ¢, lorsque z tend vers o, on
a nécessairement

lims sh=cpu.

[
Tt
Cette assertion a hesoin d’étre justifiée. Elle me parait exacte pour
les fonctions définies par une équation différentielle du premier
ordre, de I'espécc indiqucée, mais elle est inexacte si 'on consi-
dére une fonction u(z) quelconque. En second lieu, la méthode
suivie par M. Horn, pour établir dans certains cas I'existence de
solutions y (z) d’ordre non rationnel, méthode qui exige plusieurs
changements successifs de variables, oblige a laisser de c6té (voir
Note, p. 54) certains cas particuliers qui dans la méthode plus
simple, me semble-t-il, que j’emploie ne présentent rien d’excep-
tionnel. Enfin, la différence la plus marquée entre le travail de
M. Horn et le mien consiste en ce que M. Horn suppose implici-
tement que 'argument de z reste fini, lorsque x tend vers o, et
n’obtient ainsi que certaines catégories de solutions d’ordre ima-
ginaire. On pourra voir dans la suite que si 'on suppose que I'ar-
gument de .z puisse croitre indéfiniment, cette hypothése entraine
sans doute quelques complications dans certaines démonstrations,
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mais il en résulte tout naturellement des conclusions moins restric-
tives et d’un énoncé plus simple. J'ai déja fait remarquer ailleurs
qu’il était artificiel (dans ce genre de questions) de supposer que
I'argument de z reste fini. Pour montrer comment cette hypothése
peut, dans certains cas, éliminer des solutions intéressantes, pre-
nons I’équation

(2y +23+2)2)dy + (20— 22y —y3)der =o0

dont la solution générale est, en posant z=yp cosf, y =psinf,

donnée par
1

p2= -

0+ G

@)

Pour toutes les solutions de I’équation, 2 = 0, yy = 0 est un point
asymptote. Si nous faisons le changement de variables

T+iy=u, r—iy=v,
on obtient I’équation
u(2+iuv)do +v(2—7iuv)du=o,

équation qui n’admet pas de solution telle que « et ¢ tendent
simultanément vers o, si I'on exige que I'argument d’une des va-
riables « ou ¢ reste fini.

3. Je me propose de montrer que, sauf dans un cas que la
démonstration metira en évidence, il est impossible que I'équa-
tion (1) ait une solution y(z) d’ordre imaginaire : c’est-A-dire
impossible qu’on puisse faire tendre z vers o de telle fagcon que y
tende vers o et que y : z* lende vers une limite finie différente
de o. Posons

y=1tx¥,
I’équation (1) devient
ztY (z, y)dt +[pY (2,y) 2014 X (2, y)] dz =0,

et si nous posons ensuite

) z = e3,
nous aurons l'équation
( 4z _1 yY(2,y)
2) T Twy Y(my) +2X (7))



— 226 —

ou, pour abréger, nous laissons pour le moment, dans le second
membre y, au lieu de le remplacer par ¢zv.

La marche de notre démonstration serala suivante. Nous démon-
trerons d’abord que, sauf dans un cas, il existe un certain domaine
D, tel que si 5 et ¢ prennent des valeurs intérieures a ce domaine,

. ds , . ‘
on ait %< M, M étant un certain nombre fixe. Il en résulte que,

5=, ¢ = o élant des valeurs intérieures & ce domaine, la solution
5(2) qui pour ¢ =« prend la valeur z = {3 sera, pour ¢ voisin de «,
holomorphe et voisine de z = {. Nous prouverons d’autre part que
s'il y a une solution de (1) d’ordre imaginaire telle que ¢ tende vers
une limite finie ¢y, lorsque z tend vers o, celte solution fournira
unc solution 3 (¢) telle que pour ¢ = a, z prenne une valeur 3, les
valeurs o et 8 étant intérieures au domaine D. 1l en résultera que
lorsque ¢ tend vers ¢y, z restera voisin de 3, ce qui est absurde,
puisque nous supposons que z = Lz croit indéfiniment. Ce ne
scra donc que dans le cas d’exception signalé qu’il pourra y avoir
des solutions d’ordre imaginaire.
Démontrons d’abord le lemme suivant :

Supposons que, z étant une variable complexe et h un
nombre positif, lon ait
|e~t-—1|;h,

nous aurons
ex=1+0h, z=L0+0h),

8 étant un nombre complexe de module au plus égala 1. Pour
h inférieur a 1, nous aurons
02ht  63/3

-

x=9o2kmt+0h — > 3 ceey

k étant un certain nombre entier. Si nous supposons mainte-

I .
nant h < ,> nous aurons

].z'—ak-n:i|<-—l)'—<zh.
1—h

En considérant dans le plan de la variable complexe z, tous les
cercles de rayon 2/ décrits autour des affixes des valeurs 2Ami,
le résultal obtenu peut s’énoncer de la fagon suivante : si I'on a
e*—1|Zh, le point d’affixe z sera intérieur & 'un des cercles
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précédents. Inversement si le point d’affixe x est extérieur i tous

ces cercles, on aura
|ex —1| > h.

Pourarriveraladémonstration que nousavons en vac nous aurons
besoin, aprés avoir remplacé y par z* dans le second membre
de (2), de mettre en facteur au numérateur et au dénominateur une
puissance de z Lelle que les termes qui reslent aprés celte mise en
facteur ne tendent pas tous vers o, mais ne deviennent pas non
plus infinis, lorsque # tend vers o. Or p élant imaginaire, il se
présente pour cette mise en facteur une difficulté qui n’existe pas
lorsque p est réel : cette puissance de z mise en facteur variera en
général avec la valeur que prend le rapport du module et de I'ar-
gument de 2. Soit en effet un terme Gy, 2™ y*. du dénominateur,
par exemple, nous aurons a nous demander sile module de z™ )"
est supérieur ou inférieur aux quantités analogues relatives aux
autres termes du dénominateur. Si nous posons

y = txl, z = e3, Z=u-+1v, @ =a-+ b,

ce module, en faisant abstraction de C,., ", est égal &

elm+na)u—bny

qui, si nous posons " =|z|=e¥, est égal a

©
m+na—bn H
r

En posant

(4
‘I=a-?-b;

on voit que ce module est le méme que le module z™*2v, 1l en
résulte que pour savoir quelle puissance de z pourra étre mise en
factleur, il suffira de chercher le terme ou les termes ou m 4 nv
prend la plus petite valeur possible. J'appellerai ces termes termes
d’ordre maindre. Leur recherche pourra se faire par la méthode
habituelle du polygone figuratif. Nous remarquerons que, la valear
de v dépendant du rapport v ; u, les termes d’ordre moindre pour-
ront changer lorsque ¢ ; u varie.

Si, aprés avoir remplacé y par rz¢ dans puy Y (2, y) + 2 X (2, y),
il y a dans cette expression, pour une valeur de ¢ : u, un seul
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terme d’ordre moindre et que ce terme provienne de py Y (2, y),

ds .
le module de —; restera fin lorsque 2 tend vers o et ¢ tend vers ¢,.
. d .. - I
En effet <= aura, dans ces conditions, pour limite — — .
dt o

Si, dans py Y(z,y) +xX(z,y), il y a un seul terme d’ordre

. . . .. d
moindre et si ce terme provient de zX (z,y) la quantité E; ten-

dra vers o lorsque z tend vers o et ¢ vers ¢,.

Si les termes d’ordre moindre sont fournis a la fois par des
termes de ¥ Y (z, ) et des termes de xz X(z, y), il peut se pré-
senter un cas exceptionnel ol ces termes disparaissent dans la
somme pny Y (z,y)+z X(z, y), lorsque a chacun de ces termes
d’ordre moindre de la forme A, 2™ " fourni par z X(z, y) cor-
respond un terme B, £ y” fourni par y Y (x, y), tel que 'on ait
Ann =+ pBmn=o0. 5i nous metlons ce cas & part, nous pourrons
diviser le numérateur et le dénominateur du second membre
de (2) par une méme puissance de z, celle qui figure dans un des
termes d’ordre moindre de py Y(z, y) +z X(z, ) lorsqu’on a
posé y = tz¥ (') sans que les termes qui restent croissent indéli-
niment, lorsque z tend vers o. L’équation (2) se présentera alors
sous la forme

dz 7T(=x,t
® =T

A chaque c6té du polygone figuratif correspond une valeur de v,
qui est la pente de ce c6té et pour laquelle les termes d’ordre
moindre sont les termes figurés par des points situés sur ce coté
du polygone. A chaque sommet du polygone figuratif correspondent

(') Aprés qu'on a supprimé dauns les termes d’ordre moindre la puissance de z
qui figure dans un de ces termes, il reste encore trace de z dans les autres termes.
Supposons, par exemple, que ces termes d’ordre moindre soient Az™y" + A'z™ y™,
ce qui exige qu’on ait

m-—+nv=m'+n'y
ou
(m+na)u—bnv=(m'+n'a)u—bny.

L’expression considérée s’écrit, aprés avoir posé y = tz¥,
mtpn [ Atr+ A’ t;" zm—m'-rp.(u—n')] ;

le module de zm—m+#(»—) est égal 4 1, mais son argument varie lorsque z varie,
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les valeurs de v comprises entre lcs pentes des deux cotés qui abou-
tissent a ce sommet du polygone figuratif et pourtoutes ces valeurs
de v, les termes d’ordre moindre se réduisent au lerme unigue
figuré par le sommet considéré.

Nous voyons que le nombre des maniéres de mettre, suivant la
valeur du rapport u : ¢ 'équation (2) sous la forme (3) est fini, et
pour toutes ces fagons d’opérer Z(z, ¢t) est fini, lorsque z est voi-
sin-de o et ¢ voisin de ¢,. Nous allons démontrer que, lorsque s et
¢t varient dans un certain domaine ue nous allons fixer, le second
membre de (2) reste inférieur en module 3 un nombre . Pour le
voir, il nous suffira de montrer que T (z, ¢) reste supérieur en mo-
dule 4 un nombre fixe dans un certain domaine.

Décomposons ny Y (2, y) + 2 X (z,y) en facteurs, dec maniére
a mettre cette expression sous la forme

14
(4) "(z,y)H(y+afx°‘f+.r°‘fc?i);,

i=1

H (z, y) désigne une fonction de z et y holomorphe et non nulle
pour z = o0, y = 0; les a; sont des constantes, les a;des exposants
positifs entiers ou fractionnaires, les quantités ¢; sont des fonc-

tions de z qui se réduisent i o pour z = o0 el qui sont représentées
-1

par des développements suivant les puissances de z ou de z%, ¢;
étant un certain entier. Si l'on considére (') des valeurs de x telles
que z* tend vers o avec z et si I'on prend y = ta¥, 'expression
H(z, y) restera supérieure en module a un nombre positif fixe N,
lorsque = tend vers o et ¢ vers ¢,. L’expression T'(z, ¢) s’obtien-
dra en remplagant dans (4) y par ¢z* et en supprimant dans cha-
cun des facteurs du produit II la puissance de z qui figure dans le
terme d’ordre moindre de ce facteur. Pour démoontrer que T (2, ¢)

(') Nous supposons ici, pour simplifier, que nous considérons une solution y ()
obtenue en faisant tendre z vers o de telle fagon que z* tende vers o. Cette hypo-
thése n’est pas indispensable. Nous pouvons faire tendre z vers o de telle manic¢re
que z* reste fini, ne tende pas vers o ct considérer des solutions y () telles que
y : x* tende vers ¢, lorsque x tend vers o et pour lesquclles y ne tend pas vers o.
Nous aurons seulement besoin pour notre démonstration de supposer que y reste
voisin de o, de telle maniére que H(z,y) soit convergent et reste supérieur en
module & un nombre fixe N.
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reste, dans un certain domaine, supérieur & un nombre fixe, il

nous suffira de démontrer que chacun des facteurs du produit II

reste, aprés suppression de la puissance de z que nous venons d'in-

diquer, supérieur, dans un cerlain domaine, 4 un nombre fixe.
Considérons par exemple le facteur

i devi Y a4 2%
qui devient

(5) txh+ ay x% + 2% 9y,

La puissance de  qu’on peut mettre en facteur sera suivant le cas
zW ou z%. Pour que nous puissions mettre en facteur z#, il faut
que z%~# ne croisse pas indéfiniment, lorsque z tend vers o. Or,
avec les notations déja employées, le module de z*~® est r.-v;
donc, sia, — v est positif, nous mettrons z* en facteur. Si oy — v
est négalif, nous mettrons z% en facteur. Si l'on a «; = v il sera
indifférent de mettre % ou z* en facteur. Si 'on met en facteur
z*, 1l reste aprés la suppression de ce facteur I'expression

A=t z% k(ag+ ).
Désignuns par z, un qutlconque des nombres vérifiant I’équation
age %W ¢y = o.

On peut trouver des nombres ¢, et n, tels que, pour

(6) [t—tl<m, |zl<e,
on ait
t t hyt
— e
2y + 9y X L3

h, étant un nombre arbitrairement choisi. On a par suite

to
= 0, / —— (oty—Wwz
4+ o1 (1+ 1l1)a‘ (1404 hy) =Wz
8, étant une quantité dont le module est inférieur a 1. L’expression
A, devient ‘
_(ai+e)to [e@—wiz—2) — | — 0, hy]
a,

en posant comme précédemment £ = ¢*. Tragons autour des dif-
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férents points

2kwi
)
oAy —|%

1]
I
a

dans le plan de la variable complexe z, des cercles C; de rayon
2 h

Tay— g

aura

- D’aprés le lemme, si 3 est extérieur a tous ces cercles; on

|etoy—p) (-3 — 1| > L.

Si nous mettons en facteur 2%, I'expression (5) devient, aprés la
suppression du facteur z%,

Al =a;+ ¢+ Lob—%,

On peut trouver des nombres ¢’ el 0, tels que, sil'on a
1 el que,

(7) |t_tol<7)ln |xI<E’|a
on ait
a1+ P h;a,_
t to to

On a par suite, en supposant §; de module inférieura 1,

ta
Ay =— t_o‘ [e—a(z- 20—y —8 hy]
et comme précédemment, si z est extérieur a tous les cercles Gy,

on aura :
le(p.—a‘)(z—z,) —1> h.

Les quantités ¢, et n,, ¢’ etn’ peuvent éiresupposées assez petites
q Ny € €M, p Pl p
pour que si les conditions (6) et (7) sont vérifiées, 1l existe un
mombre fixe N, différent de zéro et tel qu’onait

ta,

lay (ay+ 1) to
to

04

>2N1.

>2Nl1 I

Si nous désignons par ¢ le plus petit des deux nombres ¢, et
e, et par n] le plus petit des deux nombres 7, et ', on voit que,

. h . .
si 'on prend 2, = -, si I’on suppose qu’on ai
p 1= pp q ait

le—tol<ni,  lz] <<,
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et que z soit extérieur a tous les cercles C}, 'expression A, ou
I'expression A (suivant qu'il aura convenu de mettre en facteur
zV ou x%) reste supérieure en module a 2 N,.

En opérant de méme pour les divers facteurs du produitIl, nous
aurons a considérer des séries de cercles C, C3, ..., C;‘, analogues
a la série de cercles Cj. Dans chacune de ces séries les centres des
cercles seront des points situés sur une méme droite et équidistants,
c’est-a-dire tels que la distance de deux points consécutifs soit

|2 —p

I'ensemble de ces cercles. Certains des centres de cercles apparte-
nant 4 deux séries différentes pourront coincider, mais sil’on con-
sidére tous les centres distincts des cercles C, les distances mu-
tuelles de deux centres auront une limite inférieure différente de o,
ainsi que cela résulte facilement du fait que ces centres sont des

constante. Pour les cercles G} cette distance est soit C

points équidistants situés sur un nombre fini de droites. Nous
désignerons cette limite inférieure par 4. Nous pourrons prendre
h assez petit pour que les rayons de tous les cercles C soient infé-
rieurs & {. D’aprés ce qui précéde, nous savons qu’il existe des
nombres 7 et ¢ tels que si I'on a

[t—t] <m, 2| <s
et si z est extérieur a tous les cercles C, ’on ait
IT|> hPNNyN, ... Np.

On a par suite, dans ces conditions, en désignant par M un

nombre fixe
dz

T <M.

4. Le théoréme préliminaire que nous avions en vue étant
établi, nous allons maintenant démontrer qu'il est impossible que
I’équation (2) admette une solution pour laquelle ¢ tend vers ¢,
lorsque z tend vers o.

Considérons les C' ayant pour rayon 2§ et pour centres, les
centres des cercles C. Ces cercles C' seront extérieurs les uns aux
autres. Si s tend vers l'infini (de telle fagon que y = e? tende
vers 0), z prendra certainement une valeur { extérieure a tous les
cercles C' et I'on pourra supposer ef aussi petit que 'on veut.
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Considérons le cercle de rayon { décrit autour de z =3, dans
le plan des 5. Pour toutes les valeurs de s intérieures a ce cercle,
c’est-a-dire telles que l'on ait |5 —f|<<§, 5 sera extérieur aux
cercles C. De plus, on peut supposer que P soit assez petit pour
que, si l'ona [z — 3] <&, on ait

les] = |ir] <.

Supposons qu’il y ait une solution de (2) telle que, lorque z
tend vers o, ¢ tende vers ¢,. On peut prendre <' assez petit pour
qu’on ait, en désignant par n’ un nombre que nous fixerons dans
la suite

o lt—t) <7
si 'on a
|| <<

Nous pourrons toujours supposer que ¢’ est au plus égal a <, en
remplacant ¢’ par ¢, dans le cas ot 'on aurait e < /. Quel que soit
le chemin suivant lequel z iend vers o, nous avons vu que 5 pren-
dra une valeur 8 jouissant des propriétés indiquées plus haut.

‘Soit a la valeur de ¢ pour s==8. Nous aurons |a — ¢,| <<7'. Si
Uon prend 7'< 2, la condition |t —¢y|<<m sera vérifiée si
I'on a

- 1,
le-al <2

Nous savons de plus que 3 a été pris de telle fagon que, sil'on a
|5 — B| <%, onale’|=|x| <cctzest extérieur a lous lescercles
C. Donc si I'on a

le—al<d s —BI<L,
le second membre de I’équation (2) est une fonction holomorphe
de z et de ¢ dont le module reste inférieur & M. La solution 3 (¢)
qui pour ¢ = o prend la valeur =8 sera donc une fonction holo-

morphe de ¢ pour
[t-—a| <7,

7" désignant le plus petit des deux nombres 7%cl f’\%’ de plus, pour
L
|t —a| <7, on aura |3 — 3| <<{. Or si nous prenons v’ << i}- le

cercle [ — to| <mn'seracompris a 'intérieur du cercle | t—a | <+’,
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et, lorsque ¢ tendra vers ¢,, en restant al'intérieur du cercle
|t — ¢,| <7/, on auratoujours |z — B| < {; orcela est impossible,
puisque z = e? tendant vers o, z doil croitre indéfiniment.

Nous avons ainsi démontré que, sauf dans un cas exceptionnel,
il est impossible qu’il y ait une solution de I'équation (1) d’ordre
imaginaire . Examinons ce cas d’exception ou notre démonstra-
tion est en défaut.

Nous considérons les expressions

zX(z,y)=ZAsga*yB,

8
®) YY(z,y)=2BygzryB,

dans laquelle nous remplagons y par tz¥, u étant un nombre com-
plexe (i = a+ ib), et nous considérons, pour une valeur de la

., p . .
quantité y=a —b o les termes d’ordre moindre des expressions

(8), c’est-a-dire les termes pour lesquels o+ v prend la plus
petite valeur. La démonstration donnée est en défaut, sices termes
d’ordre moindre disparaissent, quels que soient ¢ et z, dans la
somme

zX(z,y) +pyY(z, 7).

Si nous formons le polygone figuratif de I’équation (1) en faisant cor-
respondre a chaque terme des expressions (8) le point d’abscisse §
et d’ordonnée a ('), les termes qui deviennent, pour une valeur
convenable de v, termes d’ordre moindre sont ceux qui sont figurés
par des points situés sur les cétés du polygone figuratif. Si ces
termes d’ordre moindre sont figurés par un sommet Sde coordon-
nées B, et ay du polygone, il faut, pour que le théoréme soit en

défaut, que 'on ait
A“cao + “Banﬁo =o.

Il y a dans ce cas un seul terme d’ordre moindre dans chacune
des expressions (8). Si les termes d’ordre moindre sont figurés
par les divers points de coordonnées {3;, a; situés sur un c6té C du
polygone, le théoréme ne sera en défaut que si, pour loutes les

(1) Nous donnons aux axes des abscisses et des ordonnées la disposition habi-
tuelle : I'axc des abscisses est dirigé de gauche a droite, celui des ordonnées de
bas en haut
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valeurs de ¢ correspondant & ces points, on a
AgpB,+ pBeg;=o.

Cetle égalité sera en particulier vérifiée pour les deux sommets
qui sont aux extrémités du c6té C du polygone. On voit qu’il y a
dans ce cas au moins deux termes d’ordre moindre dans chacune
des expressions (8).

Si nous appelons pente en un point de coordonnées {3, a du
polygone figuratif le nombre réel ou imaginaire défini par I’égalité

Agg+pByg=o,
nous voyons que notre démonstration ne sera en défaut que si p

est la pente en un sommet du polygone figuratif el nous pourrons
énoncer le théoréme :

L’équation (1) ne peut admettre de solution d’ordre imagi-
naire u. que si . est la pente en un sommet du polygone figu-

ratif (*).

5. Nous allons démontrer que, réciproquement, si la pente en
un sommet du polygone figuratif est un nombre imaginaire .,
Uéquation (1) admet une infinité de solutions d’ordre imagi-
naire p.. A chaque sommet du polygone figuratif dont la pente est
un nombre imaginaire correspondent une infinité de solutions
d’ordre imaginaire. Nous n’aurons pas de différence & faire entre
le cas ot pour chacune des extrémités d’un coté C la pente est
imaginaire et le cas ou pour les deux extrémités du cdLé, ainsi que
pour tous les points figuratifs situés sur le c6té, la pente a une
méme valeur imaginaire. Dans les deux cas, chacune des extré-
mités du coté fournira une infinité de solutions d’ordre imaginaire.

(') Si p est un nombre positif quim’est égal & la pente (coefficient angulaire
changé de signe) d’aucun des cotés du polygone figuratif, le théoréme que nous
avons énoncé est exact : il n’y a de solution y(z) d’ordre i que si . est la pente
en un sommet du polygone figuratif. La démonstration que nous avons donnée
dans le cas de p imaginaire s’applique au cas actuel, mais la réciproque que nous
démontrons dans la suite est inexacte. On se rendra facilement compte (d’aprés
la démonstration que nous allons donner) que cette réciproque n’'est exacte que
si | est un nombre compris cntre les pentes des deux cétés du polygone figuratif
qui aboutissent an sommet considéré. J'ai du reste traité, sous une autre forme, ce
cas ol p. est positil dans le Bulletin de la Sociéte mathématique, t. XXX VI, 1goS.
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Soient 3, et 2, les coordonnées d’un sommet .S ou la pente est

un nombre imaginaire u = a + ¢b. Désignons par {—l) et £ les pentes

(coelficients angulaires changés de signe) des deux cotés du poly-
gone qui aboutissent au sommel S et supposons que I'on ait

SN
- q 9
Sil'on a
Py, bo P,
q u q

les termes d’ordre moindre seront bien figurés par le sommet S.
Lorsqu’on effectue le changement de variable y — rz* 'équa-
tion (1) devient

(9) x dtS Bag BB 4 dor = ( Agg—+ 11 Bap)l?}x“*lﬂﬁ = o.

En donnant, comme nous ’avons fait, la disposition habituelle
aux axes de coordonnées dans le plan desquels est tracé le poly-

gone figuratif, le coté de penleg qui aboutit au sommet S sera

'

situé a gauche de ce sommet et le coté de pente LZ—, sera situé a

droite. Désignons par D la demi-droite obtenue en partantde Set

en prolongeant indéfiniment vers la gauche le coté de . pente f—/f;

D’ désignera de méie la demi-droite obtenue en prolongeant vers
. , ' . . p
la droite le coté de penle%,- Les divers points figuratifs de coor-
données B, a peuvent se diviser en 4 catégories en mellant & part
le sommet S:
1° Les points qui sont situés sur la demi-droite D'. Pour ces

points I'on a

“—10='—(p"‘30)% (B— o> o).

2° Les points situés sur la demi-droite D. Pour ces poinls
’'on a

a—ao=—<p—ﬁo>§ (B —Bo< 0).

3° Les points situés au-dessus de la droite D'. Pour tous ces






