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REMARQUES SUR LE THEOREME DE M. PICARD;

Par M. Pavr Lévy.

InTRODUCTION.

Le théoréme de M. Picard, d’aprés lequel une fonction éntiére
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qui ne prend aucune des valeurs zéro et un se réduit nécessaire-
ment a une constante, a été complété en 1go4 par M. Landau, qui
a établi le théoréme suivant :

Si une fonction
f(@)=ay+a 1> +...4-apzt+...

est réguliére et différente de zéro et de un pour toutes les
valeurs de x de module inférieur a R, on a

(1 R 220

v(ao) désignant une fonction convenablement déterminée
de Q.

Peu de temps aprés, M. Schottky, complétant dans une nouvelle
voie le théoréme de M. Picard, a obtenu le théoréme suivant :

Si une fonction

f(@)=ay+a1x ...+ apxt—+...

est réguliére et différente de zéro et de un pour toutes les
valeurs de x de module inférieura R, on a

Ed

() log S s@(ans)  (0=1gL<1),

®(ay, 0) étant une fonction convenablement déterminée de a,
et de ), et la détermination considérée de log f(x) étant telle
que son module soit aussi petit que possible pour x = o.

Dans la formule (1) nous pouvons supposer que ¢ (a,) désigne,
pour chaque valeur de a,, la plus petite quantité pour laquelle le
théoréme énoncé soil exact. Nous ferons une hypothése analogue
pour ®(a,, 0).

Les cxpressions exactes de ces fonclions ¢ (a,) et ®(a,, i) ont
été obtenues par M. Carathéodory; elles se déduisent simplement
de la fonction modulaire elliptique. M. Landau en a conclu que la
fonction ®(a,,8), pour O voisin de un, reste inférieure a une
fonction rationnelle de 6. Ce résultat avait été obtenu d’une
mauiére élémentaire par M. Schottky, qui en avait déduit une
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démonstration nouvelle du second théortme fondamental de
M. Picard.

Il peut étre utile de connaitre plus exactement I'ordre de gran-
deur de ®(a,, §) quand § est voisin de un. Dans le paragraphe 1,
j'établirai que (1 — 8)®(a,,9) reste compris, quand 6 tend vers
un, entre deux limites finies, fonctions de a4 seulement.

Le résultat obtenu par M. Carathéodory justifie d’'une maniére
remarquable 'intervention de la fonction modulaire dans le théo-
réme de M. Picard. Mais cela ne diminue pas I'intérét que peuvent
présenter les démonstrations élémentaires de ce théoréme, car on
peut chercher a établir, en partant de ces démonstrations, une
théorie nouvelle de la fonction modulaire elliptique.

La question se présente sous deux aspects entiérement différents
suivant que l'on suppose connu, ou non, le théoréme de
M. Schwarz d’aprés lequel on peut obtenir la représentation
conforme sur un cercle de toute région simplement connexe
limitée par un contour de forme quelconque.

Supposons d’abord ce théoréme connu, ainsi que celui que
M. Poincaré en a déduit, d’aprés lequel toutes les fonctions uni-
formes sur une surface de Riemann donnée peuvent s’exprimer
en fonction uniforme d’'une méme variable ¢.

Considérons en particulier la surface de Riemann $ définie par
M. Lindeldf (*), présentant une infinité de feuillets qui se per-
mutent autour des points o, 1 et o, et qui est simplement connexe.
Le théoréme de M. Poincaré nous apprend que nous pouvons
obtenir la représentation conforme de cette surface, soit sur un
plan tout entier, soit sur l'intérieur d'un cercle; si la théorie de la
fonction modulaire n’est pas connue, nous ne savons pas a priori
lequel des deux cas est réalisé. Mais si I'on se trouvait dans le
premier cas, la fonction réalisant cette représentation conforme
serait une fonction entiére ne prenant aucune des valeurs zéro et
un. Il suffit donc d’avoir établi par un procédé quelconque le
théoréme de M. Picard pour en déduire que la surface 8 peut étre
représentée sur un cercle.

Rappelons maintenant le principe qui a servi de point de départ

(') Surle théoréme de M. Picard dans la théorie des fonctions monogénes
(Congrés des Mathématiques a Stockholm, 19og; Teubner, 1g10).
q 904 9
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a M. Lindel6l. Soit ® une région a contour simple sur une sur-
face de Riemann, et soit une représentation conforme de cette
région sur le cercle | t| <1 faisant correspondre un point donné a,
au centre du cercle; au cercle |£| = (<< 1) correspond alors une
courbe bien définie y. .Si maintenant nous considérons une
Jonction f(t), dont les valeurs pour | t| <1 soient représentées
par des points de la région &, sa valeur pour t—=o étant
représentée par le point a,, ses valeurs pour |t|<<H seront
représentées par des points intérieurs a la courbe ~.

Il suffit d’appliquer cet énoncé a la surface de Riemann con-
sidérée plus haut pour obtenir le théoréme de M. Schottky. Donc,
quel que soit le procédé par lequel on ait établi le théoréme de
M. Picard, le théoréme de M. Schottky peut s’en déduire. 1l faut
remarquer d’ailleurs qu’on pourra sans doute toujours I'établir,
sans avoir recours aux considérations qui précédent, en précisant
convenablement la démonstration considérée; c’est bien le cas
pour la méthode de M. Borel.

Ayant établi la possibilité de représenter la surface $ sur un
cercle, nous pouvons définir la fonction modulaire par cette
représentation. Il est facile d’en déduire la propriété qui sert ordi-
nairement de définition a cette fonction. Tracons en effet, sur un
des feuillets de la surface 8, le segment de I'axe réel compris
entre les points zéro et un; il divise la surface $ en deux parties
symétriques I'une de I'autre. La courbe qui lui correspond doit
donc diviser le cercle | £| <1 en deux parties, pouvant étre repré-
sentées l'une sur l'autre avec conservation des angles, mais chan-
gement de leur sens, chaque point de cetle courbe se corres-
pondant & lui-méme; il est bien facile de voir que cetle courbe ne
peut étre qu’un arc de cercle orthogonal au cercle |¢|=1. Le
méme raisonnement s’appliquant pour les autres portions de I'axe
réel tracées sur le méme feuillet de la surface 8, nous voyons que
la représentation conforme considérée fait correspondre un demi-
plan & un triangle curviligne formé par trois arcs de cercle
tangents entre eux. On retrouve bien la définition ordinaire de la
fonction modulaire.

Il serait bien plus intéressant d’obtenir des résultats analogues
a ceux qui précédent sans utiliser le théoréme de M. Schwarz. Je
n’ai pu y parvenir, mais j’ai obtenu quelques résultats (I"i pour-
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ront peul-étre aider 4 atleindre ce but, et que j’exposerai dans le
paragraphe 2.

Le paragraphe 3 est consacré a une généralisation du théoréme
de M. Landau, que j’ai déja publiée dans les Comptes rendus du
g octobre 1g11. Cette généralisation montre que, si une fonction
est réguliére ct différente de zéro et de un pour |z | <R, et vérifie
en outre deux conditions d’égalité convenablement choisies, on
peut, en général, déterminer une limite supérieure de R.

Je démontre d’abord qu’on peunt prendre pour ces deux con-

ditions
SfE)=a, f&)=b (b#a)

On peut alors déterminer une limite supérieure de R. Ce résultat
était d’ailleurs certainement connu de MM. Schottky et Lindelof,
car il résulte immédiatement de leurs travaux; mais je ne crois
pas qu’il ait été énoncé explicitement sous celte forme. En partant
de ce cas particulier, je démontre qu’on peut remplacer les con-
ditions ci-dessus par d’autres beaucoup plus générales. '

1. Appelons ¢ =+(3) la fonction qui définit la représentation
conforme du cercle [ ¢|<C1 sur la surface $, de maniére que, pour
t=o0, 5 ail une valeur donnée a,. Cette fonction n’est définie
gu’a un facteur constant prés, de module égal & un ct d’argument
quelconque; il nous sera inutile d’en préciser la définition. Nous
appellerons 5 = A (¢) la fonction inverse.

Les points du plan des ¢ auxquels correspondent des valeurs
réelles de z forment des arcs de cercle orthogonaux au cercle
|¢]=1, divisant la surface de ce cercle en triangles curvilignes T
dont les sommets sont sur la circonférence. Un point A, sommet
d’un de ces triangles, est aussi sommet d’une infinité de triangles
analogues dont les autres sommets forment une suite

. A—h AO) Ah ey Am An+h e

Par une inversion par rapport au point A, on obtient une suite de
points équidistants,
N B—h BO: BU ey Blh -Bll+h cees

cela résulte aisément des propriélés connues de la fonction modu-
laire.
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Nous pouvons supposer que les deux points A, et A,y mis en
évidence sont situés de part et d’autre du diamétre issu de A. [l
est évident que les distances AgA,, A A,, ... (comptées en
ligne droite ou sur le cercle) vont en croissant jusqu’a A, A, et
décroissent ensuite, et qu'on a

(3) A:\nﬂ—l > A An—la AAn > AA/:—I-

Soit d’autre part Ty celui des triangles T' qui contient le point
t=o0. Ses cOtés ne pouvant pas couper l'arc AA,,,, ou bien il
coincide avec AA, A, ,, ou bien ses trois sommets sont sur celui

des arcs A, A,y du cercle | £] =1 qui ne contient pas le point A.
Donc cet arc est au moins égal au plus petit des arcs interceptés
sur le cercle [¢| =1 par le triangle T,. Donc B,B,,, a un mini-

mum indépendant du poiht A; B;B, ¢t AB, sont alors au moins
de l'ordre de grandeurde n, et l'on a

(4) nAA <G,

C étant une quantité indépendante du choix des points A et A,.
Elle ne peut étre trés grande que si le triangle Ty, a un de ses
cOtés trés petit, et cela n’arrive que si @, est trés grand ou Lrés
voisin de zéro ou de un.

Ces résultats préliminaires étant établis, 'expression de la
fonction ®(a,, ), donnée par M. Carathéodory, est

o3 ,0)= log A(t)],
(@0, 9) (r!rllgl ogA(t)|

la détermination considérée de log A(¢) étant telle que son module
soit aussi petit que possible pour ¢ =o. Je me propose d’établir
que cette fonction reste comprise, quand 0 tend vers un, entre

deux limites de la forme ;—_I\T-é, K désignant des fonctions conve-
nablement déterminées de «,.

L’existence d’une limite inférieure de cette forme se vérifie
facilement. Désignons par ¢, la valeur de ¢ correspondant a un
sommet d’un triangle T dans le voisinage duquel A(¢) tende vers
I'une des valeurs o ou o; on sait que, dans le voisinage de ce

3

point, log A(¢) a pour valeur asymptotique, & un facteur constant
1
(—1,

preés, - Son module est donc supérieur & une limite de la
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K . . . e e e pg
forme —— qui est aussi a fortior: une limite inférieure de
D (a,,h).

Pour établiv I'existence d’une limite supérieure de la méme
forme, il suffit d’établir que la partie réelle et la partie imaginaire
de log % (¢), surlecercle |z] =8, ont toutes deux leurs modules
inférieurs & une limite de cette forme.

Pour la partie réelle, cela résulte d’'une formule obtenue par
M. Landau ('). En désignant par g (¢) une fonction réguliére, dif-
férente de zéro et de un pour |¢| <1, cette formule s’écrit

loglg(t)| <zlg(o)] (Jel<).

I
1—|¢|
En I'appliquant aux fonctions A(¢) et ﬁ on obtient le résultat
énoncé.

Quant a la partie imaginaire de log A (¢), son module est au plus
égal aw(N+1), en désignant par N le nombre de fois que 7(¢)
prend une valeur réelle quand on va du point ¢ & l'origine en
suivant une ligne droite, c’est-a-dire le nombre de fois qu’on
coupe un coté d’un triangle T en suivant le chemin indiqué. Soit
d’autre part AA,A, celui des triangles T qui contient le point ¢ &
son intérieur; appelons et I la plus petite et la plus grande des
distances des points A, A, et A, deux a deux, comptées sur le
cercle |¢|=1; nous pouvons supposer sans faire aucune res-
triction que I est 'arc AA,. 1—[¢|=1— 0 étant de 'ordre de
grandeur de 2 ou plus petit, nous sommes ramenés a démontrer
que

(%) Nz <K,

K désignant une quantité indépendante du triangle AA, A, et
fonction de a, seulement. ‘
En allant du point ¢ vers l'origine en suivant une ligne droite,
on quitte d’abord le triangle AAy, A, pour entrer dans un triangle
A A A;; nous supposerons que A, désigne celui des points A et A,
qui est entre Ay et Ay; 'arc AgA, étant trés petit (sauf pour un

(') Formule (54) de son Mémoire Ueber den Picardschen Satz ( Vierteljahrs-
schrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, 1906).
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nombre fini de triangles AAgA,), le point A, ainsi désigné est
bien déterminé. L’arc A, A, est supérieur a I'arc A, A, et par
suite a 5. La quantité analogue a I relative au triangle AA, A, est
donc supérieure a S+ 5. On verrait de méme que les quantités
analogues relatives aux autres triangles T qu’on traverse en allant
du point ¢ a l'origine, sont supériéurcs respectivement & 2425,
S+ 3o, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on atieigne le triangle T,.
Pour le triangle qui précéde T, elle sera donc supérieure a

X+ (N—r1)a>Ngo
et comme elle est inférieure & =, on a
(6) No < 7

Soit maintenant AA, A, ,, le dernmier des triangles considérés
qui ait A pour sommet; A, et A,,, sont alors situés de part et
d’autre du diamétre passant par A, de sovte que la formule (4)
s'applique. En augmentant un peu la valeur de la constante C, on
peut évidemment remplacer AA, par I, et il vient

(7) ns < C.

Désignons par ¢’ et N les quantités analogues a ¢ et N relatives
au triangle AA,A,,,. On aévidemment

N=n-+N,
et, d'aprés les formales (3), n étant au moins égal a 2 (*),
¢’ > I,
La formule (6), appliquée au triangle AA,A,,,, donne alors
(8) NZ< =
En tenant compte de la formule (7), il vient

N):<7:+C,

(!) Cette conclusion suppose que le plus petit coté du triangle AA A .| ne
soit pas A A, ,,. Cela ne peut étre faux que si AA A, , coincide avec T, ct dans
ce cas N'= o, de sorle que la formule (8) est toujours exacte.
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inégalité de la formale (3), qui, par suite, établit le théoréme
énoncé.

2. Considérons I’ensemble des fonctions f(x) qui sont réguliéres
et dilférentes de zéro ct de un pour |z| <R, ¢t qui prennent la
valeur «, pour & = o. Représentons leurs valeurs sur la surface
de Riemann s dont il a déja é1é question, en partant pour z =0
du point 5 = @, marqué sur un feuillet bien déterminé de cette
surface. Les points représentant les valeurs de Loutes ces fonctions
pour |z |Z0R (8 < 1), forment une certaine région & sur la sur-
face 3.

D’aprés le théoréme de M. Schottky, tous les points de cette
région & sont intérieurs & un cercle ayant Porigine pour centre ct
un rayon convenablement déterminé;ils sont de méme extérieurs
a deux cercles de rayons suffisamment petits ayant respectivement
pour centres les points 3 =0 et 5=1. [l n’en résulte pas que la
région R soit finie; il faut encore prouver qu’elle est situde tout
entiére sur un nombre fini de feuillets de la surface s. Il sutfit
pour cela de montrer qu’on peut aller du point @, a un point
quelconque P de R en décrivant un chemin de longueur finie
intériear a K. Or, f(z) étant celle des fonctions considérées dont
la valeur, pour x =E§, (|§]S6R), est représentée par le point P,
le chemin représentant les valeurs de f(z), quand zvade 0 & § en
suivant une ligne droite, est de longueur finie; cela résulte du
théoréme de M. Landau, qui nous donne une limile supérieure
de | f'(z)| pour les valeurs de z considérées, puisque f(x) ne
peut étre ni trés grand, ni trés voisin de zéro oude un. La région &
est donc sur la surface $ une région finie. Remarquons qu'il n’est
nullement évident, du moins au point de vue élémentaire ou nous
nous plagons ici, que le contour ¢ limitant cette région soit simple.

Nous allons maintenant établir que la région & contient son
contour v. Autrement dit, il faut montrer que, P étant un point
de v, parmi les fonctions f(x) considérées, il en existe une dont
la valeur, pour z=0R par exemple, soit représenlée par le
point P. Or P peut étre considéré comme limite d’une suite de
points

Py, Py, ..., P, Ll

intérieurs & R. Il existe sGrement, parmi les fonctions considérées,
XL. 3
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une fonction f, (z) dont la valeur, pour z = 8R, soil représentée
par le point P,. Or 'ensemble des fonctions f(x) considérées est
compact, d’aprés un théoréme de MM. Landau et Carathéodory ().
Donc, parmi les fonctions f,(z), on peut choisir une infinité de
fonctions tendant vers une limite f(z). D’apreés le théoréme cité,
elles tendent vers f(z) d’une maniére uniforme dans toute région
intérieure au cercle |z | = R; il en résulte que f(x) vérifie toutes
les conditions indiquées.

Je dis maintenant que cette fonction f(x) admet le cercle
| 2| = R comme coupure. Pour le montrer, je supposerai qu’elle
soit réguliére sur un certain arc de ce cercle, et je montrerai que
cette hypothése conduit & une contradiction.

En faisant cette hypothése, il existe un contour G, composé
d’un arc du cercle |z|=R et d’un arc de courbe extérieur a ce
cercle, a 'intérieur duquel la fonction f(z) soit réguliére et diffé-
rente de zéro et de un. Considérons la représentation conforme de
la région intérieure i C sur lintérieur du cercle |z|=R; on peu!
le faire sans utiliser le théoréme de M. Schwarz, car on peut
prendre pour C un contour formé de deux arcs de cercle, et alors
cette représentation s’obtient a 'aide d’une fonction élémentaire.
A tout point 2’ intérieur a C correspondra ainsi un point z' inté-
rieur au cercle considéré; on peut établir cette correspondance de
maniére que z et 2’ soient nuls en méme temps. On sait que dans
ces conditions on aura toujours

lzl<|2'|
pour les points 2’ intérieurs a C. Posons
Sf(@') = g(=)

La foncuion g(z) est réguliére et différente de zéro et de un pour
|z| <R, et prend la valeur @, pour z =o0. Elle prend une
valeur représentée par le point P pour 2'=0R, c’est-a-dire pour
| z| <8R. Les valeurs qu’elle prend pour |x|=0R sont donc
représentées par des points entourant complétement le point P,
dont certains sonl par suile extérieurs a la région K. Cela étant

(') Beitrdge sur Konvergens von Funktionenfolgen ( Sitzungsberichte der
kéniglich-preussischen Al.ademie der Wissenschaften, 1g11).
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impossible, d’aprés la définition méme de la région K, le résultat
énoncé est établi.

On sait que cette fonction f(x) ne peut étre qu’une fonction de
la forme % (ax), « élant une constante de module é On peut donc
dire que les raisonnements précédents conduisent a une définition
nouvelle de la fonction A (¢), et, en partant de cette définition et
par des raisonnements élémentaires, nous avons élabli que cette
fonction admet le cercle | ¢| = 1 comme coupure. Cest ce qui m’a
fait penser qu’on pourrait de cetle maniére retrouver les autres
propriétés de cette fonction.

Il suffirait d’établiv que la fonction f(z) considérée donne
la veprésentation conforme de la surface $ sur le cercle |z | << R.
Jen’ai pu I'étabhir par des raisonnements élémentaires, ainsi que
je Vai déja dit, et ’ai seulement pu ramencr ce probléme a la
démonstration du théoréme suivant : il existe une fonction régu-
liere et différente de zéro ¢t de un pour |x| <R, prenant la
valeur @, pour z = o, el dont les valears, pour tous les poimé du
cercle |z | = OR, sont représentées sur la surface 3 par des points
de la courbe .

3. Dansl’énoncé du théoréme de M. Schottky, 'inégalité (2) peut
étre remplacée par l'inégalité

(9) |flz)—ay|S¥(ay,9) <0=I%l<x>.

La fonction W(a,, §), pour une valeur déterminée de 0, reste
finie quand @, n’est ni trés grand, ni trés voisin de zéro et de un.
MM. Landau et Bernays ont méme montré qu’elle reste finie quand
a, est voisin de zéro ou de un. A cause du rdle analogue des deux
nombres zéro et un, il suffit d’établir ce résultat en supposant a,
voisin de un. Or, en considérant la détermination de \/f(z)
qui est voisine de — 1 pour z =o0, et en lui appliquant I'iné-
galité (g), on obtient une limite supérieure de ]\/f(x)—v/c—l;I
et par suite de | f(z)—ao| qui rvestc finie quand a, tend
vers un.

La différence /(x)— «o s’annulant pour x =0 cL ayant
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. R . s e !
pour | x| < ~ son module au plus égal & W (u.,, ;), on a

Ao e 21w () = Belatan. (121<3)-
Si donc @, n’est pas rés grand, et si f(x) prend pour z=¢ une
valeur donnée b, | §| n’élant pas trés grand et | b — a,| n’étant pas
trés petit, on peut déterminer une limite supérieure de R.

En faisant un changement d’origine dans le plan des z, on
obtient le théoréme suivant:

St une fonction f(x) est réguliere et difjérente de zéro et
de un powr |z | <R, et si Uona

ff)y=a, [fE)=0 (bFa),

on peut déterminer une limite supérieure de R en fonction
o

dec,c,aetb.
Silon a de plus

{10) la| < o |6 —a]> -,

(1) [Elso’,  JE|Zo

on peut déterminer une limite supérieure de R en fonction
de g, 0 et v

Je vais maintenanl, comme je ’ai annoncé, établir un théoréme
plus général dont voici I'énoncé :

Soient a et b deux constantes et Uy et Vs deux fonction-
nelles vérifiant la condition suivante : lorsque la fonction f(x)
tend uniformément vers une constante quelconque x dans une
région finie & du plan, Uune au moins des inégalités

(12) Us—a 3o, Vi—bsxo

est vérifiée a partir d’'un certain nstant; il en est de méme

1 . ’ : ,
lorsque —— tend uniformément vers zéro dans la région <.

Sf(=z)

Dans ces conditions, st f(x) est une fonction réguliére et
différente de séro et de un pour |x|<<R, et si lon a de
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plus

(13) Us=a, Vy=b.
on peut déterminer une limite supérieure de R.

Par hypothése, il existe un nombre v tel que I'inégalité
| /(2)] > o,

supposée vérifiée dans toute la région &, entraine I'une au moins
des inégalités (12). De méme, pour chaque valeur finie de 2, on
peut déterminer un nombre = tel que 'inégalité

| f(2) — 2| <,

supposée vérifiée dans toute la région &, entraine I'une au moins
des inégalités (12).

Je dis d’abord qu’on peut supposer ce nombre : indépendant
de la valeur considérée de «. La démonstration de ce fait est
analogue a celle de la continuité uniforme des fonctions continues.
Remarquons d’'abord que pour |o|> w41 on peut prendre
¢ = 1. Si donc le résultat énoncé était faux, on pourrait trouver
une suite de valeurs de «, tendant vers une limite finie o, telles
que les valeurs de ¢ correspondantes tendent nécessairement vers
zéro; or il ne peuten étre ainsi; car, en appelant ¢’ la valeur de ¢

\ ¢ . .
correspondant a o/, la valeur - convient certainement pour tous
les nombres « tels que
sI
ja—a'| £ =
92

Nous pouvons donc supposer ¢ indépendant de a.
La démonstration du théoréme énoncé est alors immédiate. Il
existe certainement dans & un nombre § tel que

If(®)l=la]| <w,

cac autrement les égalités (13) ne pourraient pas étre vérifiées. T
existe, pour la méme raison, un nombre £ tel que

|f(E)—a|=|b—a|>c=

En appelant o’ la plus grande distance a I'origine d’un point de la



— 38 —

région &, on a
[fl<o.  E]<o.

Les quatre inégalités précédentes sont identiques aux inéga-
lités (10) et (11). On peut donc déterminer une limite supérieure
de R, ce qu'il fallait établir.

Il est facile de se rendre compte que les restrictions imposées
aux fonctionnelles Uy sont Lrés pea restrictives. Les fonctionnelles
que I'on considére en général sont continues, c’est-a-dire tendent
vers une limite quand la fonction dont elles dépendent tend uni-
formément dans la région & vers une fonction limite o (x), sauf
peut-étre pour certaines déterminations particuliéres de o(z). 1l
en sera donc ainsi, en général, de Uy, si 'on prend pour o(x)
une constante «'différente de certaines valeurs exceptionnelles (o).
Pour les autres valeurs de 2, la limite de Uy sera une fonction
continue de a, qui peut étre égale & @ pour certaines valeurs (o).
La seconde condition (13) conduit de méme a considérer des
valeurs (B') et (8") de 2. Ces valeurs exceptionnelles de « for-
‘meront le plus souvent des suites finies ou dénombrables, de sorte
gu'en général aucun nombre (fini ou infini) ne figurera a la fois
dans 'une des suites (o/) ou (a") et dans P'une des ‘suites (f')
ou (#"). Les hypothéses faites dans I’énoncé du théoréme pré-
cédent sont donc vérifiées en général.

Considérons par exemple une condition de la forme

(14) S(E)=a,

le point § étant intérieur & la région &. Il n’y a aucune valeur

exceptionnelle ('), et la suite (") se réduit au nombre a. Si donc

on prend deux conditions de cette forme, avec deux valeurs dif-

férentes du second membre, le théoréme considéré s’applique et

'on retrouve le théoréme qui nous a servi de point de départ.
Soit maintenant une condition de la forme

(15) f(E)=6b.

La suite (o) se réduit a la valeur o. = . On voit donc déja que
deux conditions de cette forme ne conviendraient pas, car cette
valeur serait singuli¢re pour les deux. Les nombres (") com-
prennent toys Jes nombres sj 6 = o, et n’en comprennent aucun






