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SUR L'EQUATION INDETERMINEE a7 -+ bm= c», EN NOMBRES
ENTIERS DIFFERENTS DE ZERO, QUAND m EST FRACTION-
NAIRE, ET SUR UNE EQUATION ANALOGUE PLUS GENERALE;

Par M. Eopmono MaripLeT.

I. Nous nous occupons ici principalement de I'équation indé-
terminde

(.) am 4 pm—= ¢m

. . n
en nombres entiers (') tous % o, dans le cas o m = > est un

nombre rationnel > o, n et p étant premiers entre eux, et p >1.
Celte équation a déja été envisagée (2); mais il ne semble pas que
des résultats un peu étendus aient été obtenus i son sujet pour
n > 2; un Mémoire annoncé par M. Dutordoir n’a jamais été

publié & notre connaissance. Lorsque n est égal 4 1 ou 2, I'équa-

tion (1) admet les solutions évidentes connues
a=af, b="b, c=dcf,

ou a,, b,, ¢, sont les systémes d’entiers £ o en nombre infini

(') Sauf indication contraire, cette expression et celle de nombre rationnel
s'appliqueront toujours 4 des nombres entiers ou rationnels ordinaires ou naturels.
(?) Voir, par exemple, DuToRDOIR, Annales de la Société scientifique de
Brugzelles, t. XVII, 1893, p. 81; CASHMORE, Fermat's fast theorem, Londres, 1916.
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satisfaisant a
(1 bis) al + b} = c?.

Le théoréme que 1'on peut considérer comme vraisemblable et
que nous établirons, par exemple, pour m >1 et dans d’autres
cas, c’est que I’équation (1), n étant quelconque, équivaut a I'équa-
tion (1 bis), qui fait 'objet du dernier théoréme de Fermat, pour
chaque valeur de =, et présente, par suite, comme elle, de nom-
breux cas certains d’impossibilité pour n > 2.

Il yaun théoréme analogue pour l'équation indéterminée
a™ + b™=c™, ou les m;(i =1, 2, 3) sont des nombres ration-
nels > o, a, b, ¢ étant des entiers premiers entre eux deux a deux :
nous I’établissons, par exemple, quand un des m; est > 1. Enfin,
il y en a un aussi pour 'équation analogue & (1) avec m rationnel
négatif et égal 4°— m,, équation qui équivaut a I’équation (1)
pour m = m,.

II. Envisageons I’ensemble des entiers et des racines p**™* d’en-
tiers. L’ensemble ou corps formé & I'aide de ces nombres par
addition, soustraction ou multiplication est composé de nombres
entiers algébriques; en effet, les entiers ordinaires et leurs ra-
cines p"™e sont des entiers algébriques; de plus, la somme, la dif-
férence, le produit de deux entiers algébriques sont des entiers
algébriques (*).

Rappelons encore que, si «, 3, y sont des entiers algébriques
tels que vy divise a et {3, y divise aussi a + et 2 — f.

Pour déterminer les solutions de (1), on peut toujours sup-
poser a, b, ¢ premiers entre eux deux i deux.

Si, en effet, les entiers ordinaires @ et b par exemple sont divi-
sibles par le nombre premier ordinaire A, on a

n

n nion ’_‘\ n
a=hAd, b=2\>b, P = )J’(a"’+b’l’, = AP,

ou 8 est un entier algébrique; A divise ¢, car 37 est un entier ordi-
naire. Le raisonnement est analogue quand on suppose que c et,

(*) DiricHLET, Vorlesungen liber Zahlerelheorie, 3¢ édition, 1879, p. 452 et
suiv, :
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par exemple, ¢ ont un diviseur premier commun A, : celui-ci
divise b. Si donc (1) a une solution en catiers a, b, ¢ ayant le
plus grand commun diviseur d, soita =a"d, b =10"d, ¢ =c"d;
a’, b’ ¢” sont premiers entre enx deux & deux et solutions de (1);
inversement toute solution a’, 0", ¢" de (1) en donne une solu-
tion a, b, ¢, quel que soit d.

1. Envisageons donc I'équation (1) avec a, b, ¢ 20 et pre-
micrs entre eux deux & deux. On a

(2) cn = (a’"+ bm)p: an—+ bn+ C:}am bn—m 4 Cﬁa’"“ bn-ma |

Soient & un nombre premier (ui divise @, mais non p, A¥ la
plus haute puissance de X qui divise @; ona

(3) ch—agn— bn = Cl"alltl,rz—/ll+' L

dans le deuxi¢me membre, les termes non écrits sont tous divi-
sibles par @™, par suite par A2”#; le premicr terme l'est (')

ny

par A% et non par A” avec n, entier > An.

Donc ¢*— a”— b" est divisible par A et non par )\km)rﬁ; il
en résulte [note (') précédente, 3°] An = hp et, puisque n est
premier & p, k = A'p (k' entier).

Ainsi, 'exposant de la plus haute puissance de tout diviseur
premier de @, lorsque ce diviseur est premier 4 p, est multiple
de p; a est de la forme a = a?a,, ol a, est premier i p, tandis
(ue les diviseurs premiers de a, divisent tous p. On a, de méme,

(') Soient A, B, C, 8, 8, des entiers > o; 3, 8,, 3, des entiers algébriques :
& 0
1° Si AP = BP.3, BY divise A% et réciproquement; on lé voit de suite en remar-
quant que 37 est un entier ordinaire; quand 6 =0, B divise A.
9,

20 Si 3, = Alm B_’TC, soit ¥ la plus haute puissance du nombre premier A, pre-
1

mier & B et C, qui divise A : la plus haute puissance de N qui divise 3, est Am;

on le voit de suite en considérant 8%.
1

32 Si A = A8, ou 3, n’est pas divisible par M, on a 0n = ip (% entier On
le voit en envisageant &5, qui est un entier premier a A,
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b=10"by, ot les diviseurs premiers de b, divisent p, tandis
(ue b, esl premier a p.
D’autre part, d’aprés (1),

(_3) bn — ((;m_am)p: el (_, I)l’ [an__ C[l,cman» m_y .];

en raisonnant sur ¢ et celle formule comme on I'a fait sur a et la
formule (2), on voit que ¢ = ¢{ ¢a, ot les diviseurs premicrs de ¢,
divisent p, tandis que ¢, est premicr & p. On obtient alors ce
résultat :

Turorime |. — La résolution de Uéquation (1) équivaut
a celle de Uéquation

m n m n ._. nAn
(5) afa’+ by' b = ¢y cf,

ot ay, by, ¢y, premiers deux a deux, sont premiers & p, tandis
que as, by, cy, premiers aussi deur a deux, n'ont d'autres
diviseurs premiers que ceux de p.

IV. Reprenons la formule (3), en désignant mainténant par k
un diviseur premier commun de p et de a, par suile de a,.
Soient A et X* les plus hautes puissances de A qui divisent p et a.

. Nous avons besoin, pour la suite, de savoir déterminer la plus
haute puissance de A qui divise

p! .
al(p—a)!’

@ _
p=

au moins dans des cas ¢tendus. Soit

2= Ag M4+ A N1+ Ay, Ay > o, 02A; <A (J=0,1,..,10),

le nombre o éerit dans le systéme de numération de base A. On

sait ('), ou l'on voit facilement, que la plus haute puissance de X

qui divise o! est A%, avec

— Ao+ Ay +...+ Ay
(6) g = 1o s ).

Soit 2/« la plus haute puissance de A qui divise C¥; proposons-
] ‘ p?

(') Encyclopedie des Sciences mathematiques (J. Molk). t. 1. vol. 3, fdsc. 1,
/A

P 4
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nous de trouver, dans la suite f,, f3, ..., des fo d’indices crois-
sants, la suite S de ceux qui sont plus petits que les nombres
analogues d’indice plus petit.

Admettons que « soit divisible par A et non par It
(s=o,1,2,...). Ona, s, étant <,

y S N
CEN = Ci 5
avec

N=(p—a)..(p—a—M+1), D=(a+1)...(a+2I).

N et D sont chacun le produit de A% nombres consécutifs; dans
un pareil produit il y a un facteur oy, divisible par 3 et qui peut
étre divisible par une puissance de X d’exposant supérieur a s,,
A —1 autres facteurs divisibles par A%~! et non par A%, 22—
autres facteurs divisibles par A%~2 et non par A, .. .. Soit

Mi—a

c=si+A—0)(si— 1) +(M=X)(sy—2)+...= g

D, divisible par A% ne pourra I’étre par Aot que si le facteur
¢s, = @+ A% de D est par Ao+, ce qui exige s = s, ; st donc s > sy,
ou si a + A%, avec s = s, n’est pas divisible par A+, N étant divi-
sible par A9, on a

S 2 f o

Faisant successivement s = o, 1, 2; ..., on voit que les valeurs
de fo appartenant & la suite S font partie des valeurs

&s =S (s=0,1,2,...);

car si le nombre v =v, M, avec v, premier a A et > 1, f, ne fait
pas partie de S, puisque f,2 f,_», que v, — 1 soit ou non divisible

par A. On a

s =€p— €q— €p—q (a=»),
_a—1 _ M1,
=y T =’

st le nombre p s’écrit
P = Ma(BoM+ By M-t ..+ By) (Bo> o0, B;>0),

dans le systéme de numération de base X, on a

¢ = P—=(Bot.. . +Be),
r= A—1 ’
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quant & p—a, st 2k, et si le coefficient By, ; de A* dans p
est 0, ona

—N—(By+...+ B;—
(7) pn= P ():7—[ ¢ l);

dans les autres cas, posant B,,,=...=B,; = o, soit By, , le
premier des coefficients

Bls',+l—s~h Blr,+t—s—21 ey

qui soit 2 0; p— a s’écrit dans le systéme de numération de

base A

pP—a=Bodrttr 4+ (Breu— DN+ (A—1) N1,
H+ (N—1) N+ By s g A1

et
—M—(Bo4...4+Br—1)— () —1 u—s)
(8)  epa=2L (Bo B ) 0 =1 ‘
On a ainsi
(9) | &s=0 avec la formule (7),
’ 3 gs=u—s  avec la formule (8).

Par conséquent :

1° Quand s < k&, la seconde formule (9) ayant lieu,
ki+t—u=t, u=k, gs=ki—s;
2° Quand s = k&,
&s=o0, car B:# o;
3° Quand s > Ay,

8s=0 si Bitt—s # o0
et
gs=u—sk+t—s<t si Bjyrt—s=o.

V. Ceci posé, I'équation (3) a pour terme général dans le
deuxiéme membre C%am*bn~ma, lequel est divisible par A et

1
dy+ - .
non par A ° P, si
dy = fo+ kma.

Cherchons la plus petite valeur d,, de dy; kma croissantavec a,
fo, sera plus petit que f, quand & << «, et fera partie de la suaite S;



d,, sera un des nombres
(10) Gs= gs+ kmds.

Or G, = Am)* est plus petit que Gy pour s > A, (au cas ot
l'on peut avoir s > Ay); 2, correspond donc & un des nombres (10)
avec s = Ay, pour lesquels

(11) Gy=ky— s+ kmM.

Considérons dans (11) G, comme fonction continue de s; on a
Gy =kmMLA —1, Gy = km As(L)1)2 > o.

Nous nous bornerons a conclure que G’ est positif et plus petit
que G's, pour s >, si
(12) kmALX 21;
supposant cette condition remplie, dg, est 'un des nombres Go, G,;
ce sera (34 si

hy+km < ky— 1+ km),
km(N—1)>1;

cette condition et, @ fortiord, la condition (12) seront remplies si

A—1

(13) m>

Admettant que (13) ait lieu; dans le deuxieéme membre de (3),
1

. o« o . . ky+km+ = .

le premier terme est divisible par A+47 et non par A P qui

divise chacun des autres termes; donc ¢®— a®— b"= Ak +kmg,
1

ol & est un entier algébrique non divisible par 2. Il en résulte
[ne HI, note ('), 3°], par la considération de &7, que A+ Am est
un entier, c'est-d-dire A =A"p, ot A’ est entier; la plus haute
puissance de A qui divise @ est AP,

Un raisonnement identique s’applique & chacun des diviseurs
premiers de p qui divisent @ ou b, et méme, avec quelques chan-
gements de signes, & ceux qui divisent ¢ d’aprés (4), pourva que
chacun de ces diviseurs satisfasse & (13). Donc :

Turorime . — L'équation (5) du théoréme I peut se mettre
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sous la forme

(14) alzm alln, 4+ b'.z'" b/ln — 0,2'" 0,1”1

ona,b,c,a, b,,c, sont premiers entre euxr deuxr a deux,
et ay, by, ¢, n'ont d’autres facteurs premiers \ que ceux de p
qui satisfont a

1
15 ms ——.
(18) TA—1

En particulier :

CoroLLAtRE. — S, p étant le plus petit facteur premier de p,
on a

(16) m > _H-——L-—-T’

Uéquation (1) équivaut @ une équation de la forme (1 bis).

Ce résultat comprend un de ceux annoncés au n° [.

VI. Nous pouvons encore établir le résultat suivant :

Tatorkme IlI. — S¢, dans Uéquation (5) du théoréme I, un
des nombres ordinaires a,, by, c, est une puissance p""’”‘"
exacte d’un nombre ordinaire, cette équation équivaut encore
a une équation de la forme (1 bis). Il en est ainsi en parti-
culier quand p n'a pas plus de deux facteurs premiers dis-
tincts.

De méme, (14) équivaut a (1 bis) si ay, b, ou c, est une
puissance p“ exacte.

En effet, soient, par exemple,

by=pr, ay=a®b, =y p=w pi=wmp,

ol a, y ne sont puissances d’aucun autre nombre, ot §, est pre-
mier & p,, 0, & p,, tandis que w, et w, divisent p; soit, par
exemple p, = p,. Ona
x = a =ambom, s=cl= .(z:r,ﬁ',m’
(17) xP1= abin, P = Ye:", [atz + (byB)n]Ps = chan -\(01",
d’apres (3).
XLV. 3
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Si py=1, on a py=1, @s, by, c, sont des puissances p'*me:
exactes et (5) peut se mettre sous la forme (1 bis). D'autre part
on ne peut avoir p, >1, sans (uoi, 6,7 étant premier a P et
P2S pi, la premiére équation (17) ne serait pourtant pas irréduc-
tible, contrairement &4 ce qu’on sait ('), & cause de la derniére
équation (17).

On peat raisonner de méme, soit quand p, < p,, soit quand
c’est @, ou ¢y, et non by, (ui est une puissance p'*™® exacte.

L’extension & (14) est évidente. C. Q. F.D.
CoroLLAIRE. — Quand p a au moins trois facteurs premiers

distincts, soient i, (g, g avec py < g << s, les trois plus
petits. Si Uon a
1
s —1

m>

’

Uéquation (1) et U’équation (5) équivalent encore a une équa-
tion de la forme (1 bis).

En effet, dans ce cas, I'inégalité (15) ne peut avoir lieu que si A
est égal & ) ou & p,. Dans 'équation (14), &), b, c,, premiers
entre eux deux a deux, ne peuvent avoir d’autres facteurs pre-
miers que &, et pq, c’est-d-dire que Pun d'eux se réduit & 'unité;
le théoréme I1I ci-dessus s’applique.

VII. Tous les raisonnements, calculs et résultats précédents
s’étendent a 'équation indéterminée

(IS) a4 b = s,

ol a, b, ¢ sont des entiers ordinaires £ o et premiers entre eux
deux a deux (2), et ou

Ny ny .
my = o=— = —y Mo =

Ng n3
Py P P,

N;
Pa_P,

= — nmjz =

(') Tu. VAHLEN, Acta mathematica, t. XIX.

(?) On pourrait chercher a supprimer cette derniére restriction en essayant de
ramener, comme au n° II, le cas ou a, b, ¢ sont des entiers quelconques au cas
olt a, b, ¢ sont premiers entre eux deux 4 deux; mais des difficultés spéciales
apparaissent. Toutefois on les surmonte assez facilement quand on suppose que
deux des quantités n,, n,. n, sont égales entre elles el multiples de la troisiéme.
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N; o\ . . . ., . i .
[ (t="1, 2, 3) étant une fraction irréductible et p le plus petit
commun multiple de Py, Py, P;. On opérera presque mot pour
mot de la méme maniére.

Le théoréme (ue l'on peut espérer établir, c’est que l'équa-
tion (18) équivaut & équation

(18 bis) i+ b = s

en entiers a,, by, ¢, 7 o.
L’équation (5) est remplacée par

my N my hNg — o3 oN
(19) a,'a,'+bz=b“=-——c2acla,

ou ay, by, ¢, sont des entiers premiers deux 4 deux et i p, tandis
que les entiers aj. b,, €3, aussi premiers deux a deux, n’ont
d’autres diviseurs premiers que ceux de p.

Dans le cas ol p est quelconque, 'équation (14) du théoréme 11

devient
aal+ byabf= e,

ou a,. b\, ¢\, a,, b,, c;, sont premiers entre eux deux a deux,
el a,. U,, ¢, n’ont d’autres facteurs premiers que ceux A de p
satisfaisant respectivement &

1
A—1

(»0) m;s

(i=1,2,3).

Si I'un des entiers a), b}, c, est une puissance P, I, ou Dime
exacle respectivement, par exemple si p n’a pas plus de deux
facteurs premiers différents, on voit, en raisonnant comme au
théoréme III ('), que (18) équivaut & (18 bis). Cette méme équi-
valence a lieu quand une des inégalités (20) est impossible, car
alors un des nombres a}, b, c, est égal & 1; il en est ainsi (uand

une des quantités m; est plus grande (ue

» | étant le plus

—1

petit diviseur premier de p, ou quand les m; sont toutes plus

(') Si b, = 3P, on pose
a,= a®, ¢, = 7o, Pi=ap, P,=w;p,,

ou f, est premier a p,, 0, a p,.



grandes (ue = d’aprés la définition de py (n° VI, Corollaire).

3

VIIL. L’équation (1), ol m est négatif, équivaut & une équation
de méme forme ot m est positif.
Soit, en effet, I'équation

I 1 I
— ou bmem  cmagm — gmpm (m > 0) ;

(Ql) am + bm cm

¢ divise ab [n° 11, note ('), 1°], et si ab = Cc,

am—+ bm = Cm,

Soit d le plus grand commun diviseur de a et b, a =ad,
b= Bd, ol a,  sont premiers entre eux; d divise C, et C = yd,

(22) am 4 pm =ym;

a, B, étant premiers entre eux, le sont aussi chacun & vy, car un
diviseur commun & o et y, par exemple, diviserait 3 (n°11). L’équa-
tion (22) est de la forme (1). On a '

ab=oaBd?= Cc = ydc, afd = ye,

et y divise d.
Inversement, soit a, 3, ¥ une solution de (22) en entiers 3£ o
et d un multiple quelconque de v; posons ed =yc; ona

(«( dc)m — (a dc)lll+ (Bdc)’";

solent
a=ad, b=4d, ydc = afd?= ab,

(ab m— (ac)m+ (bc)m,

et I'on obtient une solution de (21). Les équations (21) et (22)
sont enticrement équivalentes; cette conclusion ne suppose

pas p > 1.



