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SUR UNE CLASSE DE SERIES DE TAYLOR
ET LES FONCTIONS ENTIERES ASSOCIEES (');

Par M. P. L. Srivistava

(Université d'Allababad).

I. L'objet de ce travail est de montrer que, dans certains cas,
on peat établiv certaines relations réciproques entre la fagon dont
se conduit la fonction f(s) représentée par la série de Taylor

x

~
(1 Cp s,

"

et la facon dont se comporte asymptotiquement la fonction entiére
qui lui est associée, soit

z

QR
(140 u\:r:::z .
n'

0

Or. on sait que si la fonction entiére (1,) est d’ordre 1 et de
type A (A >> 0), suivant la terminologic de M. Pringsheim, le rayon

de convergence de la série de Taylor (1)) est IE-’ et réciproque-
ment (2). Ge résultat m'a conduit a étudier la fonction f(3) repré-
sentée par la série (1,) dépendant de la fonction a(z), sous
conditions convenables en ce qui concerne la fagon dont elle se
comporte asymptoliquement, en méme temps que le probléme
réciproque. Cette étude a abouti au théoréme suivant, qui me
semble nouveau ¢t d’un caractére suffisamment général.

+

(') Ce qui suit est emprunté ¢n substance 2 ma These pour P'obtention du
grade de docteur ea philosophic de 'Universit¢ d’Oxford. Je suis profondément
reconnaissant au professcur G. H. Hardy pour toute I'aide et les conseils que
J'ai recus de lui au cours de ces travaux.

(*) A. PriNgsHEIM, Elementare Theorie der ganzen transcendenten Funk-
tionen von endlicher Ordnung ( Mathematische Annalen, t. 58, 190}).
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Tutorime. — Supposons que, dans le plan des z, une courbe
Jermée T soit donnée par son équation polaire tangentielle

(13) pP=2Y)  (1¥]<m),

ot A(Y) est une fonction continue réelle de §, dont la valeur

mazximum est k. Supposons de plus que N (§) et} () sont con-
tinues,

rMa)=A—rx), N(x)= N(—=)

et que l'on ait soit
M)+ 2"(Y)=o0 (1),
soit
My)+2(4)>0  pour ¢S

Soit C lacourbe inverse de I' ( par rapport a Uorigine) tournée
d’un angle droit dans le sens direct. La condition nécessaire
et suffisante pour que

o

S(3) =ch zn

0

soit une branche d’une fonction analytique, réguliére et uni-
Jorme dans la région contenant l'origine et entourée parC, et
s’annule a Uinfini quand C est une courbe finie fermée a
laquelle Uorigine est exterieure, et que cette courbe soit une
ligne singuliére (?) pour la fonction f(z) est que la fonclion
entiere associée (1,) satisfasse a U'égalité asymptotique

) lim sup CEL2CEN] 5 4y (14 <n).

P> P

Les trois paragraphes qui suivent sont consacrés 4 démontrer ce
théoréme, et, dans le dernier, j’en mentionne quelques cas parti-
culiers.

2. Je commencerai par démontrer le théoréme suivant :

Tutorime. — Si la fonction entiére (1,) est d’ordre 1 et de

(') Auquel cas I' se réduisait 2 un cercle-point.
(?) Qui se réduisait 2 un point-cercle pour A(¢) + A" (¢).=o.
LvIl. 11
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type k, et satisfait a l'inégalité
(2y) La(ped) | <L epthtPi+el avec |[$1<=

[tous les ¢ >0 et p294(2)],

oit 1(§) vérifie les conditions posées au numéro précédent, alors
: ‘ N\
(2y) f(z):}_‘c,,z"
(4

est une fonction analytique de z dans la région contenant
Uorigine et entourée par la courbe C qui touche extérieure-
ment le cercle de convergence de la série (2,) au moins une
Jois. De plus, siC est une courbe finie fermée é laquelle Uori-
gine est exterieure, f(s) s'annule a Uinfini.

Commengons par obtenir une représentatiomn géométrique

de A(¢). Posons

(23) o= singh($) - 1’ (§) cosy,
(24) ¥y =—Nd)cosd N (Y)sing.

z et y sont alors des fonctions continues de §, avec

z(D=x(—7), yiz)=y(—=n)

et
(23) M) =axsing — ycosy;
A . (1'
(2¢) ;'i‘:};_ = !ang(P’
2 S
(a1) Ay sectd

drr = X =N
[a condition que A{()+2"($) > o
" Par conséquent, il s’ensuit que, quand on a
Ay + N (d)>o.

il existe, dans'le plan des'(z, y) ane courbe fermée I, dont I'équa-
tion cartésienne peut étre prise sous la forme

(28) y=U(x) ou z=W(y)

U'(z) est monotone pour || ; et devient infini pour [{¢|= ‘;‘:’
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et U'(z) 2o selon que [[S - Z. W/(y) est continu excepté pour
=oet y=mu W’'(y) est néfrauf sio<<y<m, et posmf s1

—n<¢<o
L’équation polaire tangentielle de T est

(22) P=2Y)  (1d]<R),

ou p est la longueur de la perpendiculaire abaissée de I'origine
sur la tangente a I' dont la direction positive fait un angle ¢ avec .
la direction positive de I'axe des z. p est positif ou négatif suivant
que le centre de¢ courbure en un point P et Porigine sont du méme
coLlé ou de cotés différents de la tangente a P.

Considérons maintenant le cas ou A(¢) +2"(¢) =o.

En différentiant (2;) et (2,) par rapport a ¢, on observe immé-
diatement que x et y sont des constanles, de sorte que la courbe I
dont I’équation polaire tangenticlle est (25) se réduit a un peint-
cercle. Mais ce point-cercle ne peut pas étre situé a l'origine a
moins que A = o, €as que nous avons exclu a priori.

- Désignons encore par C l'inverse de ' (par rapport a I'origine)
dans le plan des z ayant pivoté, d’'un angle droit dans le sens
direct. )

Maintenant, nous sommes ¢n mesure de demontrer le thcoréme
énoncé au commencement de ce numeéro.

’ 1
Le cercle de convergence de la série (2,) est|z]| = 7’ de sorte
que la fonction représentée par la série

. Cn
(2100 sn+

0

est une fonction analytique de s en dehors du cercle |s| =k, et
s’annule a 'infini.

Supposons pour un instant que s soit réel et > 4. On a alors la
formule

N < ® .
(241) J(S) ZZ sn+n Zf a(z)e—s" dz}
0
[\]

ot

©

“(5) =25

0
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Soit
xu‘lJ)
(242) Jks,ay):f i 31e= d3,

o

ou l'intégrale est prise l¢ long du rayon vecteur faisant un angle
(] |<n) avee axe réel positif. En posant 5 ==ge? et s =Re®,
on a

(2y3) fo(zre=s e -sikeoslup)=bdi-z (:>0),

de sorte que J(s, ¢) représente une fonction réguliére de s dans le
domaine D donné par

(213) Reost04d) 20d) 43 hd).

Supposons maintenant que nous prenions deux valeurs de ¢,
soient ' et ¢’, suffisamment proches I'une de l'autre. l.es
domaines D (') et D(4") auront alors une portion commune, ct,
pour un domaine de valeurs de s comprises dans cette portion, les
expressions J(s, ¢') et J(s, J") seront égales. Car

i)
-

lceibziperte—no >0 pour o > x.

Si s est dans la région

Rcost O g by > 4y,

¢ variant de Y’ a " et A, étant la valeur maximum de 2(¢) dans
I'intervalle ¢'<¢ <4

En conséquence du principe de prolongement analytique, les
fonctions de J(s, ¢") et de J(s, ¢") sont le prolongement analy-
tique I'une de Tautre. Si I'on introduit maintenant un ensemble
de valeurs de ¢ suffisamment proches les unes des autres, et com-
prises cntre — 7 et 7 et si I'on compare deux a deux les expres-
sions J(s, 4) correspondant a ces valeurs de §, on arrive a la con-
clusion que J (s, ¢), ou & peut avoir une valeur quelconque entre

(') De deux poinls P ¢t QO d’'un méme rayon vecteur issu de l'origine o,
chacun est dit I'inverse de 'autie quand OP.OQ =1,
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— m et + 7, donne le prolongement analytique de la fonction J(s)
définie par (2,,).

Il s’ensuit, par conséquent, .que la fonction J(s) est réguliére
dans le domaine D obtenu en faisant variecr ¢ de — = a = dans
I'expression D () donnée par (24,), Il reste maintenant & démon-
trer que D est la région extérieure a 'enveloppe X de la famille
de courbes

(215) Rcos(8 +¢)=2a(d) ()<=

En posant Rcosd = et Rsind =1¢, I'enveloppe de (2,;) est
donnée par le moyen des équations

(216) ogcosy —¢siny = A (¢),
(217) —ososin ¢ — tcosy = N (¢),

ce qui conduit immédiatement aux équations (2;) et (2,) avec z
remplacé par — ¢'et y par — o. Il s’ensuit, par conséquent, que la
courbe X dans le plan des s peut s¢ déduire de la courbe I dans le
plan des z, y en substituant —.¢ a z et — o a y dans I’équation
cartésienne de cette derniére courbe. On peut aussi suggérer une
méthode mécanique pour obtenir X a partir de T'. Superposons le
plan-des xz, ¥ a celui des s, les origines et les axes coincidant.
Tournons la courbe I' d’un angle droit dans le sens rétrograde
dans son propre plan, et faisons-la pivoter d’un angle n autour de
la verticale passant par l'origine, alors I coincidera avec .

Il est également facile de démontrer que J(s) est une fonction
uniforme de s en dehors de 2. Donc J(s) est une fonction analy-
tique de s en dehors de 2, et s’annule a l'infini.

La courbe X est entiérement a 'intérieur du cercle |s| =k,
qu ‘elle touche au moins une fois. De méme, si 'origine est exté-
rieure a 3, etsi

is)=Y 2,

sll.
[\]

alors. J, (o) = o; puisque J(s) = J—’-f-:—), et J(s) est régulier a I'ori-

gine.
. 1
Or, en cffectuant la transformation z = -, on verra que X se
' s
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transforme (') en la courbe C, et 'on a le résultat du théoréme
énoncé ci-dessus.

3. Ensuite, nous allons établir la proposition réciproque.
C’est-a-dire que nous allons supposer que f(z) est une brancde
d'ure fonction analytique, univoque et réguliére dans la
région contenant l'origine et entourée par une courbe G(mais
non pas dans une région quelconque plus étendue de méme
nature), dont la courbe inverse tournde d’un angle droit dans
le sens rétrograde a comme équation p =1.(}), (| 4| <) ou A(Y)
vérifie les conditions mentionnées au paragraphe 1. De méme
S () = o, si Cest une courbe fermde finic a laquelle U'origine
est extérieure. Dans ces conditions nous allons montre - qu'il

existe une seric de Tny/och,,s” qui représente f(s) dansle
) 0

voisinage de Uorigine et qui est telle que la fonction entiére

associée

=
cp st
(34) sy = E ','l‘ .
) '

vérifie 'inégalité

(3,) |aipetd)| < erivb+al  pour |¢|<=
[:>0 et 5 2p0(8)]

. 1 .
En effectuant la transformation z = -1ona la fonction

J,(.\')E_/'(%>

réguliére et uniforme en dehors d’une courbe fermée 2 qui dérive
dela courbe T [p =2(¢), | ¥|<n] d’une fagon spéciale. X tomche
intérieurement le cercle |s| = A au moins unc fois et est entiere-

(') Pour bien comprendre ceci, dessinons T, £ et C sur un méme plan, a
savoir l¢ plan des 3. Alors un point P de T’ dont les coordonnées polaires sont

(9, J) se transforme en un point P,(p, — i-) — q,) de X, lequel se transferme en
un point P=<é, 1—; +',';> de C. Donc P, est Iinverse de P que l'on a fait pivoter
d’un angle droit dans le sens direct.
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ment comprise dans ce oercle. J, (0) = o si I'origine est extérieure
a la courbe 2.
Le théoréme de Laurent donne

(33) J,(s):Z%f,

la série convergeant uniformément en dehors du cercle |s|=/.
Or on obtient par le théoréme de Cauchy

, ) zn ] etdu
( 35) _— = — 9
n! 2T un+t

le contour d’intégration étant un cercle autour de l'origine.
En multipliant les deux membres de (3,) par ¢,, et intégrant

sous le signe [ depuis o jusqu’a 'infini, on a
gue P Jusq ’

c zll e'l:
(35 alg)= E < — T.l,(u)(lu,

~l

a condition de supposer que le contour d'intégration est
I s|=k+8>k.

Mais il est clair a présent que le contour d’intégration de (3;)
peut étre remplacé par toute courbe fermée du plan des u pour

hile)

laquelle J(u) = est unc fonction analytique de u. Or J,(u)

est une fonction anaiyuque de uen dehors de X dans le plan des «
et s’annule a I'origine si cette derniére est extérieure a 2. Donc
J(u) est une fonction analytique de u en dehors de . On peut,
par conséquent, choisir une courbe fermée X' parallé¢le a X et en
dehors de celle-ci a une petite distance arbitraire ¢ et la prendre
comme contour d’intégration de sorte que 'on ait’

35) i 3) _z L La e"z.l('u) du. .

21{1

Il est évident que a(z) est une fonction entié¢re de z et il nous
faut chercher a obtenir une limite supérieure de |a(peit)].
Posons
wu=—(y-+ir) e z=peY=c+1in.
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Alors le contour d’intégration, soit I', dans le plan des zy, a
comme équation

(3;) p=x(0)+e=x.(0) (") (dans la forme polaire tangentielle),

ou -

¥y =Ui(x) ou xr=W,(y) (dans la forme cartésienne),

ou § est 'angle que la tangente a la courbe fait avec le sens positif

de I'axe des . U, (x) est univoque pour |6!2 = et U (x)2 o sui-

2
vant quc]G]§€'—-

W' (y) est continue pour o < |6|<<m, et W) (y)<o siivant
que 0 <6 <mouque —7<<8<<o(?).

Désignons par M(¢) la valeur maximum de I%l sur I'.

De méme
/ .
ﬂt:{séc(){. et ﬂ':!cosécO,.
dy dy
Par conséquent
(3s) |a(pei¥) | SM(¢) [ elxa—re)!séch | dur,
P =

ou
< .\l(s\fe(»l‘fh."il | coséc | dy.

Il s’ensuit que la valeur maximum de |a(z)| dépend de celle
de =% sur le chemin d’intégration.
Dans un intervalle de valeurs de y pour lequel U, (z) est

continue,
F(ry=aon— Uy(x)e

est maximum quand
(3g) Uj(x) = tang0 = tang;

car alors I'(x) <Z o.
De méme, dans un intervalle de valeurs de y dans lequel

(1) Ceci représentera un cercle de rayon € quand A(8) + 2"(8) = o.
(?) Ces propriétés de la courbe I'" dérivent de celles de I' discutées au para-
graphe 2. .
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W', (y) est continue,
Cy)y=Wi(y)n—ye
est maximum quand ’

(310) Wi (y)=coth =0 =coty;

car alors C”(y) <o.

Il s’ensuit donc que, si p et § sont donnés, la valeur maxima de
I'expression (zn — ye) sur le chemin d’'intégration s’obtient en
posant 9 égal a . ,

Comme un point (#, y) du chemin d’intégration vérifie les

~ équations

(311) { o= A(0)sin 0N\, (0)coso,

¥ =—n(0)cos® +2,(0)sin0,

on a comme valeur maximum
(zn—ye) =phi(¥) = pg[A(¥) +e].
Donc l'inégalité (3,) peut étre remplacée par-
(312) ia(pe"‘l’) | <eslrh+el  pour |¢|<m, >0 et p2py(e)

C’est ce que nous voulions démontrer.

4. Dans ce numéro, je démontre le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point P de 2
dans le plan des s soit un point singulier de

L]
Cn

o=s(2)-

est que
logla(peld) -

(41) A(Y) = limsup
p—>= P

pour la valeur correspondante de ¢, avec

c z".
(=355

[

Ici, deux cas sont a considérer :
I. Supposons que 2 ne se réduise pas a un seul point.
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D’abord on montrera que la condition (4,) est suffisante.
L’équation cartésicnne de 2 dans le plan des s est

(42) o=—U—¢t)=V¢).

Maintenant prenons un point P (g, ¢) sur X tel qu'il existe un
intervalle ¢, <¢<¢, dans lequel V'(¢) est continu. Alors, on a, a
partir des calculs faits au numéro précédent,

Cia) hivy=Vitrcosy —sinb.

Il reste maintenant a montrer que si 'expression (4,) est vraie,
P est un point singulier de J,(s). Supposons, si c’est possible,
que P est un point ordinaire de J,(s). On peut alors choisir
(ty— ty) assez petit pour que J, (s) soit régulier en dehors de la
corde

(i) 3=Vt LS,

ou
Nitrili—t)y =Vt it —t) + Vit oty — 1. ’
Or V(t)2V(¢t), pour t,< t < t,, sclon que 'ensemble corres-
pondant de valcurs de ¢ n’est pas compris ou cst compris dans

I'intervalle (— .Tjt’ + n) ('), de sorte que le vésultat de la substitu-

K3
tion de \'-(t) en place de V(¢) daus (4;) signific une diminution
de A(¢), ce qui est contraire a I'hypothése (?). Donc P est un
point singulicr de J, (s). .
De la méme fagon, on peut ctablir le résultat cherché si P est

. It .
dans un intervalle de valeurs de o dans lequel :h est continu.

(') Si le point (z.)) deI' (discul an paragraphe 2) correspond a P sur X,

dy _ds dy —d's __— )
de =tV dE = 4B Donc V'(¢) "o selon que la

alors r=— ¢, y =—7s

valeur correspondante de ¢ est telle que | ¢ [; ;
(*) Car (4,) implique dcux incégalités :

(a) a(pel) | <epihiy)re,

pour tous les e >0 et p2p,(e),

() ja(oet) | > ephvi—el,

pour une suite correspondante de valcurs dont la limite est infinie.
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En second lieu, nous allons montrer que la conditien (44) est
nécessaire. Au numéro précédent, on a démontré que

(4s) limsup
p—>=

loglalee)l oy iy, (jyr<m. '

Il s’agit ici de démontrer que si P est un point singulier, alors
I'inégalité est inadmissible pour la valeur correspondante de ).
Supposons, si possible, qu’il en soit autrement. On peut alors
montrer, en suivant la méthode du par.agraphe 2, que P est dans
une région de régularité de J,(s), ce qui est impossible.

Il. Supposons que X se réduise a un point (différent de l'ori-
gine). Soit (a, &) ce point. En ce cas, A({) = a cosy — bsiny, ou
a ct b nc peuvent étre simultanément nuls.

Or, si la relation (4,) est vraie, il faut démontrer que le
point (a, b) est un point singulicrde J, (). Supposons, si possible,
qu’il en est autrement. Alors, en raison du théoréme de Liouville,
3y (s) se réduira a une constante, qui, dans ce cas, doit &tre nulle,
puisque J,(s) =o. Cela signifie que tous les coefficients de la

sérieE j,’;’ sont nuls, de sorte que 1a fonction entiére a(z) = o, ce
0
qui est absurde en raison de I'égalité (4,). Donc le point (a, b)

est un point singulier de J, (), ce qui établit que la condition (4,)
est suffisante.

I.a démonstration de la deuxiéme partie du théoréme est la méme
que dans le cas T.

En combinant maintenant les résultats de ce numéro avec ceux
établis dans les deux numéros précédents, on obtient le théoréme
énoncé au paragraphe 1.

3. Finalement, je vais mentionaer quelques résultats particuliers
que l'on peut facilement faire dériver du théoréme du para-

graphe 1.

1. La condition récessaire et suffisante pour que le cercle de
convergence de la série

£(2) =2-‘" =,
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1 . . . . . .
| 2| = 2> ot k est fini, soit une ligne singuliére pour la fonc-

. . .. .y N Cc, 3"
tion f(z), est que la fonction entiére associce a(z) =z—

nl
0
vérifie U'égalité asymptotique

X log aiceid)! )
limsup —2————_ =&k, (jd]<x).
o> x 3 -

Ce résultat figure implicitement dans le Mémoire de M. Borel :
Sur les séries de Taylor admettant leur cercle de convergence
comme coupure ().

11 (). La condition nécessaire et suffisante pour que

.
-

SJisr= Y c 3"
0

soit une fonction entiére de sans terme constant est que

—_—
3

la fonction entiére

»
c, 3"
a(3) :Z 7
n!
[}
vérifie Uégalité asymptotique

limsup

] 1 ]
log! aigeid) |
p->=x ¢

=cosY (g

HI. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

£
Stz = E c, 3"
°

soit réguliére et uniforme dans la région extérieure a un

cercle de rayon « tracé autour du point z :\/l + a? s’annule
a Uinfini, et que le cercle soit une eourbe singuliére, est que la

(') Journal de Liouville, t. 2, 1846.

(?) Comparer ce théoréme avec le théoréme bien connu de Wigert, que 'on
trouvera dans un travail de M. G. H. Hardy « Sur deux théorémes de
MM. F. Carlson et S. Wigert » (Acta mathematica, t. 42, p. §32).



fonction entiére

vérifie Uégalité asymptotique

limsuplogl a(petd)| _

a +/1-+-atcosy (e
p>= P

[17AN
A

IN'. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
QU
f(;) :ch 3"
]

soit réguliére et uniforme dans le demi-plan R(z) <1 compre-
nant Uinfini, et pour que R (z) =1 soit une courbe singuliére
est que la fonction entiére

»
R c, 3t
a(z)= —_—
(2) EI Y
0

verifie U'égalité asymptotique

log|a(petd)| _

lim sup jl)(!+005'1J) (dlsn).

p->o e

Les résultats ci-dessus suggérent que, en supposant 'existence
d’une série de Taylor dont le cercle de convergence est une courbe
singuliére, on .peut construire une autre série de Taylor pour
laquelle la ligne R(2) =1, ou le cercle de rayon « autour du

point z =\/1 + a? soit une ligne singuliére.




