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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LE CALCUL DE CERTAINES DEFORMATIONS ELASTIQUES,
AVEC APPLICATION AU SPIRALE DE MONTRE (suite et fin).

Par M. J. Maac.

28. Cas pu spiraL CYLINDRIQUE ('). -—— On sait que, pendant la
déformation, les spires restent circulaires. Admettons, d’autre
part, que 'on puisse négliger les courbes terminales. Nous allons
donc calculer H pour un arc de cercle de rayon R et d’angle au
centre ) = 1.

R .
Soit « Pangle polaire du point P. On a s =Ru. Quant au

i i le polaire = et pour rayon vecteur
point G, il a pour angle po S etp y

2Rsin7[£
0G = — 2.

u

On en déduit

L L "

Y 4sin?—  4sin —cos —

32 2 2 2
2=PG =R*| 1+ —_ .

! u? w
D’ou
I
H=1Re [ [wr+2(1—cosu)—2usinu] du
ou
. L5 /33 R N s
(93) H= _: F T2k 2hcosh—fsing ).
FERANE:

(') Tous les ealculs qui suivent, jusqu’au n* 36, étaient imprimés, lorsque jai
découvert qu’il était possible de les simplifier considérablement, tout en les
rendant plus exacts. Cetté nouvelle solution a été ajoutée a la fin du Mémoire.

LVIH. I
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Au premier abord, comme on suppose ). trés grand, on peut
étre tenté de réduire la parenthése & son premier terme. Ce
serait parfaitement légitime si 'on s’cn tenait au simple calcul de
H pour une valeur déterminée de 2. Mais, si 'on veut calculer les
termes en 9, de la formule (g2), il faut évaluer les coefficients A,

, . H . . .
du développement cn série de i, suivant les puissances croissantes
de 9. A cet effet, on peut, par exemple, employer la formule de
Taylor. Or, en dérivant iﬂs par rapport & 2, on voit que l'ordre

infinitésimal des termes obtenus en dérivant les facteurs cos}

ou sin? reste toujours le méme, tandis que I'ordre infinitésimal
1
32
unité. Au bout de deux dérivations, le terme en cos? a le méme

des termes obtenus en dérivant

augmente chaque foi. d’une

. . 1 . . . .
ordre que l¢ terme déduit de CoEh Puis, il devient d’un ordre infé-
rieur. On voit donc que le calcul des coefficients de la for-
mule (92) serait complétement faussé, si U'on faisait immédia-

tement Uapproximation précédente. 1l taut dériver d’abord et
Pl /

. . . i
seulement ensuite négliger les termes d’ordre supérieur en 5
Posons
" 1070 : + ’ +"u>} i i’
=l ON) T e - S CON/A — TN e
.5 30t 7 2 73

En appliquant la formule de Leibnitz, on a

(200 41)! (2n 4+ 3)!

(of) FEMO) = —=Zn=+ —5

-+

i

2n 1‘0*().+/l_:>(—l)/’(')ll—/l+"§)!
+ i (N 2
T3 fan J.an— e
=0

/

sin().-&— /1§>1-—1)"(1».n—/1+ 0!

n
_INY ‘ .
6 2 yoan—h

h—=0

.« . o 3. 1
Cherchons le terme d’ordre minimum, ¢n considérant ; comme
infiniment petit principal.
Les termes de la scconde ligne sont au moins d'ordre 4 et ceux
de la troisiéme ligne sont au moins d’ordre 5. Dong, si n = o, le
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terme principal est le premier. Autrement dit, F(2.) est asympto-

. L0 . ..
tique a 333’ comme nous le savions déja.

Pour n =1, nous avons deux termes ¢n

2(1

cosA
~—A——) Si cos?. est égal & un ou en est trés voisin, il

l" dont la somme algé-

brique est

msm)

. 1 .
faut prendre aussi les termes en f37CC qui donne ~Mais, dans

ce cas. sin ) est nul ou trés petit. Il nous faut done poussewusqu "au
 ter \ . d L 4o(14-2c082)

erme en F’ ce qui nous donne ~————
écrire asymptoliquement, dans tous les cas,

- Dés lors, on peut

. s " 10 sin )k 20(1 4 2 COSN)
(93) F U)*— I— COSA - {- — .
’ X A
P > li , . 2(—1)"cosd
our n22,nous n’avons plus qu un terme en F’ qui est _—)\‘_—— .

Si cosk est nul ou trés petit, il faut prendre les termes en — ce

3
. A(—1)" : si
qui donne — =1 (4)": ZO50%  Dans tous les cas, on a donc

asymptotiquement
(5)6) -.n)()) :f;”.[pns)_)(’,} _x_])_m_l.] (n>1).

Poriant dans (92), il vient, en appelant R, Je rayon naturel,

’

_ AT m R 303 ) 10sinJy | 20(1-k 2 C0skg)
7) - =%x ;1-4— 503 I— cos hy4- » + x
\
3 5 037 (— 1) - L sindg
+ 427—@3 costo—2lip e = ¢
p=2

Cette série est évidemment convergente.
Sil’on s’en tient aux deux premiers termes, on a

‘cl-.

AT mRj 30
(98) F==%x ' >

10 sin ) 20(1 -+ 2 COSA
5 [I—COS)\o—%— L 4+ ( 0)] (

Yo : "3

o

29. Si I'on commet I'erreur d’approximation qui consiste &
réduire F (1) & son premier terme, c’est-a-dire a remplacer chaque
couple perturbateur par sa partie principale, sans prendre garde
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a la répercussion sur la partie- variable AT ('), le coeffi-
63
A3
. , . . . .
Mais, ce n’est asymptotiquement exact que si Ao est a la fois

cient de :3 dans la formule (g8) est égal a z C’est plus simple.

. . . . T oy o - . .

trés grand et multiple impair de : (*). Si 74 est un multiple entier
. . . . ) .90

de 27, on voit, au contraire, que le cocfficient de 6; devient )‘l;.

(]

Si 7, est ltiple impair d il est asymptoti A
i 7 est un multiple impair de , il est asymptotique a ;5
La formule (98) est pratiquement suftisante si 9, cst trés petit.

Mais, en réalité, les oscillations du balancicr atteignent fréquem-

3 .
- Dans ce cas, il faut

ment 'ordre de un tour et demi, soit 5,— S

prendre en considération un asscz grand nombre de termes de
Ia formule (97), car ces termes ne décroissent pas rapidement.
Ils peuvent méme commencer par augmenter. Si Pon prend, par

; 3 L e, .
exemple (3), Ay =207 €t fy= 5 la séric s'écrit
4 0,00013 40,0116 — 0,0072 4 0,0024 — 0,0666 40,0001 = 1,006].

On voit qu'il faut pousser jusqu’au septiéme terme pour obtenir un
terme inférieur au sccond. 1l est vrai que cclui-ci est accidentelle-
ment Lrés pelit.

C s R T L. .. . .
Si l'on prend 7y =207 + 5 la série s’écril approximativement
14 0,008 4 0.0013 — 00,0031 40,0008 — 0,0013 40,0003 == 1 0c¢Ro.

Le¢ deuxiéme terme est & peine trois fois plus grand que le qua-
trieme, lequel est presque trois fois plus grand que le troisiéme.

30. A tire de contrdle de nos calculs, nous allons évaluer les

{') Sans commettre, bien entendu, d’autres errcurs. M. Andrade serait effecti-
vement parvenu au coefficient -, s'il n'avail laissé ¢chapper unc faute de signe
2

(loc. cit., p. 283, ligne 2i; le premier terme du second membre doit étre pré-
5
7

{?) Clest-d-dire pour un spiral de Le Roy. On verra, a la fin de ce Mémoire,
«qu'il en est pratiquement de inéme si 'on tient compte des courbes terminales
précédemment négligées.

(%) Cf. GrossMANN, t. II, p. 312 et 316.

eédé du signe —), qui I’a conduit au coefficient
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cocfficients A,, du développement de parla formule (77). On &

2(—1)n ; . s , , ,
—_——— (h—uwyuu'(u—u'rrcos(u—u')ydudu
(2n)! prn+s :

(o< <),

/\ ap =

Faisons le changement de variable u — u'=¢; il vient

A A= G {id
A9 L — — — o .« ('
Aoy ("v”)!)‘m%_,’(/b (h—w)yucu—ysy)orncosedudv

(o<l ).

lntégrons par rapport a u :

=
(99) Ay = (/ o) (h—vp)eeose de.

G(an)! ain+s

Si nous posons
P(v)=e2(h— ) (L),

I'intégrale indéfinie s’écrit, en intégrant par parties,

(100)  Q(e)y=sine P (¢)=-cose P'(v)

—sine P"(¢) —cos¢ P”"(0) + sine PW (¢) +....
Les trois premiers termes non nuls de Q(2) sont
— cosh P"(1) + sink PO (1) 4 cosi PEI(2),
soit, en appliquant la formule de Leibnitz,
(101) 12[ 22+ cosh — 2(4n 4+ 1))k sinh — fon?i2n—t cos ]
Les deux premiers termes non nuls de — Q(o) sont

(—1)n+t ])qin+l)(0) -+ (— ])n P(!rH—:&;(“)’
soit

(102) (—Dma(an 1) 234 (—1)n2(2n == 3) %

Pour n = o, (101) est négligeable devant (102) et 'on a asympto-
tiquement

"

o

..

Ao=

3
IS

Pour n =1, on a asymptotiquement

(103) A= )I

sin A I+ 2COoS2
l-——C()SI 10 -—.—+2 e | g
+ I3 At

ce qui confirme (93).
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Pour n > 1, on a asymplotiquement

IN

2(— 1) . sin i
(104) Ny = -(—l— [co:-:/\ —o(4n-+1) — ] 9
ce qui confirme (g6).

31. InvLUENCE DES courBes TErMINALES. — Nous avons admis,
dés le début du n® 28, que 'on pouvait négliger les courbes termi-
nales. Cela parait assez justifié, au premier abord, par le fait que
la longueur de ces courbes est trés faible, vis-a-vis de la longueur
totale du spiral. Mais les résultats que nous venons d’obtenir font
naitre de séricuses inqui¢tudes quant a la légitimité de cette
hypothése.

Nous avons vu, en effet, que le seul fait d’allonger : spiral
d’un quart de spire, par exemple, peut modifier complétement
I'influence de %, sur la durée d’oscillation. Or, les courbes ter-
minales atteignent largement cet ordre de grandeur. 1l est donc
vraisemblable de supposer que leur adjonction au spiral apporte
des corrections notables aux coefficients de la s'rie (7). Mal-
heureusement, le calcul de ces corrections parait comphiqué. Mcus
avons pu le faire dans le seul cas ou les courbes terminales sont
uniquement constituées par des arcs de cercle. Ce calcul est trop
long pour pouvoir étre exposé dans le présent Mémoire. Au
surplus, des applications numériques concrétes sont nécessaires
pour permettre d'en apprécier Pimportance. Enfin, il y a lieu
d’examiner quelle forme il convient de donner auxdites courbes
pour diminuer le plus possible la perturbation globale d’isochro-
nisme due a P'imertie du spiral. Nous espérons pouvoir élucider
ces questions dans un travail ultérienr (*).

32. Cas vu sviraL rLat. — Supposons que la forme naturelle
soitune déceloppante de cercle (¢f. Moviin, Comptes rendus de
U Académie des Sciences, 1g mai 1913). Apres déformation,
nous n'avons plus une telle courbe et le calcul eract de H
en fonction de 6 parait impraticable (*). Nous allons donc
employer la formule (77).

(') boir a la fin da Mémoire.
(*) Voira la fin du Mémoire.
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Soient R le rayon de courbure au piton, R' le rayon de courbure
a la virole, r le rayon de courbure en un point quelconque, u
I'angle polaire de la tangente en ce point, } 'angle polaire de la
tangente a la virole. Nous avons, en choisissani 'axe Ox de telle
maniére que¢ « s’annule au piton,

(103) r=R—au,
avec

. R —R’
(o6 ) o = .

I
D’autre part,

(]()7/) ds = I‘dll,;
d'ou
2 R+-»r R2— r2
(108) s=Rp 20N r, T
2 2 2

En particulier,
_RaR R—R®

(o) L 2 T a2a

Calcul approché de A,. — Tant que s est petit, %’—’ est trés

petit. D'autre part, dés que le rapport is: atteint une. valeur
appréciable, le centre de gravité G de I'arc AP est voisin de O.
On peut donc remplacer approximativement p par r et 'on a la
formule approchée

. Lo L ReLs .
AT Ay (TR o
A "

en tenant compte de (108). Sil'on élimine @ au moyen de (109),
on trouve (')

G1) A, H R2 - 3R"™ 1

T T (R+R)3ar
qu('ul approché de A,,. — Appliquons la formule géné-
rale (77), en utilisant (107) :

2(— 1)

Ao = Wff( L —s)ss'(s— s )mrr' cos(u—u')dudu
' (o< <<u<<h).

(') Pour R'=R, on retrouve, bien entendu, le premier terme de (93 ). Pour
R’'= o, il en est fortuitement de méme. o



—8—

Faisons le changement de variables u — ¢/ =¢; lintégrale
devient

I = f/t L—s)ss'(s— s rr' cose du dy
(o< e <<u<n).

Si I'on utilise les formules (105) et (108), on voit que le coeffi-
cient de cos v ¢st un polynome en « et v, soit

112) Quury o)y =(l—us)ss'(s—s")nrr.

Intégrons par rapport a w; il vient

7.
(113) I == [ Pee)cosede,

o0

en posant
A

(1) I'U‘)—':f Quu, o) du.

D’ou, en intégrant par parties,

) I [Pon)sinz] 4 [P'(h)cosn —P'(0)]—[P"(x)sini]
— [Py cosh — P (0)] 4+ [PW(R)sinh] 4. ...

Si l'on considére u, v, } comme des infiniment grands du
premier ordre et @ comme un infiniment petit du méme ordre ('),
la formule (112) montre que Q(u, ¢) est d’ordre 2n + 3. Donc,
P(¢) estd’ordre 2n + 4 etles dérivées successives P/(¢), P"(¢), . ..
sont d’ordre 2n 43, 2n +2, .... Dés lors, les crochets de la
formule (115) ont des ordres de grandeur qui vont constamment en
décroissant. Nous aurons donc la partie principale de I en gardant
simplement le premier crochet non identiquement nul.

33. Pour faciliter le calcul des dérivées successives de P(¢),
posons

ar()
H,(u. ¢)= 5
En vertu des identités
. ds’ , ar
(116) o0 1 o =

(') D'aprés (105), au = R — r est une quantité finie.
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on voit que, comme Q, H, est un polynome en s’ et r’, obéissant
a la formule de récurrence

= _dH, LOH,
(117) ""*"7”—0_/-7 — a5

II contient en facteur (L. — s)sr et 327—P, en posant, pour simplifier
Pécriture,

(118) z=s85s—s¢.
Posons maintenant

(119) Gpuo)y=—MH,(¢, ¢).

Faire u = v revient a faire ¥'= o0, donc s'=o0 et 1'=NR.. La pré-
sence du facteur s dans Q nous montre que

(120) Gy(e)==0.

Pour p>o, G,(v) se présente sous la forme d’'un polynome:
en s” et 1", en représentant par ces lettres cc que deviennent s et r
quand on y remplace u par ¢. Les dérivées successives de G, par
rapport a ¢ sont des polynomes analogues, en vertu du symbole
opératoire

(121) ==, = S

Observons cncore que le polynome G,(v) contient le facteur
(L —s")s"r", provenant du facteur (L —s)sr de H, et le fac-
teur s"**~P, provenant de z**~7. Il contient donc le facteur
(L —s")s"2n=p+17". D'aprés (121), la dérivée G,7’(v) contient en
facteur s"2r-p-q+1,

Cela posé, si 'on dérive p fois la formule (114), on obtient, en
tenant compte de (120), :

(122) PP (e)y=GP2(0)+~GL 3 (¢)+...

) I3
e G,,-,(v)—%—f H,(u, ¢)du.

Pour ¢ =1, on doit remplacer s" par L et r" par R’, de sorte que

(123) . G,(2)=o.
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Dés lors, (122) devient
(129) Prin)y =GP 204 +G, ,(0) (p>o2):

(125) Pa)y="P(n)y==P"(W)=o.

Pour ¢ = o, on doit remplacer u' par u, donc s’ par s, r' par r
et 3 par zéro, dans H,. Dans G, et ses dérivées, il faut remplacer
s" par zéro et 1" par R. On en conclut que

(196 H,(u.0)=o. siop<iong

(177) G7 o) = o, SEpdq<on--1.

34. Ces préliminaires étant établis, le premier crochet non nul
de (1)) est — P’(0). Les formules (122) et (120) nous donnent

1.
P'(o) = [ H(w, o) du.

o
En appliquant (117) on trouve
(128) Wotw, ¢)y==(L—s)srzntas'z—r*(s—ans’)].
Sin=o0,o0ona
Hi(u, 0y =L —s)sr{as—r?).
En utihisant (108) et (10y), il vient

L o
I+ R2 L3
P(o) .= [ (L—s)(3as— R)sds = ABCMEE L

7 n
o N 6

On retrouve (110). done (111).
Supposons maintenant n >o. On a

H, (1, 0)=o.
Done
l"(‘()) = o.
Le premier crochet non nul de (115) est

P"(0)—P"(x)cosh.

La formule (124) donne
P"(2) = G, (%)

Or, d’aprés (119) et (128),

(129) Gi(e) = R2L —g")s"2n+1,",
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En appliquant (121), on a

(130) G\ (¢) =—aR2(LL—s")s"tn+1 - R2p"2s" [ (an - 1) — (21 + 2)s"].
D’ou

(131) P"(2) = G| (1) =— R2R Lan+1,

Nous avons maintenant, d’aprés (122) et (127),
"
(132) l'”’(n):/ Hi(we, o) du.
o

L formule (126) nous montre que P” (o) = o0, si n > 1.

Pour n =1, 1l faut calculer Hy(u, o).

Calculons d’abord H, (u, ¢) pour n quelconque, ce calcul devant
nous servir ultérieurement. En appliquant (#17) et (128), on
trouve
(133)  Ma(u, )= (L —s)srr'[—3az"-+2n(3as’— 27'?) g1

“oan{2n—ix)r'rs g1,
En appliquant de nouveau (117) el faisant tout de suite n =1,

z = o, il vient
H;(w, o) =6(L —s)sr¥(ras —r2).

D’ou, ea portant dans (132) et tenant compte de (108),
L
P"(0) = Gf (L—s)s(R*—uaas)(jas— R?) ds
0

ou, tous calculs faits,

P (0) =— L5 (IU— SRl - l,)_’ a: Lz)
ou enfin, en éliminant a par (109),

P (o) =— :” (R4 3RR2-- 6R™).
On a dés lors
8 Ré--3R2R2-- 6R*—10RR"2 cos Xy
b

(136) Ae= 53 (R Ry

a condition que le numérateur ne soit pas nul. Mais, cette cir-
constance ne se présentera jamais pour un spiral plat, car la valeur
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que devrait prendre cosk est =1 pour R?* > 6R", inégalité cer-
tainement vérifiée.

Pour R =R’, on retrouve le premier terme de (103).

Pour n>1, la partie principale de l'intégrale 1 se réduit a
-— P”(%) cosk, a condition que cos? ne soit pas nul. Si cosk =o,
elle devient P¥(2) sin. Or, (124) nous donne

(135) PO(X) =G0+ GL().

Dérivons (130). au moyen du symbole (121) et faisons immédiate-
ment v =2 il vient

(136) Glin) = 3aR2R'Lantv— o (on - 1)RBR2 L2,

En faisant « = ¢ dans (133), nous avons ensuite

(137) Gote) =Rr"(L—s")s"2(3as" 4+ fnR?).
D’on, en appliquant (121),
(138) (%) =— RR2 L2 3al. 4 jnRY).

Portant (136) et (138) dans (135), on obtient, en élimina... tou-
jours a par (109),

R RR'Len
Py -
2

—(3(R3+ RS ) —(8n + 3)R2R"— (8n + 7)RR?].

On a finalement
3o (—1)" R:R"
(on)! 2t [ (R4 R
sin A RR3(R#+ R™)—(8n+43)RR"—RBn4+7)RR?] |
* (RaR'p v

cos A

t139) Ay, =

Comme vérification, on retrouve (104) pour R=R".

33. Cas ou 1A SPIRE CENTRALE EsT TRES PETITE. — Si R’ est négli-
geable devant R, la formule (131) se réduit a
8

(140) A, = S

d

Quant a la formule (13g), elle donnerait, pour n>1, Ayp=o.
Cela prouve qu’elle ne représcnte plus la partie principale de A,,
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et qu'il faut pousser plus loin la formule (115). Le crochet suivant
est
P (%) cosh — PG (o).

L.a formule (124) nous donne
PHI(R) = GY (M) -+ G (M) 4+ Gy (1)

D’autre part, si l'on applique une, deux, trois fois la formule (121)
et si Pon fail cnsuite v =4, c'est-a-dire s’ =L, /"= R' =0, on
obtient

, d . J
(141) <(-l; >‘.:}‘ ———’l[),—‘,,)

, 2 J 0
(l.’;l) (m,—:)":)\——ﬂw + a my

e _’ﬁ — E_d_t__ —_a’ _t)i_.
(l:l-‘) ((l(f3 —n 3 Jar’ ds” a ar’s

Rappelons-nous maintenant (n° 33) que G, (v) est de la forme
Gp(v)=(L—s")r"fp(r", s"),

/p désignant un polynome. En lui appliquant (141), (142)‘et(143), ‘
on voit que

(144) G,(1) = Gp(1) =o,
(145) Gh(x)y=—3af,(o, L).

On en conclul, en se reportant a (129),
(146) PEI()) =— 3a?R2Lan+ = — ; Ré L2n—1,
4
Nous avons maintenant, d’aprés (122) et (127), en nous souvenant
que n>1,
A
(147) Ps) (o) :f H;(u, o) du.
0
Pour n>2, on a PB)(o)=o0, d’aprés (126). Il faut alors

pousser (115) jusqu’au septiéme crochet, a cause du cas ou cosh
serait nul. Autrement dit, on prend

I = P6(X)cosh — P®)I(A)sink.
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11 faut donc calculer P(:(1), soit, d’aprés (134) et (144),

P2y = Gt (X) 4 GU(R).
En applignant (143) a (130), on voit immédiatement que
G," (n)=o.
D’autre part, en appliquant (145) a (137), on a
Gln = —3a R (Sl 4 fnR?) = — :: (8n 4 3)R7L2—2,

Finalement, on a, pour n > 2,

Ggb(— 1) N L.osina
(118) Aoy s ) L-—-—,—:)—, ——1‘1)5/\-}-(‘8[!4-5):7-_. .
(2028 I3

Il r sic 2 cas n = 2, pour lequel il nous faut calculer H;(u, o).
Encappliquant trois fois (117) a Hy, il vient
. O 1 PN 3 [ A S |
S e) = (‘—-n Ty ’ e a
N, LM, IR

—3atr -———‘—-—-{— jlll'~m——l" e

01" 0y’
En se reportant @ (133) et remarguant que I, contient z* en fac-
teur, on en déduit

J 11, Y ogr di 1, ,”()Jllg
D g e a2
os'? dr’ ds'? Js's

Hoow. o= 3ur

ou enfin
Wi, oy = 1000l — s)sric3as — r?).

Portaut dans (147), il vient

PSlco) =120 /‘

vo

L
(L —s)stR2—uas)r(bas — R2)ds
ou, tous calculs faits,

Re 3 6 2
>15) —=1wol3{— = 4+ Z Rétal.— 2 R2a?L? 4- a3 L3
Poi(o) =10l ( A 7 Rial 51( a?* L2+ 3va L >

ou, en éliminant a,
Pis)(0) =— L* RS,
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Donc,
14 A, = —]i 3 cos)
(149) A= 353 (l—zcus/.>,

ce qui n’est jamais nul.

36. Les formules (111), (134),(149) et (148) nous donnent tous
les coefficients relatifs au spiral plat a spire centrale de rayon
nul. Mais, il est bien entendu que ces formules sont seulement des
Sormules asymptotiques pour ) infiniment grand. On peut les
appliquer approximativement aux spiraux des montres, a condi-
tion toutefois de ne pas pousser trop loin le développement (g2).
Si I'on examine, en effet, la formule (148), on voit que le second
terme du crochet devient comparable au premier, dés que{8n + 3)
est de 'ordre de . Ceci arrive déja pour n =3, si % est de 'ordre
de 27, c’est-a-dire pour un spiral de 4 a 5 spires. Dans ces condi-
tions, il est fort possible que les termes négligés dans la for-
mule (113) aient une influence appréc'iable.

Si I'on s’en tient aux deux premiers termes, la formule (g2)
nous donne

T R3 02
R St}

Cette formule est, en définitive, plus simple que la formule (98),
qut concerne le spiral cylindrique. En outre, elle ne contient
pas de lignes trigonométriques de },. 1l est donc vraisemblable
d’admettre que les courbes terminales ont, cette fois, une
influence négligeable. Toutefois, la question demande a étre
examinée de plus prés. '

37. SIMPLIFICATIONS DIVERSES CONCERNANT L' INFLUENCE DE L' INERTIE
pu spiraL. — Tous les calculs précédents étaient imprimés, lors-
que J’ai découvert le moyen de les simplifier considérablement,
tout en les rendant plus exacts, Llout au moins en ce qui concerne
le spiral cylindrique.

Je signalerai tout d’abord une autre maniére d’écrire la formule
générale (92), qui est plus avantageuse a certains points de vue.
D’apreés (86) et (g91), on a

AT n w 1dH
T i A .[ (ue—- 5 3—0-03 sm’)‘) cos ) dAh.
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Or, en intégrant par parties, il vient
Al . . . ) S .
f —l—of)usin‘li\ cosh dh = |— Hsinhcot A i - / H(cos?h —sin2)) da.
J, o« o

Le terme intégré étant nul, on a

2%
AT m I dx
T AmALS °
ou

'
. m
(151) AT = TKFf Hdt.
0

Cette formule peut étre obtenue directement a partic du
théoréme des forces vives. D’aprés le n® 22, la durée d'vne oscil-
lation simple est,

——
[ / V-t %E

\/ 4 ool
0, vo§—0:

[’augmentation due a I'inertie du spiral s’écrit, au second ordre

l)l‘(“.\,
T
e z

0
A " mH 0 /' mH
3 N e = - - dt.
‘/I‘,I [ 2 ALS vz S, 2ALE

e,

Pour loscillation suivante, on a une augmentation analogue,
Pintégrale élant prise de ’I: a T. En groupant les deux oscillations,
on obtient I'augmentation de période sous la forme (131).

En v remplacant H par la série (56), on retrouve immédia-
tement le développement (g2).

La formule (131) nous montre que AT est positif, puisqu'il en
est ainsi de H. Done, Uinertie du spiral provoque un retard de
la montre. .

Si Lon connait une limite supérieure H' de la fonction H,
on a

AT ,
(177) : :\_Il < %

Observons enfin u’en se reportant a (67), on peut écrire (151)

sous la forme
1 T

3) AT = f s dsf ordt.
! o ‘,\ L.. v
L) 0

o

{
i
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Donc, si 'on appelle o'* la valeur moyenne de la fonction
périodique p?, on a

AT m L
YA — 9 o2 o
(154) T — ?AL”./; P *

38. SemrarL cvrispriQue. — Revenons maintenint au calcul
du n® 28.

Dans un hut de simplification, j’avais cru devoir aégliger les
courbes terminales. En réalit¢, je n’ai fait que compliquer la
question, Le calcul exact est plus simple que le calcul approché
fait au n° 28.

Si le point P est un point quelconque d’une spire circulaire,
on peut considérer I'arc AP comme une courbe de Phillips (). Le

point G se trouve donc sur la perpendiculaire a OP et a la dis-
R2

tance OL = =" On a dés lors
(153) p=rea B
D’ou
L
A 2 b - - Ls v 5 l l
(156) H = R-‘( (s2-+ R2)ds = R-(-g— -+ LR=> =L <m+ i—;)y

formule plus simple que la formule (93 ). _
Le. développement de cette fonction suivant les puissances
de 9 est immédiat et 'on a, avee les notations de la formule (76),

A 2n +1 S (n=+1)(2n+3)
am = 3)\3,“: -+ )\3 .

Portant dans (92), il vient

(157) T = [+ ee)]

ou l'on a posé
63

3

o
3 =

-]

(') A vrai dire, ceci n’est rigoureusemest exact qu'd I’état naturel, c’est-4-dire
pour 6 = o. Si la courbe terminale était parfaite, c’est-ad-dire si le spiral restait
bien centré pendant tout le mouvement, cela serait exact quel gue soit 0. Dans

.1a pratique, on s’approche plus ou moins de cette derniére condition et cela
prouve (u’il ne faut pas chercher une précision exagérée dans les formules qui
vont suivre. ' :

LvIt, 2
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et
| 0-F et
(158) ‘ n=0

g(z):E(zn —'—-l)!((ll”;'—):)(zllﬁ‘— 3)zn (.

n=0

Silon s’arréte au terme en 47 et si 'on néglige le second terme
du crochet, on a la formule approchée

. AT _ mRj 3 03
(159) =T ()

On peut aussi appliquer la formule (151). En néglige nt le
second terme de H, il vient

AT ml2 2 du

T ~ 12mA 0 (ko +- 8y cos )z

ou, tous calculs faits,

) AT  mRj 02
(162) T—fr@—m>

oI
.

En appliquant la formule du binome au second facteur, on
retrouve la série f(z) de la formule (157).

39. La formule (159) est, comme on le voit, beaucoup plus
simple que la formule (98). Elle est, en outre, plus exacte et
Uinfluence des courbes terminales, que j’avais soupgonnée
au n° 31, existe réellement, a partir du terme en 9;. L’expli-
cation en est d’ailleurs trés simple. Si l'on se reporte a la
formule (153), on wvoit que la partie de AT qui varie avec 6,
dépend de la maniérc dont p? varie avec £. Or, si 'on néglige les
courbes terminales, on modifie la loi de déformation du spiral et,
par conséquent, la maniére dont p? dépend de ¢t. On fausse ainsi
le calcul des termes variables de AT, malgré que I'errear commise
soit, en pratique, trés petite, ainsi qu'on le verra un peu plus
loin.

(') M. Keelloff a établi une formule analogue.(loc. ci¢., p.51); mais, comme
il a reproduit ’erreur de Caspari, cette formule est inexacte.
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40. Avec la méthode de Caspari, rectifiée par M. Andrade, on
obtient le couple perturbateur

—sindY) A —sinA
i) mia| =0 (g5 2w (g 025 |

a condition toutefois de ne négliger aucun terme, contrairement a
ce que fait M. Andrade, qui réduit chaqdc 'parenlhése a son
premier terme. Cela parait légitime au premier abord, vu la
grandeur de A. Mais, en réalité, on modifie de la sorte les coeffi-
cients de la formule (88), a partir du terme en 6}, et cela pour
une raison analogue a celle qui a été expliquée au n* 28. i

Le couple perturbateur exact, déduit de la formule (65), a pour
valeur

. NP2 S P A
(162) iz [=0 (g + 55) + 0 (5 + ) |-

Il est intéressant de chercher I'origine de la discordance entre
les deux expressions (161) et (162), particuliérement en ce qui
concerne la présence des termes en sin).

Le calcul de M. Andrade est entiérement exact et conforme a
notre formule (63), avant la double intégration. La divergence
se produit dans lintégration qui conduit a (66). M. Andrade
intégre le long du cercle et cela introduit précisément des termes
trigonométriques. Au contraire, si la courbe terminale est
comprise dans l’intégration, on aboulit a (66) et ces termes
disparaissent ().

41. L’influence des courbes terminales signalée au n° 39 a une
importance beaucoup plus théorique que pratique. La modifi-
cation qu’elle apporte a la fonction p? est, en moyenne, extréme-

(') Si I'on prend un axe des & aboutissant au début des spires circulaires, on
voil aisément qu’en négligeant la premiére courbe terminale, I'erreur commise

o
sur [_yds est égale & R? ce qui entruine sur H une erreur ¢gale
oo L L :
—R? / (¥ —7)s'ds' = — l{’f (s’ +Rz')ds'=R*(Acosh—23'n)).
o [

Le terme en Xcos) n’existe pas dans (i161), parce. que M. Andrade calcule le
moment fléchissant du point P au piton et non du point P a la virole.






