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SUR LES SURFACES DONT LES QUADRIQUES DE LIE
N ONT QDE TROIS POINTS CARACTÉRISTIQUES;

PAR M. L. G ODE A U X

(Liège) .

Soient ( x ) une surface, ?< , c ses asjmplotiques. En chaque point
d'une ligne //, menons la tangente à la ligne v passant par ce point;
nous obtenons ainsi une réglée asymptolique R/< associée à la sur-
face (x). On défini t les réglées asymptotiques Ri.en permutant les
rôles des lignes if, r. Les demi-quadriques osculatrices aux réglées
R/^, R(, relatives aux lignes //, v passant par un point x de la sur-
face (rc), le long des génératrices passant par ce point, ont comme
support une même qiiadrique. la quadrique de Lie relative au pointa"
de la surface { x ) ( * ) . M. Demoulin a démontré ( 2 ) que les qna-
driques de Lie d'une surface ont en général cinq points caractéris-
tiques et il a étudié les surfaces dont les quadriques de Lie n^ont
que deux points caractéristiques. Dans un travail récent (3) , nous
avons attaché à tou t point x d'une surface ( x ) une suite de qua-
driques dont la première est la quadrique de Lie, telle que deux
quadriques consécutives de la suite se louchent en quatre points;
ces points sont précisément des points caractéristiques de ces qua-
driqnes. Nous sommes arrivés à nos résultats en utilisant la repré-
sentation des tangentes a la surface ( x ) sur une hyperquadri(jue
de l'espace à cinq dimensions ( '• ). Nous avons pu alors compléter

( ' ) Ce théorème, énoncé sans démonstration par Lie, a été démontré par
M. DEMOULIN, Su/' quelques propriétés des surfaces courbes (C. B. Acad. Se.,
l. 1 'iT, i9')H. p. )65-.')6S).

( ;) Sur la quadrique de ÏÀe (C. lî. Acad. Se., t. 1 'iT, 1 9 >^, p. \\^-[\^} ;
Sur les surfaces dont les quadriques de Lie n'ont que deux points caracté-
ristiques (C. /?. Acad. Se., t. I^J, 1924, p. 20-22).

( 3 ) Sur les lignes asymptotiques d^une sur/are et l'espace réglé {Bull. de
VAcad. roy. de Belgique, 1 9 * 7 , p. (s» - ' - S î G ; 1 9 * 8 , p. 3i-4i).

( 4 ) Cette représentation a été utilisée par -M. BOMPIANI dans son Mémoire
Sull' equazione di Laplace (Rend. Cire. matem. di Palermo^ t. .'Vi, 1 9 1 •», p. 383-
^07) et par M. TZITZEICA dans son Ouvrage sur la Géométrie différentielle pro-
jective des rSseaux (Paris, Gauthier-Villars, I9 1 4) . M. Bompiani est revenu
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les résullats de M. Demoulin sur les surfaces dont les quadriques
de Lie n'ont que deux points caractéristiques ( < ) . Dans ce travail,
nous nous proposons d'établir quelques propriétés des surfaces
dont les quadriques de Lie n'ont que trois points caractéristiques.

1. Rappelons tout d'abord quelques résultats que nous avons
obtenus et qui nous sont nécessaires pour la suite.

Soit Çx) une surface rapportée à ses asymplotiques i / ^ v et que
nous supposerons non réglée. Les coordonnées projeclives homo-
gènes x\. .^2, ./'a, .r/, d'un point x de la surface ( x ) satisfont à un
système romplètementinté^rable d'équations aux dérivées partielles
qui, en choisissant convenablement le facteur de proportionnalité,
peut , d'après Wilczynski ( 2) , prendre la forme

d)

On a posé

( ./';0 4^ •i b^01 -h Ci x == o,
\ JT^- + 9- a.r10 -+- c-^x -— o.

..̂ ^
du'àv^

La surface (J?) n'étant pas réglée, les fonctions rt, b ne sont pas
identiquement nulles.

Les conditions d'intégrabilité du système (i) sont

^20 4_ ç^U __ .j> ^01 _^ 4rt6<»l = 0,

( •>. ) 602 ~+- c0 ' -4- 9. ab10 -+- 4 ab10 == o,
^02 _,_.^ ^c;0 -1-4 a10^ = c^+^ôcÇ 1 -+-460 1c,.

La tangente à la ligne asymptotique u de la surface (.r) en un
point .r passe par le point x^ de coordonnées a*]0, a^0, a?^, a'^°.

récemincul a diverses reprises sur cette question; on trouvera un exposé de ses
ti-ctvaux sur ce sujet dans le paragraphe VI de son Mémoire / fondamenti geo-
rnetrici délia teoria protêt tiva délie curveet délie superficie^ publié en appendice
au second volume de la Geometria proiettiva differemiale de MM. FUBINI et
CKCH (Bologne, Zanicbelli, K^;).

( l ) Sur les surfaces ayant mèines quadriques de Lie {Bull de VAcad.
roy. de Belgique, 19 :î8, p. i.')S-i86; 345-348); Sur les cnngruences de M. Gour-
sat et les surfaces ayant mêmes quadriques de Lie {Ibid., 1928, p. 4^5-466).

{ ' î ) WILCZYNSKI, Projective differential geometry of curved surfaces (Tran-
sactions of thé qmerican Math. Society\ t. VIII, 1907, p. 233-26o; t. IX, 1908,
p. ^9-120).
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Les coordonnées radiales de celle droite xx^ sont

^ik == ^ i . r } ° - .r<-.r; o ( <, /, = i, 9., 3, 4 ).

Nous représenterons par U le point image de cette droite sur
rhyperquadrique Q d^équation

û(Pî P ) -= P\îP.\'^ P^\PÎ^P\^PÎÏ = 0

représentant, dans un espace linéaire à cinq dimensions, les droites
de l'espace. ^\ous écrirons, en abrégé,

\]=\x x^\,

et nous poserons de même

\=\x x^\.

Les surfaces (U), (V) sont, d'après MM. Bompiani et Tzitzéica
( loc. cit.)j consécutives dans une suite de Laplace. En posant

^•-t-Â uU'Â = -_-
àu1^^^ ' ''

les points U, V satisfont aux équations de Laplace

et Fon a

Ij^—Oo^olU^-^dôU =o,
yn — ( l o g < 7 ) ' o y o i — 4 a 6 V = = o ,

tio4..^V=o, Voi -4 -2 f fV=o.

Désignons par U i , Ua, . .. les transformés de Laplace successifs
de U dans le sens des ^, par V, , Va, ... ceux de V dans le sens
des M. En posant

/</ = — ( log 6/ii 7i,... /(,-i )i * -+- Ai-i,
/, = —(logaÂi À, . . . Âf-i)11 + À:,-,,

nous avons
L\=U°J . -(log6AiA2...A^)<iU(-i,
V, = V/Lû, -(loga^ À,... Â^, )^V^,.

Nous avons montré que la suite de Laplace ..., U, V, ... est
autopolaire par rapport à Phyperquadrique Q. Précisément, les
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points ci-dessous ont pour hyperplans polaires :

Points. Hyperp'ans po'aiics.
u,......,............. v,-,v^v,v,,,v,.,

l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . U V V , V , \ 3
l .. . . . . . . . . . . . . . . . ... U,UVV,V,
\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L s U . L V V ,
V. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . U:<U,U,UV

V , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1J ,̂ U^, L<L,-, U,-,

Les plans U, U^, L^a et V/ V^, V^a étant conjugués par rapport
«i Q, les sections de cette hyperquadrique par ces plans repré-
sentent deux demi-qnadriques ayant même support <!>/. En parti-
culier, pour i = o, et en posant Uo == U, Vo = V, on obtient la
quadrique de Lie <l>o == ̂  relative au point x.

Deux quadriques ^/-i, ^/ se touchent en quatre points, sommets
de faisceaux de rayons représentés par les droites de Q joignant les
points de rencontre de la droite U/U/^i , avec cette hyperquadrique,
aux points de rencontre de la droite V,V/^.i avec Q également/Ces
quatre points sont des points caractéristiques pour les quadriques
<!>/-., ̂

En particulier, les points caractéristiques de la quadrique de
Lie 0 sont les sommets de faisceaux de rayons représentés sur Q
par la droite UV et par les droites de Q s^appuyant à la fois sur
les droites LJ iU, et V(Va. Les quatre derniers points sont les
sommets du tétraèdre de Demoulin relatif au point x de la sur-
face (.^).

2. Les points x^ J?10, .c0*, x^ ne peuvent être dans un même
plan, par suite les coordonnées d^un point de Fespace peuvent se
mettre sous la forme

3l^-+-2^^10+^3^01 4-24^ (l= I, -2, 3, 4).

Nous dirons que ce point est représenté par

S, X -r- Z-tX^ -h Z-^X^ -r- Z ^ X 1 1

et que z^ z^^ ^3, ^4 sont les coordonnées locales de ce point»
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De même, si nous considérons sur l'hyperquadriqae Q les points

M i = j ^ .r";, M , = l . r 1 0 . r°» | , M^i . r 1 0 .r11!, M t = | . r 0 1 ^ii | ,

toute droite de l'espace pourra être représentée sur Q par un point

Z , ,L 4 -Z , tV ^ Zi ,Mi-+-Z, ; tM.-+-Z, iM:t+. Z3,,Mt,

et Z i 2 , . . ., Z;n seront appelées coordonnées radiales locales de
cette droite.

Cela étant, la quadr ique de Lie <P relative au point .r de la sur-
face (.y) a pour équation locale

Ji 34 — Si 3:t --î- •>. ab z'\ —= o,

et ses points caractéristiques sont donnés par

\ ;:; ̂  4 J<>^)01 32^ -^ -1 p-+-(ÏO^^ jï^O,

4 ^i -h 4 < 1°^^ ) l o ^: l^ l -+- | a 4-^ lo^^ ) 1 0 l ^ ' ^ ̂  o,

luoyennaut
a ^ ^( l o^^ ) ' ° -+v ( l o ^ < / ) ï o 4- 4(,^0 1 -^-n).

^ — •JK loi;/->)'" 4- (loi^ ) (T1 4-4( ^10 -^- c;).

l^ ï i i r que les quadriques ^ aient moins de cinq points caracté-
ristiques, il faut que 1 une au moins des quantités a, ^ soit nulle.
Si y. et 3 sont toutes doux nulles, il y a deux points caractéristiques ;
si l'une de ces quantités est seule nulle, il y a trois points carac-
térist iques.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons (3 identiquement nulle,
y. différente de zéro. \ous supposerons de plus que la suite de
Laplace . . ., U, V, . . . est i l l i m i t é e dans les deux sens et que par
suite aucune des fonctions A ( , /<a, • . . , /^ i . Â'a, . . . n'est identi-
quement nulle. Enfiu, nous supposerons que le rapport de a à b
n'est pas le produit d'une fonction de // seule par une fonction de
r seule.

'Observons qu'eu utilisant la première des conditions d'intégra-
bilité (2) . nous avons

^lu :^__ . ^ / / , ( lo^//,)01 == o,

et par suite
( l o ^ & A i )01 = o.
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On en déduit

h, r=—(lo^6Ai)11 + Ai = Ai, /^ = 4<y^ Ai = A i ,

et plus généralement

hi = Â(-3 (i= 4, 5,...).

3. Nous avons
U , = M i — l V L — a o g ^ l J ,

U^= U î ' — O o g ô A i ^ U i ^ U 0 1 ,

U,= '(liogT^U^^V—Oogôy^Mi— M î ) 4 - 9 < M 4 ,

L^ = — 8 a- 6 LJ — rt [a -4- (loga) ̂ ] V -̂ - î a( lo^a)io( M, +- M,) — 4 a Ma.

Posons

et
^(/?, y) =/?|273l-+-. • . ^-^^/lî,

A =
.r01

.r'*

le second membre représentant le déterminant à 16 éléments formés
avec les coordonnées des points a*, a;10, .z101, Jî'11. On a alors, en
observant que

Û ( U , M, )=- Î J (V , M 3 ) = = Q ( M i , A h ) = A ,

les relations suivantes :

Q ( U , , U l ) = ~ 1 2 A , Q(Ui , U,J==o,
a ( U , , U , ) = o , U ( U , , U s ) = = o ,
a^lJ3, U 3 ) = — S^'aA.

On en déduit que les points U, , IJ3 ne peuvent appartenir à
rhyperquadrique Q, que Ua appartient à cette hyperquadrique et
que U,, 1)3 sont conjugués de U.2 par rapport à celle hyperqua-
drique. Il en résulte que les droites U, Ua, U2U3 louchent Q en Ua.

On peut déduire des relations précédentes une formule qui nous
sera utile dans la suite. Dérivons la dernière de ces relations par
rapport à u et observons que les dérivées partielles de A sont iden-
tiquement nulles, il vient

2Û(U, , A3Ui)=^3Û(U3, L!,)==-8(aîa)i:ttA=o,
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et par suite
(rt 'a )10 == a'a10 -»- -2 «art1 0 = o.

Celte relation peut d'ailleurs être obtenue en remarquant que,
en vertu des relations (2 ) , nous avons

(-(a'0-^ • / a ^ 1 0 ^ ̂ (" -+- 'i j^01 == o.

4. Le plan U ^ L^L's étant tangent à rhyperquadrique Q en Us,
il rencontre cette hyperquadrique suivant deux droites passant
par l i a - Ces deux droites représentent deux faisceaux de rayons
ayant en communia droite d, représentée par U.j. Nous désignerons
p a r y < , y 2 1̂  sommets de ces faisceaux, par Y},, Yîa leurs plans.
La quadrique <!>/ dégénère en deux plans Y Î ( , -^2.

Le plan V^VaVa coupe Q suivant une conique qui représente
un système de génératrices de la quadrique <l^ i , par suite cette
conique est dégénérée en deux droites qui représentent deux
faisceaux de rayons dont les plans sont nécessairement y^, Yîa.
Nous verrons que les sommets de ces faisceaux sont les points yii }^.

Désignons par Di , D.j les points où la droite V,Va coupeQ,
par r f i , d^ les droites représentées par ces points. Le point V \°
appartenant à la droite V, ¥.2, les points D,, Da pourront être
représentés, pour des valeurs convenables Ç, par

'Sous avons
V i o - h Ç V , .

V,==Mi4-Ms-( lo?;a) 'oV, '

V [ ° - = 4 r t 6 U — ^ a — ("To?^")To ] v — ( l o { ï r t ) » ° ( M i 4 - M , ) 4 - - 2 M s .

Les valeurs de E doivent satisfaire à la relation

^(Vj° . Vi^-^çQ^i, Vj0)-^2^!, Vi)=o,

exprimant que D, , D« appartiennent à Q. Celte relation se réduit à

( ^ ) ç î - + a = o .

Les points D< et D, sont donc distincts.
Observons maintenant que Fon a

( 4 ) U3-+-2aaV-h ^(logCTÂri^Vi-hïaV^ o.
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E'i dérivant par rapport à M, on déduit de cette relation

(5 ) 2 6U,4-[a ^-(logaÂi^^^logaÂ-i^^logrt'Â-i )'°] V,

—( loga3 A Ï Â^ ) 'o V, -4- V;î = o,

c'est-à-dire que les points Da, V,, Va, ¥3 sont situés dans un
même plan.

Les points de la droite V i V a étant conjugués du point Ua par
rapport à Q, les droites L^D,, ILDa appartiennent à Q et forment
Finlersection du plan V, V^V^ avec celte hyperquadrique.

5. Les coordonnées radiales locales de la droite rf, représentée
par IL_/, étant

^ : ^13 : ^1.. :Z,3 : Z,;; : /3^-- ^-( lo^^)*^ : 4 ^ ^ : — ( l o g ^ ) ^ : ( ï ( ) g ^ ) < > ' :0 : •>.,

les équations locales de cette droite sont

( , • / } ! .̂ 3 l ( log^) " l -8^&32-+( log6)^33=0,

^ ^.J2-h( log&)0'^=0.

Les droites formant l'intersection de Q et du plan UilJ.jU.i
seront déterminées par LJ.j et pjr les points communs à Q et à la
droite L i U:i. Représentons un de ces points par

À U 1 - + - U 3 ,

À devant satisfaire à la relation

^(U,, U l ) 4 - • 2 X Q ( L T l , U 3 ) + L > ( U 3 , U 3 ) = 0

Cette relation se réduit à

(<>) A"- 4 a:îa = o-

Désignons par i une racine déterminée de l'équation (3). Un
des points de rencontre de la droite Ui U.i avec Q sera alors

Ji =^ 2 r tÇ(Ji-4- Ua,

cl les équationb locales de ta droite j i $erônt

• , ( •223+[.(log«)'"-.Ç]5,=0,

\ • ->3 i -{ ( iùga)« ' - r -S]^ - l - [4^-T-{( log6)o i ]z ,==o .
LV11. 3
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Les droites </, y , ont en commun le point )', de coordonnées

locales

(yi) 8a^--(lo^)ol[(logrt)'o---ç-l, ^(logôy'S •4(lo^)'<»]--^—i.

Elles sont contenues dans le plan YÏ | , Inéquation locale

(r., )' 4^-+-^2[( loga)">- i -S]
-+- ^ ^3(log&)0 14-3,[8^64-( log&) f l n( logf lr) lo^ ç; ]- o.

La seconde racine de réquation (3) étant — Ç , le point y 2 aura
pour coordonnées locales

( Y î ) Saô-^og^'COog^-hÇI, •2( los6)0 1 , •4(log^)'"-ç], - i,

et le plan Yîa aura pour équation locale

(T,,) 43>+^[0osa) 'o-^

^•2 33( log^)"«, S4[H^^-+-( lûg6)o l { ' ( loS^) l ( ) -Sl ] : : -0•

Supposons maintenant que le point

D,=^ !°-+-çVt

corresponde à la racine ^ de Inéquation (3) choisie plus haut. La
droite d^ correspondante a pour équations locales

W
^ 'iz^ z,[(\osa)^-^]=o,
) ^ z,^- 2.^ [ ( logr t ) io—Ç]4-4 abz^= o.

On voit aisément que les droites rf, J, ont en commun le point
y, et appartiennent au plan Y).,» De même, les droites rf, rfs ont
en commun le point y,> et sont situées dans le plan Y Î ( .

Les points j , ,y2 sont, avec .r, les points caractéristiques de la
quadriquedeLie(I>; ils engendrent par suite les surfaces focales (j'i ),

• (ya) de la congruence (d). Les plans focaux de la droite d sont
les plans Y Î | , Y^- Le plan Yîa est tangent en y, à la surface (y,) elle
plan Y}, enya à la surface (y-i).

•
La quadrique <I>i dégénère en deux plans : les plans focaux

Y Î I , Yî2 de la droite d. Une des demi-quadriques ayant pour
support C»i est formée des faisceaux de rayons (y ̂  Y Î< ) , (ya»^)
dont les sommets sont les foyers de la droite d\ Vautre demi"
quadrique est formée des faisceaux de rayons {y\, n'a), (ya, yî< ).
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6. Le point U.» satisfaisant à une équation de La place, la droite cl
engendre, diaprés un théorème de Darboux, une congruence \V.

Aux développables de la congruence ( d ) correspondent, sur la
surface (U^) , des courbes dont toutes les tangentes appartiennent
a l'hyperquadrique Q. Une de ces courbes est donc enveloppée
par la droite L.jJi et, par suite, Inéquation différentielle des déve-
loppables de la congruence ( d ) s'obtiendra en posant ). = du : dv
d.ms l'équation (6) et sera donc

cl a'1-}- 4 (.t'^-y.dv^ •-=- o.

Ces développables correspondent donc aux courbes d'un réseau
conjugué de la surface (j?), résultat déjà établi par M. Thomscn ( f ).

Aux tangentes à la surface (yi) correspondent, surQ, les points
des droites L. jDi. Pour qu'un point X de celte droite représente
une tangente asymptotique de la surface (yi ), il faut que le plan
tangent en ce point à la surface qu'il engendre soit tangent à
rhyperquadrique Q le long de la droite LI^Di . Posons

X -= A IL.»-h ^DI.

1 .'expression
L) ( X • <* cht 4- X° ' dv. Xi o du ̂ - X» ' dv )

devra tout d'abord se réduire à un carré parfait. Cette condition
est d'ailleurs suffisante, car le plan tangent en X à la surface (X)
contient certainement la droite U.^D, et, par suite, la condition
étant remplie, ce plan tangent rencontrera Q suivant cette droite
comptée deux fois. La condition en question donne les deux solu-
tion }. == o, [j. == i et

^ÇX-^Ç01^!)^ =-0.

La droite rfi est donc une tangente asymptotique de la sur-
face (yi ). Un calcul simple montre que l'équation

Q ( l ) j ' > ^ - f . D Y ' ^ f , Di 0^/^ Ï}^ch)—o

[ 1 ) Ueber eine Uniengeometrische Behandiungsweise der projectiven Fia'
chentheorie und die projektive Géométrie der système von Flàchen zweiter
Ordnun^ ( Abhandiungen aus dvm math. Seminar der Hamburgischen Uni-»
versitàt^ Bd IV, iQ^^» p. 23>-260).
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se réduît à dv == o. On voit ensuite qu'au point

^ ç 0 1 ^ Al)LT , -—•.>^Dl

correspond Inéquation du = o. Par suite, les courbes /<, v sont les
asymplotiques de la surface (y,) et les droites 6/1 sont tangentes
aux asymptotiques M.

En changeante en — i , on obt ient les résultats concernant la
droite UaDa et le pointy_». On voit ainsi que :

Dans la correspondance entre les surfaces ( .r), (y, ), (ya)'
les asymptotiques sont conservées ( ' ) . Les droites d^ d^ sont
respectivement les tangentes asymptotiques aux lignes u des
surfaces(yt),{y^,

7. Les directrices de Wilczjnski de la surface (.r) relatives au
point./; sont représentées sur Q par les points où la droite l i V ,
rencontre cette hyperquadrique. Précisément, le point

K _: .̂  M,_^ lo^;ol[ —Mo;;^;'^\

représente la directrice de \\ ilczyiiski /• passant par le point x et
dont les équations locales sont

/• ,
Le point

( l o g ^ ) 0 1 • . l o g ^ / ) 1 " — •>.

S — ->. M, ̂  \o^b > 0 ' l —(\o^a}^\

représente la directrice s si tuée dans le plan tangent à ( x ) en JL et
dont les équations locales sont

•S 'y •^S|^32( lo i :<7 1 0 • •^• ; :3 ( lo l ;^ , ( l l=-0. ^ =^0 .

^ous avons étudié réceniuient les con^ruenees formées par les
directrices de Wilczynski ( 2 ) . l / é< jua t ion difrérenlielle des déve-
loppables est la même pour les deux congruences et se réduit dans

( ' ) Ce résultat a déjà été signa'é par M. DEMOII.IN ( C. If. Acad. .Se..
t. 147 , i9<^S, /oc. cit.) et par M. THOMSEN dans son Mémoire Suite superficie
minime proiettive {Annali cil Matematica^ t. V, 1 9 ' 7 - 1 9 >8, p. 169-18^).

('') Sur les conçruences formées par les directrices de \\ Uczynski d'une
surface {Bull. de F Acad. roy. de Belgique^ K)^, p. 33,')-3'|5).
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le cas actuel à

( n \ ' '
7 ) ïdir-^'). lo^ .- ) fin (h- =- >

Les points focaux de la droite sont

p ^ [ l6<7&—^(loi ;6) l l—(log^) l t>(log6)" l^.r

•4--> ./•i,,( lo^)01 4» •>. ./-•"'(loga)10— \ . r 1 1 .

</ r=| l 6^—^. ( lo^ /} l l —(lo^) l < ) ( log6) o l ] . r

-t- ^ . / • ' " ( logÀ) 0 1 4- •>. . / •" ' ( lo^^) 1 0— \ -r11.

On a d'ailleurs

.,.( /^_ Ai )(yo' = [ ^ aa —( A, ̂  À , )( lo^6)«i — 9. À? ' ]//

^-^ [Âi r ios^Âi) 0 1—^^] / ) .

Les foyers de la droite s sont

„/ = •J t ( /^ l—Â- l ) [ . / • ( log^) lo—•^r lo ]4<a[ .y ( log6} f t l —^.r < î *1 ,

/< ^= . r ( lo^&) 0 1— .̂ .r01,

eti'on a

^(/^ — ^, )^oi -4-[( //, — A, )( log^)0 1 — 9. rta]/i 4- •2 CTW = o.

Lrs plans focaux de la droite s ont pour équations locales

(' S , \ 3, -h •À S, ( lûg rt )' n

+^ ^(log^)0 1 —[•>. ( log^)" -^-( loga) lo(log6)o l ]^^=o,

, 9 ) | 3i4^3:s(logrt)1»

4-^3(l"g^)01 - [•A(log&)• l-4-( loga)lo( logô)o*].5»= o.

Le premier est tangent en in à la surface (w), le second en /i à
la surface (/i).

Les plans (8), (y) rencontrent la droite r respectivement aux
points

m'—l/^logrt)11 —(logrt) l o( log6}o l ] . r

^^(log^'.r'^^logCT)10^01--^^11,

/^=[^ . ( log6)"—(loga) io( log6)<» 1 ]^

— •2(log6)ola'104- ^(loga)10^01—'»^11-

Tout point de la droite /• peut être représenté par

^-^^'y-
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Si ce point coïncide avec m\ on a

(AI -4- A ) )X — •2 À ) ^JL == 0,

et s'il coïncide avec n\

•> Ai À -r- ( / /1 -t-- /» j ) ̂  == 0.

Cela étant, Finvolution déterminée sur la droite 7' par les cou-
ples /?, n' et y, m' est représentée par

•-> // ) X | Xj -{-- ( A) -1-- À ) )( X) p.; -r- -)v2 ;JL i ) r- •/> À") ;JL | ,0, == 0.

Les points doubles de cette involution sont donnés par

X -T- p. r= 0, ki ^ — /» | UL — 0.

Le premier de ces points est le point j", le second est im point

y ---- [Ha/^ —(log^'^io^)01 ]^ + ̂ ( log^) 0 1 . / -^ - •).( los^ ) 1 0 ^ ' 0 1 — 4 ./•".

E\ons allons établir une seconde propriété du point r.
Le point y i 4-y a a pour coordonnées locales

i ()^—-<(loga)'"( log^)o1 , 4 ( log&) '»« . ^(logrt/^ — 9 .

Par suite nous avons
^ y = y \ - } ' ï '

l.e point y est précisément le point d'appui de la droite cl sur la
droite r.

Si /), q sont les foyers de la droite r\ m'\ n' les po'mts de
rencontre de r avec les plans focaux de la droite s correspon-
dant aux mêmes solutions de l } équation (^) que p^ q respecti-
vement^ /' involution déterminée sur la droite r par les couples
de points />, n1 et y, m. possède comme points doublas le point x
et le point d'appui de d sur / ' ( ' ) .

Observons que le point y, —y.j a pour coordonnées locales

^ç( logA)" ' , o, -;4Î. o.

( 1 ) Pour toule surface, il existe sur r un pointylel que les qualernes^y/m'),
(.cyqm'} sont harmoniques. Nous avons signalé celle propriété dans une comrnu-
nic;»tion faite au Congrès interh'ttional des Mathématiciens de Boîogne ( T9 ' Î8).



Par suite, on a
y\ ~ }'i — >)- ̂ H = °'

et la droite d s'appuie sur s au point n. De plus :

La droite d s'appuie sur les directrices de ÏVilczynski en
des points partd^ecint linrmoniquenïent les foyers de cette
droite.

8. La suite de Laplace . . ., l , V, . . . possède une propriété
intéressante que nous allons établir.

Les relations ( 4 ) î ( 3 ) obtenues plus haut montrent que le point U 3
appartient au plan VY)V.J et le point L\» au plan V i V . j V s .

En dérivant la relation ( 4 ) par rapport à v^ on obtient encore la
relation

( 10 ) l̂  — 4 a" a LJ — '.>. ak i ( log ak^ )' ° Y -^ 'l uk\ V i = o,

et le point L ^ appartient donc au plan UWi.
L'hyperplan polaire de U» par rapport à Q, c^est-à-dire l'hyper-

plan V.jVîiYiV.^Vc, contient le plan conjugué de U V V i , c^est-à-
dire l I .^V.

Pour la même raison, l'hyperplan polaire V i V . . » \ : i \ ^ V 5 de Ug
contient le plan U1J|U.j et l^hyperplan polaire de Ly , c^est-à-dire
\ V i V a V : t \ 4 , contient le plan Ui l j^U.» . 11 en résulte que le point
t'i appartient au plan VaVuV^.

D'après ce qui précède, les points U, U, sont conjugués de Us,
L.,,par suite L appartient à l'espace A •jVSViA y . De plus, on a

( i l ) i2(U, U , ) = o , Q ( U , , U 4 ) = o .

En dérivant la première de ces relations par rapport à v et en
tenant compte de la seconde, on trouve

(rQ "(U, U^-o.

Le point L' étant conjugué de l- 3 appartient à l'hyperplan
polaire \ 3 \ / . \ . , \ , , Y; de ce dernier. Par suite, C appartient au
p l a n V 3 V , \ , C ) .

En dérivant la relation ( 1 2 ) par rapport à u et en tenant compte

( l ) II est évident que le point V, ne peut appartenir à l'hyperplan Va. ..VT
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de la première des relations ( i i ) , on trouve

( 1 3 ) i2(V, U.5)= o.

Le point V, étant conjugué de L^, U,, appartient à l'espace
VsV^VsVc . En dérivant (i3) par rapport à ^, on en tire, par (12),

Q ( V , U 6 ) = = o .

Par suite, V appartient à F hyperplan polaire ^ 4 VsVoVîVg deUo
et par conséquent au plan ¥4 V^Ve.

Supposons, plus généralement, que le point V,, appartienne au
plan V^^V^+oV/^c. Alors^7,, est conjugué des points U,,^,, U/^s,
U,^c par rapport à Q et l'on a

( 1 4 ) ii(\n, U,̂ , )=:o, û(V,,, L',^,)=o, û(V,,,V^<)== .

En dérivant la seconde des relations ( i 4 ) par rapport à M, on a

ù(V^,, U^)+(log^... Â^) 'OÛ(V^ LI,^,)-h/^^Q(V,,, U^4)=o.

Par suite, on a
D(Vn-M, U,̂ ,)̂ .

En partant de la troisième des équations ( i4) , on tire de même

( I5) ^(V^,,L-,^)=o.

On en conclut que V,,^., appartient à l'espace Y,^,V/^sV,^6 V/^7.
En dérivant ( i5) par rapport à v^ on a

A-,^1 U(V^, U^c)4- û(V,^, U,^)-+-(-lo^&/i,(... hn^ Q( V^,, U^6)= o.

On en lire
Q(V^,U,^)=o.

Par suite, V,^< appartient à l'hyperplan V,^s .. . V,^» et par
suite au plan V^V^c.V,^. D'une manière générale, on peut
donc dire que le point V,, appartient au plan V,,^V,,^,V,,^c pour
toute valeur de n.

L'hyperplan polaire V,,_2V,^V,,V,,^ V,,^ de U,, par rapport
à Q contient, d'après ce qui précède, les points V,,_o, V/,_B, V,,_4.
Par suite, U,. appartient au plan lL_e U,,_g U,»_4 conjugué du plan
V jri_-a V yi_( V / , _ _ 4 .
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Si Von range les points de la suite de Laplace . . ., U, V, ...
de manière que l^un d^eux soit le transformé du précèdent
dans le sens des M, tout point de cette suite appartient au
plan déterminé par les trois points occupant le quatrième,
cinquième et sixième rang après le point considéré.

9. Nous allons maintenant considérer le cas où le rapport de a
à b est le produit d^une fonction de u seule par une fonction de v
seule. On a alors

(lo^)'i=(log&)^, A.=/.,.

L/équation différentielle (7) des développables des congruences
de Wilczynski se réduit à

adu2 = o.

Les foyers/?, q de la droite r sont confondus et la congruence
(r) est formée de tangentes asymptotiques d\ine surface (p). De
même. les foyers m, n de la droite s sont confondus et la con-
gruence (s) est formée de tangentes asymptoliques d^une surface
(n). Sur les surfaces (/?), (n)^ les lignes v sont les ajsy m plo tiques.

Le premier des théorèmes établis au n° 7 n^a plus de sens; il
doit être remplacé par le suivant : Le quaterne de points (.r, y,
p^ n') est harmonique.


