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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR QUELQUES COURBES FERMEES REMARQUABLES;

Par M. Georce D. Birknorr.

Introduction.

Selon Poincaré ('), toute transformation T biunivoque, directe
et continue de la circonférence d’un cercle en lui-méme

T; 0,=/(0) (0, coordonnée angulaire),
est caractérisée par un cocfficient unique de rotation z, tel que
tout point 6 du cercle est transformé en 0, par T# (2) ou

nt—aan<0,—0<< nt+2x.

Donc 7 peut étre regardé comme l'accroissement moyen de la

variable 6 qui résulte de la transformation T; quand 2—__ est un

nombre rationnol‘g, il existe toujours au moins un point du cercle

dont la coordonnée angulaire s’accroit précisément de 2 pr apres
¢ itérations de T. Evidemment la valeur de 7 ne dépend pas de la
variable angulaire particuliére choisie.

Considérons maintenant dans le plan une courbe de Jordan J,
fermée, sans point double. Supposons de plus qu’il existe une
transformation T, biunivoque, directe et continue du voisinage .

(1) Sur les courbes définies par des équations différentielles .(Jour. de
Math., 4 série, 1885, p. 228).
(?) T~ désigne la nidme transformation itérée de T.

LX. I
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annulaire de ) et que cente transformation laisse imvariante la
courbe J, ¢est-a-dive que T(J) =

. Naturcllement T laisse imva-
riante la région extéricure omverte Seo aussi bien que la région
intéricure ouverte S, Mais, par définition méme. J est I'image
biunivoque, divecte et continne de la circonférence d'un cercle.
Par conséquent la transformation I donne Heu a un coefticient de
rotation . quiindique Faceroissement moyen d'une variable
angulaire quelconque sur Ta courbe de Jordan J, produit par Ia
transformation T.

Passons maintenant a ane courche fermée G, du type suivanl
heaucoup plas général: Fensemble ferme G divise Te pl:m cn deux
régions ouvertes stmplement connexes, Se et S0 dont S, contienl
e« pomta Finfimi oo de sorte que tout point de € appar ient on
la fronticee de S, ou a eelle de Sa.ou a tontes Tes deua. Suppo-
sons done quiil existe ane transformation T hionivoque. divecte
et continae du voisinage annulaiee de Codont € est une courbe
ivariante, elest=i=dive TG 22 Coel pae conséquent S et S, sont
des régions invariantes. Que peat-on dire dans ce cas?

Pour ¢elairen eette (|||<'~Iinn. il convient de considérer séparé-
ment des points Poextérienrament (intéricurement) accessibles,
crest-a-dire fes pomts Pogui sontles extrémités d'un are de Jordan
extérieur (ntéeienr ), Hest tout i fait évident que de tels points

caceessibles vestent accessibles du méme eoté apres o trans-
formation T et que Teur ordre exelique n'est pas modilié par cette
transformation. Le vaisonnement de Poiearé nous montre alors
(Iu'il extste un coeficient de rotation 7. .|.~~m'i(' avee les Iminh
aceessibles extéricurs et de meéme. un cocfhicient de rotation Tie
associé avee les points aceessibles intériears. )

L effer (). supposons que o région extéricure S, soil trans-
formeée en o eégion estéricure aun cerele par une transforma-
tion conforme. Selon les vésultats bien connus de Carathéo-

dory (*). le voisinage de tout point (extéricurement) accessible

(') Le raisonnement de ce paragraphe est au fond supertlu, parce que le rai-
sonnement de Poincaré s'applique sans modification a4 I'ensemble des points
accessibles. Ncanmoins il peut étre utile de ramener la question a la forme con-
sidérée par Poincaré, comme nous le faisons ici.

() Voir, par excmple, BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionen Theorie, t.2,
Chap. I.
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sera alors transformé en le voisinage d’un point corvespondant
de la circonférence de fagon que I'ordre cyclique des points acces-
sibles et de leurs images soit le méme ('), et ces images seront
partout denses sur la circonférence. 1l s’ensuit que la transforma-
tion T donne lieu a une transformation T* biunivoque, directe et
continue du cercle en lui-méme, parce qu'on peut étendre la défi-
nition de T* a tout le cercle par continuité.

Cetie transformation T* du cercle ¢n lni-méme posséde done
un coeflicient de rotation 7.. De la méme maniére nous définis-
sons un coefficient de rotation 7, par capport a la région inté-
ricure S;.

Evidemment la propriété capitale de ces deux coefticients de
rotation 7. et t; est la suivante : Par la transformation T* (n qu(’,l—'
conque), tout point de G accessible d'un des denx cotés se trouve
transformé en un point accessible du méme ¢oté, avec un nombre
de rotations complétes compris entre

n<t nt
'2—7; —_—1 et 2—‘_; --~1
ou t indique 7. ou 7, selon le coté considéré.

Cette propriété nous montre que les coefficients 7. et 7; sont
intrinséquement attachés a la courbe G et a la transformation
associ¢e T, ¢t ne sont changés par aucune déformation biunivoque
¢t continue du plan. ‘

A premiére vae, on pourrait croire que les deux coefficients de
rotation 7. et 7; doivent étre égaux. C'est notre but principal de
montrer ici qu’il n’en est nullement ainsi, en construisant des
courbes G avec des coefficients inégaux et de plus telles que tout
point de C.appartienne ala fois aux frontiéres des deux régions
extérieure et intérieure.

-~

En adwmettant pour le moment ce résultat, nous pouvons en
donner un autre énoncé peut-étre plus frappant: 1 existe de telles
courbes C et des transformations correspondantes T, telles que
tous les points accessibles de U'extérieur sont avancés, par T,
vers la gauche (par exemple), tandis que tous les points acces-
stbles de U'intérieur sont avancés par T vers la droite.

(1) Chaque point accessible doit &tre compté une fois pour chaque voisinage du
point dans S,.
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C’est-a-dire que nous pouvons toujours trouver des entiers m ct
k, tels que ,

mt,

skm > o, mei—2kn < o.

in effet on peul toujours trouver un m suffisamment grand
(positif si g, > o; ct négatif dans le cas contraire) pour que

m(se—ag;) > om,

et par conséquent un entier A tel que 2Aw se trouve entre mao;
ct moe.
Considérons maintenant la transformation T définie de la

maniére suivante : T est le produit de la transformation itérée Tm
et d’une transformation de rotation d'un angle — 2 Ax autowr d’un

point situé a U'intéricur de S;. Evidemment cette transformation T
est du méme type général que T et, de plus, elle aura pour coeffi-
cients de rotation

Te=M—2hz >0 et siz=mry—2kx <o,

Qo la propriété désirée.

9. Définition de certaines transformations auxiliaires A. - -
Pour construire une telle courbe (& nous devrons employer cer-
taines transformations auxiliaires A, définies de la maniére sui-
vante : A est une transformation biunivoque, directe, analytique
et conservative (') d'une couronne en clle-méme qui fait tourner
toute direction radiale vers sa gauche, sauf peut-étre sur les deux
bords circulaires (2).

Un exemple trés simple d'une telle transformation est le sui-
ant

(U) Py, 0y=0 - A-—cr? (r>0).

lci r, 8 sont des coordonnées polaives. La couronne peut éire une
région quelconque o <a<r<h. Par cette transformation, toute

(1) Clest-a-dire T conserve les aires.
(%) Plus précisément, P’angle entre la dircction transformée et la direction
radiale au point transformé peut étre regardé comme une fonction analytique

-
positive J avec o <4 <2 —'5 sur les deux bords circulaires.
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ligne radiale § = « est transformée en la courbe § = o 4 A 4 ¢r?
dont la direction de la tangente est a gauche de la direction
radiale. En effet U'angle ¢ entre la direction radiale et la direction
de la courbe est arc tang 2 cr2.

Remarquons aussi qu'on peut obtenir sans difficult¢ d’autres
transformations du méme type. Par exemple, soit B une transfor-
mation biunivoque, directe, analytique et conservative de la cou-
ronne en clle-méme, mais ne satisfaisant a aucune autre condition.
La transformation BU, pour ¢ > o suffisamment grand, appar
tiendra encore a la classe de transformations auxiliaires A.

3. Les courbes invariantes de A. — Dans ce qui suit, nous
aurons besoin de quelques propriétés des courbes invariantes
d’une telle transformation auxiliaire A, courbes qui divisent la
couronne cn deux autres. J'ai étudié autrefois ces courbes qui sont
d’une haute importance pour la Dynamique théorique ('), et je
répéterais ici la suite des idées jusqu’au point nécessaire (?).

Soit T une courbe invariante quelconque de cette espéce qui ne
coincide pas avec un des deux bords circulaires de la couronne.
Je dis qu'une telle courbe invariante T sera rencontrée une fois
seulement par tout rayon, de facon que son équation puisse
s’éerire

r=f(8),

ot [ est continue et périodique de période 27 en 6.

Evidemment T est une courbe fermée de Jordan de type
simple (*).

Remarquons en premier lieu que la forme explicite de I'équa-
tion résulte immédiatement de la propriété géométrique énoncée.
En effet la fonction f(8) qui intervient est bien définie et pério-
dique, de période 27, en raison de cette propriété. De plus cette

(') Surface Transformations and Their Dynamical Applications (Acta
math., t. 43, 1922, section 44).

(?) Le présent article joint A un autre, Sur l'existence de régions annu-
laires d'instabilité dans la Dynamique, qui vient de paraitre dans les Annales
de UInstitut Henri Poincaré, ont été écrits de fagon i les rendre indépendants
de mon long Mémoire des Acta.

(®) En suivant un peu plus loin la suite d’idées, on démontre que I' est méme
rectifiable. Voir mon article des Acta.
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fonction doit étre continuc¢ pour toute valeur 8, de 6; autrement
nous pourrions trouver une suite §,. 9,. ..., avec lim6, =4, telle
que

lim f(0,) ==& # fub,).

"I ox

Mais aloes le pomt (4. ) appartiendrait & T qui est un ensemble
fermé de points. Cette conclusion contredirait notre hypothése
gque I propriété géométrique est vérifice, parce gue la ligne
achinle 4 =9, rencontrerait I' au moins deux fois.

Faisons une autre remarque préliminaire. Délinissons T; comme
le cotd intérieur de T, cest-a-dive Fensemble des points Limites de
la région intéricure. Selon notre définition cet ensemble est lui-
méme une courbe fermdée: sa région intéricure coincide avec S;
tandis que sa région extéricure contient non seulement les points
de la région extéricure S, de T, mais aussi les points de I'qui
nappartiennent pas a 'y Nous définissons le coté extérieur e de T
d'une manicre analogue. Si Fon pouvait démontrer In propriété
géométrique pour les courbes Ty et To, on voit tout de suite que
ces deax courbes devraient coincider et que I'=T;:= e posséde-
rait la méme propriété géométvigue. Hosuftic done de démontrer Ta
propri¢té géométeique pour les courbes I' et To,

Dans notee démonstration, il nous convient de vegarder 6 et r
comme les coordonnées reclangulaives du plan, avee Faxe des 0
divigé vers la gauche. La convonne a <r<b sera ainsi représentée
par la bande horizontale entre ri= et r == b, ¢t la courbe I'; sera
représentée par une courbe périodique ouverte qui s'étend indéfi-
niment a droite et a gauche dans cette bande.

Iaisons maintenant hypothése que la propriété géométrique
n'est pas vraie pour la courbe I'; dans un cas guelconque. Consi-
dérons la région des points accessibles de r=a le long d’une
ligne verticale 7= const. du plan r. 9 sans rencontrer la courbe
variante T; (voir la figure 1). Cette région ouverte S} ou bien
coincide avee S; ou n'est qu'une partie de S;. La frontiére de 5;
est une courbe fermée qui est composée des points de I'; et des
segments onverts des lignes 8 = const. situés a 'intérieur de S;.

Supposons en premier lien que S; et S; coincident. Dans ce cas,
I'ordre cyclique des points de T est évidemment celui dans lequel

la coordonnée 4 croit on au moins ne diminue pas, et Pangle que
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toute corde AB de la courbe (entre deux points accessibles A, B,
A B, A précédant B) fait avec l'axe des § peut étre considéré

. T 3=z

comie compris entre - et — .

2 R

D’aprés notre hypothése il existe alors au moins une ligne 6§ =46,
(ui rencontre T'; en deux points («, 6,). (8, 9,), (« < 8). Mais, par

*

définition de S7=1S;, si le point (p, 6,) appartient a S;, tout

point (f;, 6) avec o< p lui appartient aussi. De plus, tous les points

Fig. 1.

sur le segment qui joint («, 6,) a (8, 6,) appartiennent ou a S; =S§;
ou i son bord. Evidemment un tel point ne peut pas appartenir
a S;. Par conséquent la ligne 6 =0, rencontre I'; en un scul
segment AB.

Soient C un point a I'intérieur de AB, et C un point dans le voisi-
nage immédiat de G, qui appartient a S; = S;. En supposant pour

le moment qu’un tel point C se trouve a la droite de AB, on voit

Fig. 2.

0=2n

(fig. 2) que la corde DE intérieure a I';, obtenue en prolongeant
la ligne AC de C jusqu’aux premiers points D, E de T;, aura une
tangente presque paralléle a Paxe négatif des r. En ce cas la trans-
formation T transformera ce segment en une courbe D, E, ou E,
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sait Dy sur Iy dont la divection de tangente fait partout avee 'axe
. 3=
(h'S ¢ un illlgl(‘ ({l]l esl I)lllS é"l'flllr([ ([ll(‘ '); nous nous souvenons

du fait que T doit faire tourner toute divection verticale vers sa
gauche dans le plan des coordonnées rectangulairves r, 4.

Maiscettesituationn’est pas possible. Eneflet, la ligne bris¢e FED.
composée du segment veetical FE avee I sue r=a ¢t ED, sera
transformée par T en Iy E Dy on FyE, et E, D, sont des courbes
analvtiques dont les tangentes font des angles partout plus grands
qmy’—? (voir Ta figure o). Il saute done anx yeux que. dans ces cir-
constances, Ky ne peat pas suivee Dy osur T,

Remarquons que le raisonnement ci-dessus suppose que toute
ligne DE presque veeticale doit étee déviée par T a droie de la
divection verticale. L'uniformité ainst supposée s’obtient évidem-
ment si toutes les divections verticales sont dévides dans le méme
sens par T (et done par T 7). Mais, d'apres les conditions impo-
sées. cela ne doit pas étee veai pour les directions verticales sur
les bovds 1 ==za ¢t r=>50. Pour ¢viter cette difticulté, il suffit
demployer enun tel eas des courbes convenables avee des direc-
tions verticales sur ==« ¢t rr = b an licu d'une ligne droiie telle
(que AC.

De L méme manicre, en emplovant T au licu de T, on déduit
quun tel point C ne peut pas exister dans le voisinage immédiat
de Cagauche de AB.

Par conséquent, le point C ne peut pas étee an point limite de
L région intéricure ouverte S, ce i serait absurde.

Nous devons done supposer que S; forme seulement une partie
de S, doitalors exister des segments AB de la frontiére S; avec
des points intéricurs C qui sont des points intéricurs de S; ( voir
la figure 1).

Considérons maintenant la partie S; de S, accessible de 1 = o le
long d'une courbe réguliére simple (telle que MN dans la figure 1)
dont T'angle de la tangente avee Paxe des 0 est toujours au moins ‘—:

Cette partie de S, inclut évidemment S5,

avec 57 que s'il n'existe pas de segments de la frontiére de S; du

mais ne peut coincider

tyvpe AB avec une pactie comprise entre AB et la courbe a droite
de AB (roir les régions ¢ de la figuve 1).
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Par la transformation T qui fait croitre 'angle de toute tan-
gente égal a ,- et ne raméne a )— aucun angle plus grand que :, les

points de S, sont transformés en point de 5, qui sont accegsibles de
la méme maniére. En effet, Pimage d'une courbe auxiliaire MN
qui rend accessible le point N est elle-méme une courbe auxiliaire
admissible M, N, qui rend N, accessible. Donc, I'image de S, pacT
doit coincider avec S;: elle ne peut pas en étre seulement une
partie parce que T est conservative (). Mais les points inaccessibles
de cette maniére qui sont un pen a droite d'un tel segment AB
(s'il existe) dowvent aussi étre transformés en des points accessibles.
Il en résulte quiun tel segment n’existe pas.

De la méme fagon, cn employant la transformation inverse T,
on conclut qu'il n’existe pas non plas un segment AB avec une
partie de S; a sa gauche.

Par conséquent, il n'existe aucun segment AB. Nous arrivons

cen conclusion au résultat énoncé.

4. Les coefficients de rotation. — Nous alloris maintenant con-
stdérer les relations mutuelles des courbes T qui sont invariantes
par une telle transformation T. Parmi ces courbes, se trouvent
toujours les deux bords r =a et r ="> de la couronne. Evidem-
ment, chaque courbe invariante T’ posséde un coefficient de rota-
tion 7. Selon une propriété fondamentale des coefficients de rota-
tion citée plus haut, toute courbe avec le cocefficient de rotation de

‘,sz
(l ——

q

la form (p, ¢ entiers) contient au moins un point dont 'angle

est augmenté de 2 pr par la transformation T?; un tel point est
donc géométriquement invariant par T,
St deux courbes T, et T, ont des points communs, leurs coef-

Sicients de rotation sont égauxr et de forme 2PE de plus
leurs points communs sont incariants par Ty (*).

Si T, ¢t Ty ont des points communs, il y a une ou plusieurs
1'égi0ns ouvertes simplemom’(‘,(mn('xvs entre Iy et Ty, Par la trans-
formation T, une telle région est transformée en une autre de la

(') Nous faisons abstraction ici de I'ensemble de mesure o des points de S;
qui n’appartiennent pas & T(S,).
() Voir section 46 de mon article des Acta pour des résultats analogues.
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méme espéce. Mais ces régions oblenues en partant de 'une d’elles
par P'itération indéfinie de T ne peuvent pas étre toutes diflérentes,
parce que aire totale est finie et la transformation' T conser-
vative. Done, aprés ¢ itérations, la région donnée se trouve encore
dans la méme position géométrique, et les deux arcs de Ty et T,
qui forment sa frontiére sont transformés en cux-mémes. Les
extrémités de ces denx ares sont done géométriquement invariantes.
d’ou le résultat énoneé.

Si dewr courbes Ty et Ty n’ont aucun point commun le coeffi-
ctent de rotation de la courbe extericure est plus grand que
celud de la courbe intérieure.

Rappelons que T transformation T transforme  une  ligne
% = const. en une courbe dont Fangle de la tangente est partout
plus grand que ; dans le plan des coordonnées reclangulaives r, 6.
Done. il est évident que la coordonnée 4, du point transformé sur
la courbe extéricure Ty sera supérieure d'an moins ¢ a la coor-
donnée du point transformé sur Ly si Fon part de deux points sur
le méme rayon.

Ce fait nous montre que le coefficient de rotation de la courbe
extéricure Ty doit étre au moins aussi grand que celui de Ty En
effet. deux points  corvespondants  sont  transformés  successi-
vement en des points tels que ceux de Ty sont toujours  plus
avancees que ceux de Ty d'au moins e,

H ne veste done plus qu’ac exclure égalité des deux coefficients
de rotation.

Considérons en premicr licu e cas on ce coefficient est de la

opn

forme -2,

lmaginons maintenant que nous faisons suivre T¢ d'une rotation
d'angle — 2 pr. Nous oblenons ainst une transformation T* de
méme type, dont Ty et Ty sont des courbes invariantes avec un
coefficient de rotation nul. 11 existe done un point A de T, et un
poit A, de T, qui sont invariants par T*, et ces deux points ne
penvent pas avoir la méme coordonnée 6 en raison de la propriété
g(’:()nn,"lri(luv de T".

Construisons un quadrilatére curviligne de la maniére suivante :
Deux des cotés sont les deux segments verticaux compris entre T,
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et Ty qui contiennent respectivement A, et A,; les deux autres
cotés sont les arcs de Ty et T, entre ces deux cdlés verticaux. Con-
sidérons 'image de ce quadrilatére par T*. Les sommets A, et A,
sont invariants, mais les deux ¢olés 6 = cont. sont transformés en
deux courbes, dont 'angle des tangentes est partout plus grand
que ; Par conséquent, les images de ces deux cotés se trouvent,
Pune a droite de Ay, Pautre a gauche de A,. Mais en ce cas,
I'image du quadrilatére enfermerait a son intérieur ce quadrilatére
lni-méme on bien serait incluse dans celui-ci, selon que A, est
situé a droite ou a gauche de Ay. Puisque T* est conservative,
cela n’est pas possible.

I1 reste done a considérer le cas ou le coefficient de rotation ©
n’est pas de cette forme spéeiale. Dans ce cas, nous pouvons trou-
ver un enlier ¢ pour lequel

P T —

~ 1o

\
_
a
A
~
x
A

ou p est enlier el g > o est la quantité e signalée ci-dessus ().
‘Tout point de T, doit alors étre avancé par T¢ d’un angle infé-
ricur a apn. En effet, il y a des points de I'y qui sont avancés de
moins de 2 pr par T9, puisque le coefficient de rotation de TY est
gt <_2pn. Done, si un point était avancé de plus de 2pm, on
trouverait des points avancés exactement de 2 p, ce qui est impos-
sible pour £ 2;{7: ’
D’autre part, il y a des points de I'; qui sont avancés d’au

. 3 . . .
moins 2 pr — = par T4, puisque le coefficient de rotation de T est
qt>2pm — ) Les points correspondants de I’y seront donc avancés

. € . . . .
d’au moins 2 pm + 5 Mais le raisonnement fait ci-dessus pour I,
montre que tout point de Ty doit étre avancé de moins de 2mp. De

cette facon, nous obtenons encore dans ce deuxiéme cas une
contradiction.

(1) Nous supposons ici que T est positif, dans le cas contraire nous pourrions
o . T .
considérer T(-" au licu de T. En développant 5= fraction continue, on trou-

P

vera évidemment des fractions 7 avec la propri¢té indiquée.
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Nous allons maintenant compléter notre résultat rvelatif aux

" 2D .y .

courbes T pour lesquelles © est de la forme -—f]i— de la maniére sui-

vanle

Toutes les courbes U qui appartiennent au méme coeffi-
! Pl

. 2P N . . . . N
clent © = —Iq— possedent au moins un point incariant par 'T9 en

commun. Dans cet ensemble, (l )« une courbe T'y extéricure et
une courbe Ty, ntéricure.

S'il 'y a qu’un nombre fini de courbes, ces faits sont évidents.
En effet, Ie bord extéricur de ces courbes constitue une courbe Ty,
ot e bord intérieur une courbe Ty, Ces deux bords auront des
points communs daprés ce qui précede, el ces points communs
se trowveront nécessairement sur toutes les autres courbes T en
question,

S’y a un nombre mfini de courbes T, considérons la région
omverte simplement connexe, extéricurs a toutes ces courbes. Sa
fronticre est évidemment une courbe invariante T, Comme tout

AL

pomt dune courbe ' au voisinage immédiat de T, est avancé,

pav T, d'un angle compris entre

2Mp T mps
mpE et ML=

s

q q9

-3,

. .. ’ . N Copn
on voit que le coeflicient de rotation de T, est aussi %— - Donec. la
courbe T ainsi que la courbe analogue T, appartiennent a U'en-
semble I'. Ces deux courbes auront au moins un point invariant
par T¢ en commun. et ces points communs devront étre situés sur
toutes les courbes T'.

On démontre immédiatement :

Toute suite infinie épanouissante (ow décroissante) de
courbes T tend uniformément vers une courbe I.

En effet, une telle suite définit une région ouverte intérieure,
invariante par T, dont la frontiére est une courbe T que les
régions de la suite approchent uniformément.

5. Le lemme fondamental. — (Considérons maintenant un rayon
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quelconque 6 =6, et marquons sur c¢ rayon les points de ren-
contre avec chaque courbe. Cet ensemble de points est fermé. A
vrai dire, si les points de rencontre de I',, Ty, ... tendent vers un
point P de 8§ =6, avec r croissant, ces courbes

ry, Ty I

2 By e e

forment une suite épanouissante dont la courbe limite I' rencontre
6 =0, au point limite P. On peut gpérer de la méme facon si les
points de rencontre tendent vers un -point P avec r décroissant.

Marquons plus généralement sur 6 = 6, tous les points compris
entre la courbe T extérieure et la courbe I' intérieure des courbes

. N . . Ry ¥
qui possédent un méme coefficient de rotation r = pT,

L'ensemble des points et intervalles ainsi marqués est également
fermé, et chaque point ou intervalle correspond a un coefficient
unique de rotation qui croit avec r.

L’ensemble des points et intervalles marqués remplit la ligne
entre r = a ¢t r = b ou ne la remplit pas.

Dans le premier cas, Pentrelacement des courbes ct des régions
simplement connexes entre elles remplissent toute la couronne;
par exemple, cette possibilité se trouve réalisée par la transfor-
mation de rotation variable U mentionnée plus haut. Dans le cas
général, chaque branche asymptotique, issue d’'un point invariant
instable par T9, coincide avec une autre branche de la méme espéce.

Dans le second cas, on trouve un segment PQ sur la ligne
5 = 6, qui ne contient pas de points « marqués » intérieurs, quoique
P et Q soient marqués. En d’autres termes, il y a une région
annulaire de la couronne dont les deux bords sont des courbes
invariantes successives qui coupent § =6, en P et Q respecti-
vement. Une telle région sera appelée « région annulaire d’insta-
bilité » (ring of instability).

Dans ce qui suit, nous nous appuierons sur le lemme suivant :

Lemme. — Il existe des transformations auxiliaires A, du
type T, dont la couronne contient au moins une région annu-
laire d’instabilité.

Dans un article récent ('), j’ai démontré ce fait, qui, au point

(1) Sur Uexistence de régions annulaires d'instabilite (Annales de U’ Institut
Henri Poincaré, 1931).
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de vue analytique, scmble d’avance presque certain. Comme
j'emploic dans cet article une couronne comprise entre r=o
et r=1, la région annulaire d’instabilité pourrait s'étendre

jusquar =o.
6. Une propriété des régions annulaires d’instabilité. — Soit

donc R une telle région annulaire d’instabilité entre les courbes
invariantes suceessives Iy et Uy d’équations

re= il = A N AT D AT Y

ot [ et fy sont continues ¢t périodiques de période 2.

Dans le voisinage immédiat de tout point de ¥y (L) il existe
des points dont quelques-unes des images par T, T2 ... se
troucent dans le voisinage immédiat d’un point donné de
r.(ry).

En effet considérons une petite région ouverte o autour du point
donné de Uy, La suite des végions 7, T(g), Ty(g). ... jointe & la
région - fo(7) également ouverte et connexe, constitue une
région ouverte et connexe. G, telle que tout point de la végion trans-
formée T(G) appartient évidemment & G Paisque T est conserva-
tive. on en conclut que Goest une région invariante par T. De
plus, la région ouverte simplement connexe I extéricure a G oest
invariante. Done la fronticre de  doit étre une courbe fermée inva-
viante daprés notre définition. et doit par conséquent coincider
avee Uy dlon Te vésaltat énoneé.

7. La transformation définitive 1.. -- Choisissons donc une
transformation conservative A qui admette une telle région annu-

laire d'instabilite
S <r<fich

¢t désignons les coefficients de rotation correspondant aux deux
bords I'y et Iy par 7, et to(7, > 72 ). Choisissons aussi a U'intérieur

une courbe fermdée K. de la forme

r==f18)

ot f est analylique en 6 et périodique de période 2m, de telle sorte
que Ko divise Faire de la région anoulaire en deux parties égales.
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Soit V; la transformation suivante :
V. 0,=0. rP=(—z)rr 20,

oo &< 1 est une quantité que nous allons choisir suffisam-
wment petite plus tard.

La transformation définitive qui nous conduit a notre conclusion
principale est la transformation composée T, == AV,

La transformation purement rvadiale V¢ est analytique partout

. . . . (1 — )
saaf a l'm'lgmo r —= o et diminue toute aire dans le rappm‘t

parce que Pon a
diriryvdy =1 —z)ydortdo.

Par conséquent T; jouit des mémes proprictés.

De plus, la transformation V. laisse invariante la courbe K,
tandis que tout point a une distance radiale d de K est transformé
vers K oradialement en un point & une moindre distance radiale
de K. Done T = AV, transforme la région annulaire en une
partie d elle-méme,

VAR VARV A R b WA Lol VARV A

(roir la figure ci-dessous), dont les frontiéres sont les images respec-

Fig. 3.

tives T, et T, de T, et T',. La transformation inverse T; "' =V¢ " A=)
est analytique au moins a Uintérieur de la région annulaire I' T',,

et augmente toute aire dans le rapport

L
(1—¢)






