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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SUR QUELQUES COURBES FERMÉES REMARQUABLES;

PAR M. GEORGE D. BIRKHOFF.

Introduction.

Selon Poincaré ( ' ) , toute transformation T biunivoque, directe
el continue de la circonférence d'un cercle en lui-même

T; 0,==/(0) (6, coordonnée angulaire),

est caractérisée par un coefficient unique de rotation r, tel que
tout point 9 du cercle est transformé en On par T" ( 2 ) où

/AT —— 27Î < 0^—— 0 < /IT 4- 2TC.

Donc T peut être regardé comme Faccroissement moyen de la

variable 9 qui résulte de la transformation T; quand -"- est un

nombre rationnel ~ ? il existe toujours au moins un point du cercle

dont la coordonnée angulaire s'accroît précisément de ^JOTT âpres
(f itérât ions de T. Evidemment la valeur de T ne dépend pas de la
variable angulaire particulière choisie.

Considérons maintenant dans le plan une courbe de Jordan J,
fermée, sans point double. Supposons de plus qu'il existe une
transformation T, biunivoque, directe et continue du voisinage

( 1 ) Sur les courbes définies par des équations différentielles .(Jour, de
Math., 4" série, i885, p. 228).

(2) T" désigne la /i^me transformation itérée de T.
LX. 1



annulaire de .1 el (pie celle transformai ion laisse invariante la

courheJ, cesl-a-dire (pie T(.) ) ̂ : . 1 . Naturellement T laisse inva-

riante lii région extérieure ouver te S^. î iussi bien que la région

intérieure ouverte Se iMnis. par délinilion même. .1 est l'image

l)iiiiiivo(|iie. directe et continue de la circonférence d'un cercle.

Psir consé(pient la Iransformdt ion '1 donne lien a un coefucient de

rotation T. (jiii indi(|iie l accroissei i ient inoven d'une variable

.insulaire (|iielcon(|iie .MU' iii ( ' (KI I ' IX ' de Jordan . 1 , produit pîir la

1 rniistormation 1\
l'iis^oiis iilidiitenaiil a niie (•o i i i 'J te (erniée (,, du l \ ( ) e sinvani

l»e ;n ico« i j> pins ^('îner.il: 1 e t i^e in lde lerine (. d i \ i se le i)1<ni en deux
relions (> ! i \ e r l e , s suiipicm^nl ( • (» t ine \es , S^ el S^. dont S^ roiilieni

|r « j)oi i i l ;i 1 ilililii ». de soric ( j i i c (oui |)oinl de ('. < i [ )p; i i Een t ou ;'i

h» f l 'o i i t icre de S/, ou .1 celle de S^. ou ;'i ( o u ï e s les deux. Suppo-

sons donc (NI il e \ i s (e mu' Imiisloriimlion '1'. l»i(ini\ otji ie. direele

cl conli inie du \o is i i i ;»^e ;(iiiiiil;iii'e de (., doiil ( i est une eourhe

ii iv.(ri<inle. e'est-.'i-dire 1 ( ( 1 ) ( ^ . el par eoitsequeni S/ el S^, sont

des (( ' -^ ioi is în \ ;in;mles. (^ne ()enl-on dire dans ce cas?

Pour echnreir eelle (piesl ion. il eon\ leni de eo l }s ld ( ' l | ( • ^ > s^p.in''-

iiieiil les ( > < » i i i ( s 1 > e\lerieiirenienl ( inlerieiireiiieiil ) a< t eess l j » l es .

( . ' ( .s j -<(-d i re les j)oin|s I? < | i i i son! les cxl n'ïiiiites dun are de .lordan

exier ie i i r ( inl<''rie(ir ). Il esl loul ,'» t a i t evideni ( j i ie de lois poinis
i ^ ( • ( ' e s s i | ) | ( > s rcsicul « leeessi ldcs du même eole aj^'es lii lr<ins-

format ioi) I\ el (|iie leur ordre e \e l i (p ie n'est ( » < i s niodilie j)ar eelle

(rîiiistoriii.il ion. l.e raisonnerneiil de l^iine.ire nous monire alors

(pl'il ex is ie ni) eoellieieni de rol.ilion 7,-. .(SSOCK'» ,i\ce les poinis

;ieeessil)l(\s (^(('•rielirs el. de iiieine. 1 1 1 1 cnell leieti l de rol.ilion T/ .

sissoeie a \ee les ooinis îieeessd)Ie.s inlerieurs.

l^n ellel ( 1 ). sii|)posons (jiie la région exierienre S^, soil trans-

formée en la région exierienre a un cercle par une transforma-
tion conforme. Selon les résul ta is bien connus de Caralheo-

dor\ ( J ) , le voisiuî^e de (oui poini (extérieurement) accesslbl(t

( ' ) Le raisonnement de ( e parasrapl'e est au fond superflu, parcp que le rai-
sonnement dn I^oincaré s'applique sans modification a l'ensemble des points
accessibles. Néanmoins il peut être utile d<- ramener la question à la forme con-
sidérée par Poinearé. comme nous le faisons ici.

( 2 ) Voir, par exemple, IÎIEBERBAI.IÏ, Lekrhnch (1er Funktionen Théorie, t. 2,
Ctiap. I.
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sera alors transformé en le voisinage d'un point correspondant
de la circonférence de façon que l'ordre cyclique des points acces-
sibles et de leurs images soit le même( 1 ) , et ces images seront
partout denses sur la circonférence. Il s'ensuit que la transforma-
tion T donne lieu à une transformation T* biunivoque, directe et
continue du cercle en lui-même, parce qu'on peut étendre la défi-
nition de T* à tout le cercle par continuité.

Celte transformation T* du cercle en lui-même possède donc
un coefficient de rotation T^.. De la même manière nous définis-
sons un coefficient de rotation T/, pur rapport à la région inté-
rieure S/.

Evidemment la propriété capitale de ces deux coefficients de
rotation Te et T/ est la suivante : Par la transforma lion T" (n quel-
conque), tout point de C îu-cessible d 'un des deux côtés se trouve
transformé en un point accessible du même côté, avec un nombre
de rotations complètes compris entre

/IT 71T— — i et — - -1?- ^ '2 ?r

où T indique T<. ou T(, selon le côté considéré.
Cette propriété nous montre que les coefficients Te et T/ sont

intrinsèquement attachés à la courbe C et à la transformation
associée T, et ne sont changés par aucune déformation biunivoque
et continue du plan.

A. première vue, on pourrait croire que les deux coefficients de
rotation T^ et T/ doivent être égaux. C^est notre but principal de
montrer ici qu1 il n'en est nullement ainsi, en construisant des
courbes C a\'ec des coefficients inégaux et de plus telles que tout
point de C appartienne à la fois aux frontières des deux régions
extérieure et intérieure.

En admettant pour le moment ce résultat, nous pouvons en
donner un autre énoncé peut-être plus frappant : il existe de telles
courbes C et des transformations correspondantes T, telles que
tous les points accessibles de l^ extérieur sont avancés^ par T,
vers la gauche (par exemple), tandis que tous les points acces-
sibles de l3 intérieur sont avancés par T vers la droite.

( 1 ) Chaque point accessible doit être compté une fois pour chaque voisinage du
point dans S^.
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C^est-à-dire que nous pouvons toujours trouver des entiers m et
À', tels que

/ / A T ( , — — ^ . Â - 7 Î > 0 . / ^T /——9.À '7C<0 .

Ln enet on peut toujours trouver un m suffisamment grand
(positif si CT^> o-/ et négatif dans le cas contraire) pour que

tH{ 7^—— 7/) > •/7:,

et par conséquent 1111 entier k tel que a Â T T se trouve entre WT(-
et m<je'

Considérons maintenant la transformation T définie de la
manière suivante : T est le produit de la transformation itérée ï"*
et d^une transformation de rotation d'un angle — a/TTT autour d'un
point situé à l 'intérieur de S/. Evidemment cette transformation T
est du même type général que T et, de plus, elle aura pour coeffi-
cients de rotation

T^. = /// -̂ . — > À r. > o et -:; =- m T( — •> k ?t < o,

d\)ù la propriété désirée.

2. Définition de certaines transformations auxiliaires A. --
Pour construire une telle courbe C nous devrons employer cer-
taines transfori\nalions auxiliaires A, déf inies de la manière sui-
vante : A est une transformation biunivoque, directe, analytique
et conservative ( ' ) d'une couronne en elle-même qui fait tourner
toute direction radiale vers sa gauche, sauf peut-être sur les deux
bords circulaires ('J).

(Jn exemple très simple d'une telle transformation est le sui-
vant :

(L) /'i - - /'. ()):=: 0 - A — c/''1 (r ^> o).

Ici /', 0 sont des coordonnées polaires. La couronne peut être une
région quelconque o ̂ < i^ /'^ b. Par cette transformation, toute

( l ) C'est-à-dire T conserve les aires.
( a ) Plus précisément, l'angle entre la din'clion transformée et la direction

radiale au point transformé peut être regardé comme une fonction analytique-

posithe '!> avec o<6< -*^ sur les deux bords circulaires.
r • = T 2



ligne radiale 0 = a est transformée en la courbe Q == a 4- îl 4- cr2

dont la direction de la tangente est à gauche de la direction
radiale. En effet Panglc ^ entre la direction radiale et la direction
de la courbe est arc tanga^r2 .

Remarquons aussi qu'on peut obtenir sans difficulté d'autres
transformations du même type. Par exemple, soit B une transfor-
mation biunivôque, directe, analytique et conservative de la cou-
ronne en elle-même, mais ne satisfaisant à aucune autre condition.
La transformation BU, pour c >> o suffisamment grand, appar
tiendra encore à la classe de transformations auxiliaires A.

3. Les courbes invariantes de A. — Dans ce qui suit, nous
aurons besoin de quelques propriétés des courbes invariantes
d^une telle transformation auxiliaire A, courbes qui divisent la
couronne en deux autres. J'ai étudié autrefois ces courbes qui sont
d'une haute importance pour la Dynamique théorique ( < ) , et je
répéterais ici la suite des idées jusqu^au point nécessaire (2).

Soit F une courbe invariante quelconque de cette espèce qui ne
coïncide pas avec un des deux bords circulaires de la couronne.
Je dis qn^une telle courbe invariante T sera rencontrée une fois
seulement par tout rayon^ de façon que son équation puisse
s ' ) écrire

^=/(8),

où f est continue et périodique de période iv. en Q.
Evidemment r est une courbe fermée de Jordan de type

simple (3) .
Remarquons en premier lieu que la forme explicite de l'équa-

tion résulte immédiatement de la propriété géométrique énoncée.
En eflet la fonction f(ô) qui intervient est bien définie et pério-
dique, de période 27;, en raison de cette propriété. De plus cette

( 1 ) Surface Transformations and Their Dynamical Applications (Acta
math^ t. 43. 1922, section 44).

(') Le présent article joint à un autre, Sur l'existence de régions annu-
laires d'instabilité dans la Dynamique, qui vient de paraître dans les Annales
de l'Institut Henri Poincaré, ont été écrits de façon à les rendre indépendants
de mon long Mémoire des Acta.

( s ) En suivant un peu plus loin la suite d'idées, on démontre que r est même
reclifiable. Voir mon article des Acta,
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fonction doit être continue pour toute valeur ôo de ô; autrement
nous pourrions trouver une suite ô , , 0_». . . . , avec l im0, ,== 9^ telle
que

j im f ( ^ } , , ) ----- ^ ^/(Oo).

M a i s alors le point (^o. .̂  ) a p p a r t i e n d r a i t à F qui est un ensemble
ferme de points. Cette conclusion contredira i t notre hypothèse
que la propriété géométrique est vérifiée, parce que la ligne
ra l i a le 9 -= 9,, rencontrerait F au moins deux fois.

Faisons une autre remarque p ré l imina i re . Définissons F, comme
le coté i n t é r i e u r de r. c est-à-dire l ensemble des points l imi tes de
la région intérieure. Selon notre d é f i n i t i o n cet ensemble est lui-
même une courbe fermée; sa région intér ieure coïncide a » e c S/
t and i s que sa région extérieure contient non seulement les points
de la région extér ieure S<,. de F, mais aussi les points de F qui
n appart iennent pas à F/. jNous définissons le côté extér ieur F<» de F
d Hue manière analogue. Si l'on p o u v a i t démontrer la propriété
géoméirique pour les courbes F/ et F/., on voit tout de suite (pie
ces deux courbes dev ra i en t coïncider el que r==F/:^=F^ posséde-
ra i t la même propr ié té géométr ique. I l s u f f i l donc de démonirer la
propriété géométrique pour les courbes F/ et F^,.

Dans noire d é m o n s i l ' a t i o u , i l lions conv ieut de regarder 9 et r
comme les coordonnées reclangulaires du piau, avec 1 axe des ()
d i r i gé vers la gauche. La couronne ( i ^ i ' ^ h sera a i n s i représentée
par la bande hor izoula le entre /' == a et /' -^ b^ et la courbe F/ sera
représentée par une courbe pér iodique ouverte qui s'étend indéfi-
niment a droite el a ^"auclie dans cette bande.

Faisons maintenant l'iivpotliése que la propriété géométrique
n'est pas vraie pour la courbe F/ dans un cas quelconque. Consi-
dérons la région des points accessibles de /• == a le long d'une
ligne ver t i ca le 0==cons t . du plan /'. 0 sans rencontrer la courbe
invar iante F/ (^oir la f igure i ) . Celle région ouverte S,* ou bien
coïncide avec S/ ou n'est qu 'une partie de S/. La frontière de SJ
est une courbe fermée oui est composée des points de F/ et des
segments ouverts des lignes 9 -==- const. situés à l'intérieur de S/.

Supposons en premier lieu que S^* et S/ coïncident. Dans ce cas,
1 Ordre cyclique des points de F, est évidemment celui dans lequel
la coordonnée 9 c ro î t ou au moins ne diminue pas, et l'angle que
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toute corde AB de la courbe (entre deux points accessibles A, B,
A^B, A précédant B) fait avec l'axe des Q peut être considéré

comme compris entre -: et — •

D'après notre hypothèse il existe alors au moins une ligne Q=Q^
qui rencontre T, en deux points (a, 0^), ((3, 9p), (a < p). Mais, par
définition de S,* == S/, si le point (p, 0,,) appartient à S,*, tout
point (p, 0) avec p < p lui appartient aussi. De plus, tous les points

sur le segment qui joint (a, @y) à (P, 0y) appartiennent ou à SJ == S/
ou à son bord. Evidemment un tel point ne peut pas appartenir
a S^*. Par conséquent la ligne 9 == 9^ rencontre F/ en un seul
segment AB.

Soient G un point à l'intérieur de AB, et C un point .dans le voisi-
nage immédiat de C, qui appartient à S^ == S,. En supposant pour
le moment qu'un tel point C se trouve à la droite de AB, on voit

Fig. 2.

0-ÏK

( fig. 2) que la corde DE intérieure à F/, obtenue en prolongeant
la ligne AC de C jusqu'aux premiers points D, E de F/, aura une
tangente presque parallèle à l'axe négatif des r. En ce cas la trans-
formation T transformera ce segment en une courbe DiE^ où E^
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s u i t I ) , sur F/, dont la direction de tangente fait par tout avec Paxe

des e un angle qui est fïlus ^rand que — ' b ; nous nous souvenons

(lu fa i t (me T doil faire tourner t o u t e direction verticale vers sa
gauche dans le plan des coordonnées rectangulaires /', 0.

Ma is cet l esi tua lion n'est pas possible. En euet, la ligne brisée FED.
composée du segment verl ic î i l FE a \ec F sur r == ci et ED, sera
transformée par T en F| E| D| où F|E| et E| 1), sont des courbes
anal v t iques dont les tangentes font des angles partout plus grands

(|ue -' (^<nr la ligure •>> ). Il saute donc aux veux que, dans ces cir-

constance.^, E) ne peut pas suivre D| sur F/.
Hemarquons que le raisonnement ci-dessus suppose (lue toute

ligue DE presque verticale doit être déviée par T à drotie de la
direclion verticale. L'uniformité ainsi supposée s'obtient évidem-
ment si toutes les directions ver t ica les sont déviées dans le même
sens par 1 ( e t donc par T ' ). Mais. d après les conditions impo-
>ee>. cela ne doit pa^ cire vr<n pour les directions verticales sur
les bords / • - - - < / et r^=b. Pour éviter celle difliculté, il suffîl
d employer en un tel cas des courbes convenables avec des direc-
t ions verticales sur / •=-=-. a et /• == I ) au lieu dîme ligne droite telle

que \(T.
De la même manière, en employant T ' au lieu de T. on déduit

qu Un tel point ( ^ ne peut pas ex is te r dans le voisinage immédiat
de C a gauche de -VB.

Par conséquent. le point C ne peut pas être un point limite de
la région intérieure ouverte S/, ce qui serait absurde.

Nous devons donc supposer que S,* forme seulement une partie
de S,. Il doit alors exister des segments AB de la frontière S/* avec
des poinis intérieurs G qui sont des points intérieurs de S, ( voir
la figure i ).

Considérons maintenant la partie S/ de S, accessible de /' == o le
long d'une courbe régulière simple (telle que MIN dans la figure i)

dont l angle de la tangente avec l axe des 0 est toujours au moins ^ *

Cette partie de S/ inclut évidemment S* mais ne peut coïncider
avec S,* que s^il n'existe pas de segments de la frontière de S,* du
type AB avec une partie comprise entre AB et la courbe à droite
de AB ( r o i r les régions t de la ligure i ).
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Par la transformation T qui fait croître l'angle do toute tan-

gente égal à :: et ne ramené a él aucun angle plus grand que r:? les

points de S, sont transformés en point de S, qui sont accessibles de
la même manière. En enet, limage d'une courbe auxi l ia i re MN
qui rend accessible le point N est elle-même une courbe aux i l i a i r e
admissible M, N| qui rend N| accessible. Donc, l'image de S^pa rT
doit coïncider avec S,; elle ne peut pas en être seulement une
partie parce que T est conservative(1). Mais les points inaccessibles
de cette manière qui sont un peu à droite d'un tel segment AB
(s'il existe) doivent aussi être transformés en des points accessil>les.
Il en resuite qu'un tel segment n'existe pas.

De la même façon, en employant la transformation inverse T~',
on conclut qu'il n'existe pas non plus un segment AB avec une
partie de S< à sa gauche.

Par conséquent, il n'existe aucun segment AB. Nous arrivons
en conclusion au résultat énoncé.

4. Le» coefficients de rotation. — Nous allons main tenan t con-
sidérer les relations mutuelles des courbes F qui sont invariantes
par une telle transformation T. Parmi ces courbes, se trouvent
toujours les deux bords /' = a et r == b de la couronne. Evidem-
ment, chaque courbe invariante F possède un coefficient de rota-
tion T. Selon une propriété fondamentale des coefficients de rota-
tion citée plus haut , toute courbe avec le coefficient de rotation de
la forme —^ ( p , q entiers) contient au moins un point dont l'angle
est augmenté de 2/^7r par la transformation TÎ'; un tel point est
donc géométriquement invariant par T^.

Si deux courbes F) et I\, ont des points communs, leurs coef-

ficients de rotation sont égaux et de forme ^^-i de plus
leurs points communs sont invariants par Ty ( 2) .

Si F) et r,» ont des points communs, il y a une ou plusieurs
régions ouvertes simplement connexes entre Fi etl\>. Par la trans-
formation ï, une telle région est transformée en une autre de la

( ' ) Nous faisons abstraction ici de l'ensemble de mesure o des points de S;
qui ^appartiennent pas à T(S,).

( ï ) Voir section ̂  de mon article des Acta pour des résultats analogues.
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même espèce. Mais ces régions obtenues en partant de Fune d'elles
par l'itération indéfinie de T ne peuvent pas être toutes difïérentes,
parce mie l'aire totale est finie et la transformation T conser-
va tive. Donc, après q i térations, la région donnée se trouve encore
dans la même position géométrique, et les deux arcs de T\ et F.j
qui forment sa frontière sont transformés en eux-mêmes. Les
extrémités de ces deux arcs sont donc géométriquement invariantes.
d'où le résultat énoncé.

Si deu.t' courbes F, et I\ n'ont aucun point commun le coeffi-
cient de rotation de la courbe e.rtcrieure est j d u s ^rand que
r c j u i de la courbe i n t é r i e u r e .

Kappelons que la t ransforma liou 1' t ransforme une ligne
^ =—. coiist . en une courbe doni 1 angle de la tangente est partout
p lus grand que ^ dans le plan des coordonnées rectangulaires /", ô.
Doue. i l es! é v i d e n t que la coordonnée çi\ du point transformé sur
i;i eoufhe ex té r ieure YI sera supérieure d'au moins s à la coor-
donnée du point t ransformé sur Fa. si Fou part de deux points sur
le même ra von.

Ce f a i t nous mont re que le coefncieni de rotat ion de la courbe
extérieure F, do i t être au moins auss i grand (lue celui de Fa. Eu
eHel. deux points correspondants .sont transformés successi-
vement en des points tels que ceux de F| sont tou jours plus
avancés que ceux de F._> d'au moins c.

I l ne reste donc plus qu'à exclure l égali té des deux coefficients
de r o l c i t ion.

Considérons en premier l ieu le cas on ce coefficient est de la
forme l-'— -

q
Imaginons main tenan t que nous faisons .suivre T^ d'une rotation

d angle — 2/^7:. Nous obtenons a ins i une transformation T* de
même t v p e . dont r, et I\ sont des courbes invariantes avec un
coefficient de ro ta t ion nul. 11 existe donc un point A| de Fi et un
point A.j de r_» qui soni invariants par T*, et ces deux points ne
peuvent cas { i v o i r la même coordonnée 0 en raison de la propriété
géométrique de T*.

Construisons un quadrilatère curviligne delà manière suivante :
Deux des côtés sont les deux segments verticaux compris entre T\
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ot r.j qui contiennent respectivement Ai et Aa ; les deux autres
côtés sont les arcs de F, et I\ entre ces deux côtés verticaux. Con-
sidérons l'image de ce quadrilatère par T*. Les sommets Ai et A._,
sont invariants, mais les deux côtés 0 == cent. sont transformés en
deux courbes, dont l'angle des tangentes est partout plus ^rand
que - - Par conséquent, les images de ces deux côtés se trouveni,
Pune à droile de A|, Pauln» à gauche de A^». Mais en ce cas,
l'image du quadrilatère enfermerait à son intérieur ce quadrilatère
lui-même ou bien serait incluse dans celui-ci, selon que A.j est
situé à droite ou à gauche de A ( . Puisque T* est conservative,
cela n^est pas possible.

Il reste donc à considérer le cas où le coefficient de rotation T
n'est pas de celle forme spéciale. Dans ce cas, nous pouvons trou-
ver un en l ie r a pour lequel

V^— \ <q^<-îpr^

où i) est enlier et £ ^> o est la quantilé £ signalée ci-dessus ( ' ).
Tout point de I\> doit alors être avancé par TÎ d^n an^le infé-

rieur à 2p7T. En elTet, il y a des points de I\> qui sont avancés de
moins de i p ' ï ï . par T^, puisque le coefficient de rotation de T^ est
r / r <^ 2^71. Donc, si un point était avancé de plus de 2jy7r, on
trouverait des points avancés exactement de 2^7;, ce qui est impos-

sible pour T ̂ z —'— îr / ïpr.
D^autre part, il y a des points de 1\ qui sont avancés d^au

moins 2/^71— - par T^, puisque le coefficient de rotation de T^ est

qr >> 2pr : — '- ' Les points correspondants de Fi seront donc avancés

d^au moins 2^7: 4- -• Mais le raisonnement fait ci-dessus pour I\>
montre que tout point de T\ doit être avancé de moins de 27T/?. De
cette façon, nous obtenons encore dans ce deuxième cas une
contradiction.

( 1 ) Nous supposons ici que T est positif, dans le cas contraire nous pourrions

considérer T^0 au lieu de T. En développant — en fraction continue, on trou-

vera évidemment des fractions • avec la propriété indiquée.
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Nous allons maintenant compléter noire résultat relatif aux

courbes F pour lesquelles T est de la forme -'— de la manière sui-
vante :

Toutes les courbes F qui a p p a r t i e n j i e n f au même coeffi-

cient T == -/— possèdent nu moins un point invariant par T^ en

commun. Dans cet ensemble, i l y a une courbe F, extérieure et
une courbe F_, intérieure.

S il n'y a q u ^ u n nombre rini de courbes, ces f a i t s sont évidents.
En effet, le bord extérieur de ces courbes const i tue une courbe F ( .
et le bord in t é r i eu r une courbe I\». Ces deux bords auront des
points communs d'après ce qui précède, et ces points communs
se trouveront nécessairement sur toutes les autres courbes F en
quest ion,

S'il v a un nombre i n f i n i de courbes F, considérons la région
o u \ e r ( e b implement connexe, extér ieur ' a toutes ces courbes. Sa
front ière est év idemment une courbe invar iante F^,. Comme tout
point d^une courbe F au vois inage i m m é d i a t de F* est avancé,
par ^ w, d Un an^le compris entre

•>//u) 7: •>fnp 7:
——'-——•>7: et — — ' - — , -?;:,

(! y

on vo i t que le coefficient de rotation de F^ est aussi -^-'. Donc, la

courbe F^, a ins i que la courbe analogue FJ, appartiennent à l'en-
semble F. Ces deux courbes auront au moins un point invariant
par T^ en commun, et ces points communs devront être situés sur
toutes les courbes F.

On démontre immédia tement :

'l'eu te suite infinie épanouissante {ou décroissante) de
coîn'bes F tend uniformément vers une courbe F.

En effet, une telle suite définit une région ouverte intérieure,
invariante par T, dont la frontière est une courbe F que les
régions de la suite approchent uniformément .

8. Le lemme fondamental. — Considérons maintenant un rayon
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quelconque 9 == Ôy et marquons sur ce rayon les points de ren-
contre avec chaque courbe. Cet ensemble de points est fermé. A
vrai dire, si les points de rencontre de F , , I\, . . . tendent vers un
point P de 0 == 9^ avec r croissant, ces courbes

r . , r , . i \ , . . .

forment une suite épanouissante dont la courbe limite F rencontre
9 === 0,, au point limite P. On peut opérer de la même façon si les
points de rencontre tendent vers un point P avec r décroissant.

Marquons plus généralement sur 0 == Q^ tous les points compris
entre la courbe T extérieure et la courbe T intérieure des courbes
qui possèdent un même coefficient de rotation T == -^^.

q
L'ensemble des points et intervalles ainsi marqués est également

fermé, et chaque point ou intervalle correspond à un coefficient
unique de rotation qui croît avec r.

L'ensemble des points et intervalles marqués remplit la ligne
entre r == a et r = b ou ne la remplit pas.

Dans le premier cas, Pentrelacement des courbes et des régions
simplement connexes entre elles remplissent toute la couronne;
par exemple, cette possibilité se trouve réalisée par la transfor-
mation de rotation variable U mentionnée plus haut. Dans le cas
général, chaque branche asymptotique, issue d^un point invariant
instable par T^, coïncide avec une autre branche de là même espèce.

Dans le second cas, on trouve un segment PQ sur la ligne
Q == 0^ qui ne contient pas de points « marqués » intérieurs, quoique
P et Q soient marqués. En d'autres termes, il v a une région
annulaire de la couronne dont les deux bords sont des courbes
invariantes successives qui coupent ô == Q\) en P et Q respecti-
vement. Une telle région sera appelée « région annulaire d'insta-
bilité » (ring ofinstability).

Dans ce qui suit, nous nous appuierons sur le lemme suivant :
LEMME. — II existe des transformations auxiliaires A, du

type T, dont la couronne contient au moins 'une région annu-
laire d'instabilité.

Dans un article récent ( ' ) , j'ai démontré ce fait, qui, au point

(') Sur Inexistence de régions annulaires d ̂ instabilité {Annales de f Institut
Henri Poincaré^ 1931) .
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<Ie vue analytique, semble devance presque certain. Comme
remploie dans cet. article une couronne comprise entre r — o
et r === î . la région annulaire d^instabilité pourrait s^élendre
jusqu^à r ==. o.

G. Une propriété des régions annulaires d'instabilité. — Soit
donc \\ une toile région annulaire d'instabilité entre les courbes
invariantes .successives r, et l\, d^équalions

/• - /, (fU. r -. f, ( 0 ) ( y, < 0 ) ^ / , ( < ) , ]

où /'î el /.j sont continues el périodiques de période '-ÎTT.
Dans le voisinage f/n/nednff<le limf point de r,(r.j) // existe

des points dont f/(fe/f/ucs-HffC\' des images par T, T'-*. . . . se
Ironvent dnns le roisinn^e i inn ied i f i f d^nn point donne de
i\(r.).

l^n etiel considérons une petite région ou\erle y autour du point
donné de l\,. La suite des régions 7, T(or), ^^(7} .... jointe à la
région r /..( r) ) é^îdeuieut ou\er(e (^ connexe, constitue une
région OUM'I'IC et couui'xe. d, telle que tout point de la région trans-
formée 1 ( ( ' ) apparheiil évideuiluont. à (i. Puisque Test conserva-
livr. ou eu ronrhil (jiic (* es! une région iiivariaute par T. De
plus. lu région ouverle simplement connexe II extérieure a ( î est
iiiviiriiiiite. Doue la frontière de II doit être une courbe fermée inva-
riante d après notre déHniliou. et doit par conséquent coïncider
«( \e< : 1 '! . d'où le résultat énoncé.

7. La transformation définitive Is. Choisissons donc une
transformât iou conservali\e \ qui admette une telle région annu-
laire d'instabilité

/. .(O)^/-^^ 0 )

et désignons les coetucients de rotation correspondant aux deux
bords F, et ra par Ti et Ta( ï i > T,»). Choisissons aussi à l'intérieur
une courbe fermée K, de la forme

où/est analyt ique en Q et périodique de période 27;, de telle sorte
que K div ise l aire de la région annulaire en deux parties égales.
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Soil \ 2 la transformation suivante :

V ^ ; 0 , = 0 . r-f = ( i — Q / - 2 s/2*^.

où o <; c <, i est une quantité que nous allons choisir Mifl isam-
ment petite plus tard.

La t ransformation définitive qui nous condui t a notre conclusion
principale est la transformation composée l\-— V\ s.

La transformation purement radiale \ g est ana ly t i que p a r t o u t

sauf à l 'origine r ==- o et diminue toute aire dans le rapport ————

parce due l'on a
d{ r'\ \ ̂ 0, --= ( i — s ) ( / { r 1 } d^.

V,\v conséquent 1\ j o u i t de?-» mêmes proprié tés .
\}{t plus, la t ransformation \ e laisse i n v a r i a n t e la courbe K ,

t aud i s que tout point à une distance radiale d de K. est transformé
vers k radialement en un point à une moindre distance radiale
de K. Donc Tg == A \ £ transforme la région annula i re en une
par t i e d elle-même,

/. - r/2 -/in^^/ï-8 i/ï -/']
(roi'r la tin-ure ci-dessous), dont les frontières sont les images respec-

Fig. 3.

tivcs T\ et r'̂  de r, et I\. La transformation inverse T£ ' ^V^ A^"')

est analytique au moins à l'intérieur de la région annulaire F, T\1 * .J5

et augmente toute aire dans le rapport . _ ,'




