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SUR LES DIRECTIONS DE DIVERGENCE DES FONCTIONS ENTIÈRES ;

PAR M. KAICH.

1. Appelons direction de divergence ou de convergence de
l'ordre appareiil À d 'une fonct ion entière f{z) une direction

/ y' \(}{r \ /Y I'P^" \ \
d'argument 0 telle que rintcgrale —:———-—L- dr diverge on

converg-e respect ivement .
M. V a l i r o n ( ' ) définit coinine s u i t l'ordre apparent d c y ( ^ )

dans nne direction 13 : l'ordre apparent de /'( J ) dans la direction 1)
esl é^al a

— — l o ^ l o ^ M f / - , U }
li ni ———,—————- ?
Br-c 102:/•

où M ( / ' , B ) désigne le maximum d e / ( J ) pour ^ j ==/' et où -?
appartieni à un ani<le lî de hissectrice I). Il démontre le théorème
suivant ( ' ) :

] j c s entés I) des angles formés par les directions pour les-
< / i f elles V ordre apparent est plus ^rand ( j u e À sont tels (rue^
r,,^x\ V) efanf la suite des zéros de /'( ^ ) -- x situés dans V angle \
rie Inssceiriee 1 ) . la s é r i e

y——^r,,(.r. \ ^

diverse <niel que soit o <^ /. ci pour tout ,r sauf un au plus.

Cela nous a conduit à la proposition suivanle :

I. Les cotés D des angles formés par les directions de diver-
gence de l'ordre apparent \ sont tels fjue

y——
A- /',/(. r, A Y-

( 1 ) Sur les directions de Borel des fonctions entières {Annali di Mate-
matica, 4e série, t. 9, io3i, p. 273-285). Voir aussi, Comptes rendus, t. 194,
1932, p. i:îo6, tiléorcme II; et t. 196, 1933, p. i'»58.
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diverge, quel que soit V cingle A de bissectrice D et j ) o u r f i n i t ./•
sauf un au plus.

Supposons que
/ x lo^/( r^'0') ! < l r

J r^1

couverte el que

r" Io^ i/( ̂ 0" ) i ̂ /',/ /-^i ( f T—0 ' -- a )

diverse. Divisons l^an^le a en qnadrilalércs par les cercles

3 === ( i 4- a /' ( // = i , •>, 'L . . . ).

Soil ^(^) le cercle concentrique au plus petit cercle conlenaut
le qu ad ri la tore

( l - - a ) ^ 3 l^l-t-ay-n

el de r.ivon doul)le. So i tR( / i ) son ravon. On a

R ( n } = const. a( i — a y,

soil i^(^) le nombre des zéros de F (F— i), où

r f—a

' ~ 77~=7^

a (4 I ) étant des constantes. Par conséquent

r* \o^ \ \-\re^') \ <lr
~J /^•+1

converge et
l._, f" Jo^ |F ( / ^ ^ " ) |< / r

..7 , ,̂ n
diverge.

appliquons avec M. Milieux ( ' ) le théorème de BouIroux-Car-
lan ( ^ ) : l ^ , , P.», P;t, . . ., P^ élani p points distincts ou non d'un

( ' ) Sur les cercles de remplissage des fonctions méromorphes ou entières et
le théorème de Picard-Borel {Acta Math.^ t. 52, 192^, p. 189-255).

(2) Sur les systèmes de fonctions holomorphes à variétés linéaires, lacu-
naires et leurs applications (llièse 1928).
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plan cl A i in nombre quelconque positif, ou a

V Î P , M I \ . . . M 1 ^ > / ^ ,

pour tout point M, sauf peut être pour des points qui peuvent être
enfermes dans des cercles en un nombre au plus égal à p dont la
somme des rayons est 2 eh,

Nous prenons comme points P les zéros de V ( F — i ) du

cercle C(n) et 'ich = -^-. Appelons B(/i) la région du cercle C(n)

extérieure aux cercles de Cartan; diaprés le choix de h on voit
( juc sur lîi demi-droite d^argumcnt Q' se trouve un ensemble de
points de K ( n ) de mesure const. R(/i) == const. a ( i + a ) " de
sorte que si F( '^ ') a l te in i eu z^ le minmium de ses valeurs pour

(i a » 7 ' ^ ] ^ I ^ C i - , - y. ̂  ̂  ar^s === 6\ 3 dans \ï( n ),

on n

/•30 io^| Fir^') ^//-
,/ /̂ "i

_ y r^" ' io^! ^(/'e'^)!^
"^^^a,. r^

V /- lo^il^^^l^ _.^^yal^jF(^) i
^•/»- r/^1 ' • ^ i ^ i A ï

de sorte que

u) yJ0^1^)1

^ i ^. i7-
cou^e^g( t .

De même. ou \ o i l que si i F ^ ) ) atteint en ̂  le maximum de
ses valeurs pour

( i - - - y. } " ^ i .r | ^ ('i - ï)^, ar^.r == 0',

r'—— 'lo,,!^^)^^^ ^oglF(^)^
^i.-a" ^-t-1 - ' |.r;,lA

de sorte que

y y•}o^\¥(x"nY\^ \ ̂  1^
diverge. Mais .r;̂  n\-st pas forcément un point de B(7i). Or en
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tenant compte de la valeur de //. on voit que dans le cercle de»
centre x^ el de rayon —^- se trouve au moins une circonférence
concentrique faisant partie de B(/i). Si F (3 ) ! atteint un point ^,,
de cette dernière le maximum de ses valeurs sur ce cercle, ou a

Par conséquent
V{z",,}\^\ F( . r / ,» ! .

i a l o^ | r^^.) ;^
diverge. Nous pouvons ensuite tracer une courbe L( / i ) a l lan t du
point -;„ au point ^,, en évitant les cercles de Cartan, qui a pour
longueur const. }\(n). En chaque point M(^,,) de la courbe Lf y i }
ou a ,

^^'—-^^•^• '^^^MFTmÇ—^ :i<>^y'-7^4
. woeo ,,, . '->oo^p= const. /> lo^——(- : c<»nst. ̂ /i)loî; -5-—^î

n ( ̂  ) n ̂  /l )

où le cercle ^ — ,̂, == p (»st iulérieur à C(n) et où l^, l^.j, ...,?/,
sont les points du cercle [ z — ,̂, 1 == p en lesquels f(^) = CL ou b.
Nous pouvons toujours supposer == const., de sorte que

N ( ! ;— 3/J -- p ; ./•:= a , ) - - N ( ! ^—3,J = p : /= À ) < r o n s t . N ( / ? ) .

Or diaprés une inégalité fondamentale de M. \ aliron, on a

T(l.-..4,,.-)

'̂  const. | "N ( j ; — z-fi 1 —= p ; I"' == < » »

loi; 1 F( 3// ) 1 -- lo^ —F———-— consl. |.
C I1 ( Zf, ) j

On en déduit

iogM(i.-^|:-^; F)srr(i.-^|=^ r)

[ ^ ^- i '1< con^t. N(/i > -\- lo^ ! F( 3,, ) i 4- log —-17-7——— -i- const. | .
p i * ( ^ n ) \ J
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Kn supposant maintenant les constantes p, ^ choisies de façon

<| i i e le cercle ; — z-n \ ==± - '—cont ienne le poini ^. on obt ien t

(T) loi; r(3;,) i^ logM Ç\ 3 — 3 / / 1 == ̂ ; F")

r -4- ^ i i^coni't. i \ ( / i ) 4- log | FY ;?// ) ' — Ion———7———— - const. .L ' ' ? i 1 ' ^ • " ) \ \
Si l'on u en t o u t point de la courbe L(/i)

o [ F ' ( ^ ) | < i ,
on en d é d u i t

lo?|F(^;,)! < Io^ [F(^ ) |cons t .

l . 'enseinbie correspondant des termes'de la série ( ' ->) ;i donc une
s c j i n i m ^ f i n i e , car la série ( i ) converge. En supprimant ces termes
dans ( i ) et ( ' > . ) . Il nous reste la série convergente

. , ^/ loi; ; F(^ ) [
< i } 7 3- —•———:—•—

^ 1 3' i^

et la série di\(*r^ente

('•>.') 7 a
y^JogI F(3; , ) | _

^ a 1 ̂  1"

Sur cliaque courbe L(^ ) restanle se trouve au moins un point j,/
en leque l on a

Pour chacun de ces ^ nous prenons le premier de ces points z,,
rencont ré a pa r t i r de J,^, de sorte que

lo^F< j / /) | < lou: ; F( ;„ > — const.

I/inégalilé (3) devient ainsi

+- j 4- |

loi? F( ^/, ) < const. [ \ ( // ) -+- loi^ ! F( z.',,) ' - const. J.

,, '"g^5"^ const. N(/<) - cons,.10^^ co"st• .
| 3/', j7' (l+a)^' | J;,]7- ( i - ' -a )^ "

(domine a est nne constante on peut la supprimer dans (V) et (•A1)
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.sînis changer les caractères des séries de sorte ([lie, d'après (4 ) .

< ô » y ^o
^f l—a)^

diverge. On en dédnil :

ï ï . Si deux directions faisant entre elles un petit angle a
.sont respectivement de convergence et de divergence de Vordre^^
la série

y—'—-
A"< r,,(.v, \ />

relative aux modules des racines de /(^) — x situées dans un
angle A de mesure 3 a et admettant même bissectrice que les
deux directions^ diverge pour toute valeur de .r sauf une au
plus.

Supposons nos hypothèses vérifiées quel que soit a même si a
tend vers zéro d^une façon quelconque; on remplacera a par une
fonction <y.(n) tendant vers zéro avec — » mais pas trop vite de
façon que sa suppression dans ( i ' ) et (2 ' ) n^allère pas le caractère
des nouvelles séries. Nous avons ainsi une série (5) divergente
correspondante à un angle tendant vers zéro, ce qui démontre le
théorème I.

En appliquant ensuite les résultats de ma thèse ( ' ) on voit que
sur les directions D du théorème 1 se trouve une suite infinie de
centres de cercles de remplissage d^ordre À de divergence pour
les zéros de f(z) — P(^), où P ( ^ ) est une constante quelconque
.sauf une au plus ou un'e fonction méromorphe quelconque de la
classe de convergence de Fordre À sauf deux au plus.

2. Revenons au cas où a est constant. Joignons z'^ et z\ par un
segment de droite r(^i). On a. en supposant que f^s) atteint au
point Xn de r(n.) le maximum de ses valeui*s prises sur F(^),

\fW-fW\=\ ( fWdz ^|^--^t[//(.r,,)|
I -T,n)

== const. a(i-h a)'* j/'(^/,)|,

( 1 ) Extension de théorèmes relatifs dux directions de Borel des fonctions
méromorphes {Journ. de Math., t. 12, i933, p* 109-171) ,
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d o n

10^ './'( ^ /<) j f -; |/(^ » | - lo^/'(.r/, ) - r - // loîçd— j . ) —const. ,

on encore

10^/^! < const. 10^1> /^^

, ^^\.ff(•t'n) const.//a const.- consi. —•—-—-—:—— ~\- ————— -j- ___' .
! -r,, l7- ' (îd- a)^,, (i -r- x )A/Î

Or li1 premier membre est lernie général (J'une série di\er^ciHe
l.ludis que le premier et les (Jeux derniers termes du second
membre son! termes géuérîïux de séries convergentes, de sorleque

."> 2Iog/\^ |
1 ./•. \r

diverge. On voit qu'il ru esl encore ainsi si y. --: y. ( n ) i^nd vers
xéro comme plus huiH. On en déduit qne l'ordre apparent de/'^)
dans les directions (D) du ihéorème 1 est au moins /.. Nous
retrouverons ;misi Ja première partie d'un (héoreme de M. \ <(-
liron ( ( ).

' » Déjà cité.


